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内 容 简 介 

《吉米 多 维 奇数 学 分 析 习 题 集 》 是 最 为 经 典 的 微 积分 习题 集 ， 自 20 世 
纪 50 年 代 引 进 以 来 ， 对 我 国 半 个 多 世纪 的 微 积 分 和 高 等 数学 的 教 与 学 产 
生 了 重大 的 影响 。 本 书 是 为 该 习题 集 的 俄 文 2010 年 版 的 中 译本 编写 的 学 
习 指 引 。 全 书 分 三 册 出 版 ， 第 一 册 为 分 析 引 论 和 一 元 微分 学 ， 第 二 册 为 一 
元 积分 学 与 级 数 ， 第 三 册 为 多 元 微 积分 。 

本 书 通过 对 习题 集中 的 部 分 典型 习题 的 讲解 与 分 析 ， 由 浅 入 深 、 分 层 
次 、 分 类 型 地 介绍 微 积 分 的 解 题 思 路 ， 讲 道理 、 讲 方法 ， 揭 示 出 习题 集中 
的 丰富 多 彩 的 内 容 和 结构 ， 特 别 注重 一 法 多 用 、 一 题 多 解 和 发 展 几何 直观 
的 形象 思维 ， 同 时 通过 补 注 、 命 题 等 多 种 方式 补充 介绍 与 习题 有 关 的 背景 
知识 和 联系 ， 不 回避 任何 难点 ， 为 读者 更 有 效 地 利用 该 习题 集 掌握 微 积 分 
的 基本 功 提 供 适当 的 帮助 。 


} 的 大 学 生 和 需要 提高 自己 数学 水 平 与 能 力 
;或 高 等 数学 的 教师 和 准备 考研 的 学 生 也 有 
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使 用 说 明 


《学 习 指引 》 的 第 三 册 对 应 于 《吉米 多 维 奇数 学 分 析 习 题 集 》( 以 下 简称 为 《习题 
集 》) 的 第 六 章 、 第 七 章 和 第 八 章 , 即 从 多 元 函数 微分 学 、 含 参 变量 的 积分 到 多 元 函数 积 
分 学 . 

与 本 书 的 前 两 册 相 同 , 由 于 很 多 节 内 的 习题 量 相 当 大 , 含有 不 同 的 内 容 和 层次 , 因 
此 在 大 多 数 节 中 , 都 将 习题 分 成 若干 小 节 . 例如 88.17.7 就 是 第 八 章 第 17 节 的 第 7 小 
节 . 在 引用 前 两 册 时 , 请 注意 第 一 册 对 应 于 《习题 集 》 的 第 一 、 二 章 , 而 第 二 册 则 对 应 于 
《习题 集 》 的 第 三 、 四 、 五 章 . 例如 81.4.7, 82.3 在 第 一 册 中 , 而 $3.6.4, 84.6 和 85.2.1 则 
在 第 二 册 中 . 
这 样 的 安排 也 会 带 来 一 些 不 便 , 这 就 是 在 节 内 的 各 个 小 节 之 间 的 习题 顺序 与 原 有 
的 题 号 顺序 不 完全 一 致 . 为 了 方便 读者 对 习题 的 检索 , 本 书 的 目录 中 在 每 一 节 和 每 一 小 
节 的 标题 后 都 在 括号 内 标明 它们 所 履 盖 的 习题 编号 . 

本 书 在 各 节 或 各 小 节 所 履 善 的 习题 中 只 能 选取 部 分 习题 作 讲解 或 分 析 . 在 解答 时 ， 
无 论 是 计算 题 还 是 证 明 题 一 律 用 “ 解 > 开 始 . 在 交叉 引用 前 后 的 习题 时 , 如 果 它 在 本 书 有 
讲解 , 则 会 指明 所 在 的 节 或 小 节 . 否则 , 一 般 会 简 述 其 内 容 , 至 于 该 题 的 完整 叙述 则 请 看 

《习题 集 》 的 全 译本 . 

在 某 几 节 的 最 后 , 本 书 会 添加 一 小 节 , 称 为 补 注 , 其 中 包含 对 某 些 难题 的 解 、 对 某 些 
内 容 的 注解 和 补充 . 由 于 在 多 元 函数 的 微 积分 学 中 的 许多 问题 的 进一步 引申 将 直接 导 
致 偏 微分 方程 、 泛 函 分 析 和 现代 分 析 的 许多 领域 , 我 们 在 多 数 情况 下 只 限于 列 出 有 关 的 
参考 文献 , 因此 在 第 三 册 中 的 补 注 小 节 的 数量 要 比 前 两 册 少 得 多 . 

根据 需要 , 本 书 还 增加 了 若干 命题 和 少量 例题 , 其 中 命题 按 章 编号 , 例题 不 独立 编 
号 . 第 三 册 在 正文 后 设置 一 个 附录 , 其 中 列 出 前 面 所 有 命题 的 内 容 和 页 码 . 

本 书 的 编写 中 利用 了 大 量 的 参考 资料 . 在 参考 文献 中 上 只 列 出 第 三 册 引 用 到 的 书籍 . 
对 于 引用 的 论文 , 只 在 引用 处 写 明 其 所 在 杂志 、 标 题 、 页 码 和 年 份 . 

本 书 采取 以 下 常用 的 数学 记号 : 

(1) 用 XN 表示 全 体 正 整数 , 用 也 表示 全 体 整数 , 用 Q@Q 表示 全 体 有 理 数 , 用 及 表示 全 
体 实数 . 用 有" 表示 郊 维 的 欧 儿 里 得 空间 . 

(2) 设 己 Q 为 命题 , 用 书生 全 Q 表示 书 与 Q 等 价 ; 用 忆 一 > Q 表示 若 忆 成立, 则 
Q 成 立 . 

(3) 用 记号 “ 口 ? 表 示 解 、 分 析 和 证 明 等 的 结束 . 

最 后 还 要 指出 , 在 第 三 册 的 编写 中 广泛 地 应 用 了 高 等 代数 ( 即 线性 代数 ) 中 的 知识 . 
这 不 仅 简化 了 许多 习题 的 求解 , 实际 上 在 很 多 情况 下 也 只 有 如 此 才能 揭示 有 关 问 题 的 
核心 所 在 . 考虑 到 多 数 读者 在 学 习 多 元 微 积 分 之 前 已 经 学 过 有 关 的 矩阵 向 量 知识 , 因此 
若 有 “学 而 时 习 之 ”的 机 会 是 件 好 事 . 
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六 章 多 元 函数 微分 学 


内 容 简介 ”这 一 章 是 多 元 函数 的 微分 学 , 从 多 元 函数 的 极限 、 连 续 概 念 开始 , 直到 
多 元 泰勒 公式 和 极 值 计 算 . 


86.1 函数 的 极限 . 连续 性 (习题 3136-3210 ) 


内 容 简 介 ”本 节 的 习题 除了 多 元 函数 的 定义 域 和 等 值 线 (等 值 面 ) 计算 外 , 主要 是 
学 习 累 次 极限 和 多 重 极限 的 计算 , 以 及 多 元 函数 的 连续 性 和 一 致 连续 性 


6.1.1 “多 元 函数 的 定义 域 、 等 值 线 和 等 值 面 (习题 3136-3170) 


习题 3136-3150 均 为 给 定 多 元 函数 的 表达 式 后 求 其 自然 定义 域 . 这 是 一 元 函 ss 
应 概念 的 推广 . 对 于 双 元 函数 业 = jz ,zan) 而 言 , 即 是 要 求 出 维 欧 氏 空间 及 ”中 
的 集合 乡 , 使 得 函数 上 在 此 集合 上 取 实 数值 . 称 此 集合 9 为 函数 上 的 

下 面 看 一 个 例子 

习题 3148 确定 并 画 出 尽 二 arccos 网 的 定义 域 . 可 z 本 

解 怀 是 三 元 函数 . 从 它 的 表达 式 可 见 首先 要 求 z,y 不 能 同 
时 为 0, 然后 根据 反 余 弦 函 数 的 定义 , 必须 要 求 |z| 入 Vz2 十 2， 
于 是 其 定义 域 为 

允 ={( 人 信守 十 妇 关 0 关 乏 巡 十 作 

如 附 图 所 示 , 即 包含 圆锥 面 关 = 22 十 刀 2 及 其 以 外 的 区 域 , 但 要 
去 挤 圆 锥 的 顶点 , 即 原点 . 


对 于 二 元 函数 z = /zy 设 其 定义 域 为 钨 , 值 域 为 罗 = 9), 则 对 于 实数 ce 用 ， 


ws 
口 


习题 3148 的 附 图 


站 
届 


阅 
作 


5S.={(zJ)E2|Hzy)=c(CR2?) 
非 空 . 我 们 将 Se 称 为 函数 上 取 值 为 c 的 等 值 线 (也 称 为 等 位 线 等 ), 简 记 为 了 = c. 相仿 
地 对 于 自 变 量 个 数 大 于 2 的 多 元 函数 , 例如 三 元 函数 v = jz,y 2), 则 将 集合 
Se={(z2E 允 | joyz=c(CR3) 
称 为 函数 上 取 值 为 ec 的 等 值 面 (也 称 为 等 位 面 等 ), 也 简 记 为 上 = c. 
人 的 方法 . 例如 气象 学 中 的 等 温 
线 、 地 形 图 中 的 等 高 线 等 等 , 都 已 经 成 为 大 众 熟 知 的 名 词 了 . 


增加 , 而 在 上 下 两 个 方向 上 的 高 度 下 降 (参见 86.7.1 的 习题 3622 的 附 图 


习题 3159 (a) 作出 函数 >= |z| 十 加 


0 
1 Ta 他 
已 已 已 已 


lz 十 4 的 等 值 线 . 


解 
函数 的 


|z| 十 ly| 一 |2 二 = 


从 三 点 不 等 式 
值 域 为 [0, +oo)， 


2 十 9 
大 


中 的 马鞍 面 ). 


2 第 六 章 “多 元 函数 微分 学 
习题 3153 作出 函数 > = z2 - 2 的 等 值 线 . 人 守卫 
解 等 值 线 为 _ 刀 一 c 若 取 c> 0 则 cs 
得 到 焦点 在 z 轴 上 的 双 曲 线 ; 若 取 c < 0, 则 得 到 
焦点 在 y 轴 上 的 双 曲 线 . 当 c = 0 时 则 得 到 直线 
y = 二 z, 它们 恰好 是 上 述 所 有 双 曲 线 共有 的 渐 近 -?/ 方 NA 
线 . 因此 只 要 通过 坐标 面 zOy 上 的 旋转 变换 即 可 到 
将 上 述 双 曲线 变 成 为 zy = au 这 样 的 直角 双 曲 线 . 一 
在 附 图 中 作出 了 ec = -3, 一 2, 一 1 0,1,2,3 时 
4 等 信 线 
的 等 值 线 ， 习题 3153 的 附 图 
注 ， 通 过 等 值 线 容易 想象 函数 > = z2 - 妇 在 三 维 空间 中 的 几何 图 像 . 实际 上 , 这 
就 是 解析 几何 中 的 双 曲 抛物 面 , 它 的 一 个 通俗 名 称 是 马 通 面 , 原点 O(0, 0) 就 是 鞍点 . 鞍 
点 在 地 形 图 中 是 常见 的 . 在 附 图 中 即 可 看 出 它 的 特征 : 在 原点 的 左右 两 个 方向 上 的 高 度 


和 |z| 十 上 引 可 见 该 
此 只 可 能 对 于 cy> 关 0 有 


沁 | | 等 值 线 > = c. 
、 、 由 z(-z;, 一 9 = 2z(2;,y) 可 见 , 每 一 个 等 值 线 
人 局 轿 都 关于 原点 对 称 , 因此 可 先 讨论 z 十 y > 0. 
| 站 在 zz 十 y> 0 的 半 平 面 中 有 以 下 情况 : (1) 在 
第 一 象限 中 及 其 边界 上 , z = 0; (2) 在 第 二 象限 中 
| Z<0,y>0, 因 此 有 >z=-z+y 一 (z 十 人 = 一 27， 
三 虽 于 是 等 值 线 > = c 就 是 z = -c/2; (3) 同 理 在 第 四 


习题 3159(a) 的 附 图 


象限 : 
将 
到 附 区 
习题 3161 作出 函数 >= zy (z > 0) 的 


解 (概要 ) 


, 等 值 线 xz = c 就 是 y = 一 c/2. 


以 上 结果 关于 直线 z + = 0 作 反射 , 就 得 


条 件 可 见 该 函数 的 值 域 为 


所 示 的 等 值 线 图 . 


等 值 线 . 


(0,+eo). 对 于 c > 0, 对 zz = c 取 对 数 就 


得 到 ylnz = lnc. 


AAA 
游 第 


册 附 录 


淖 


的 习题 354 的 函数 y = 这 -的 图 像 就 不 难 作 


于 mce= CC 可取 到 任意 实数 , 于 是 等 值 线 的 方程 可 记 为 


6 
/一 7 


现 


上 本 题 的 等 值 线 
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帮 人 一 o 十 几 证 全 引 
习题 3163 作出 函数 > = mn ij) -一 一 一 一 近 (wa > 0) 的 等 值 线 . 

(Z 十 o) 十 % 
解 ”函数 在 去 掉 点 ( 土 o,0) 之 外 的 全 平面 上 的 其 
他 点 处 都 有 定义 . 对 于 =c, 记 有 =ec > 0, 则 等 值 
线 方程 为 多 一 9 十 久 -有 2 当 e= 0 时 ,大 一 1 

2 十 ao 六 十 Y 

等 值 线 为 直线 z = 0. 对 于 天 夭 1, 则 可 将 上 述 方程 整 
al+R2)12 2 (2a6)? 
= 1 二 生 本 


1 十 K2) 
1 工 一 2 


可 见 是 圆心 在 (2 0) 而 半径 为 “2o 的 


虐 一 2| 
< 大 <1( 即 c<0) 时 圆 在 右 半 平 面 内 , 而 当 
大 > 工 ( 即 c> 0) 时 圆 在 左 半 平面 内 . 
可 以 看 出 , 当 ec 换 为 -ce 时 ,天 换 为 1/ 而 对 应 的 等 值 线 关 于 y 轴 对 称 . 在 附 图 中 
取 a = 了 1 作出 了 c= -2,-1, 一 0.5, 一 0.25,0,0.25,0.5,1,2 的 等 值 线 (或 其 一 部 分 )， 
注 本题 的 所 有 等 值 线 都 与 ( 附 图 中 的 虚线 ) 圆 zz 十 态 = o2 正 交 . 为 此 先 在 等 值 
线 方程 多 二 加 十 儿 一 妃 中 用 古 太一 0 代入 ,得 到 z 一 2 一 大) 这 就 是 它们 
”人 二 2 十 仍 人 (十 友 ) 
的 交点 的 横 坐 标 z. 利用 这 个 关系 式 就 容易 证 明 在 该 交点 处 两 个 圆 的 切线 正 交 . 


己 ] 
虔 
es 


习题 3163 的 附 图 ( 取 w = 也 ) 


习题 3168 求 函 数 = 22 十 2-22 的 等 值 面 . 


解 当 vw = c < 0 时 等 值 面 族 为 双 叶 双 曲 面 族 , 当 w = 0 时 等 值 面 为 锥 面 , 当 
u = ec > 0 时 等 值 面 族 为 单 叶 双 曲 面 族 (在 附 图 中 对 于 w > 0 和 1 < 0 都 只 作出 了 曲面 
族 中 的 一 个 曲面 ) 


池 Q 
3 
> 


Se 
COZD ECCSees 

2 证 FF CC 

wxZ 


双 叶 双 曲 面 锥 面 单 叶 双 曲面 
习题 3168 的 附 图 


6.1.2” 杂 题 (习题 3171--3180) 

习题 3171-3174 要 求 确定 由 几 类 方程 给 定 的 曲面 的 特征 . 由 于 这 是 几 类 常见 的 方 

程 , 因此 将 这 几 题 以 及 答案 列表 如 下 . 

3171 z = jl -az) 是 柱 面 , 其 母线 平行 于 坐标 面 zOy 上 的 直 
线 y = az, 准 线 为 Z = 0,z = Wi; 

3172 z = f(Vz2 十 9%2) 是 旋转 面 , 由 坐标 面 zOz 上 的 曲线 > = 

Flz) 绕 Oz 轴 旋 转 得 到 ; 

3173 > = zj( 艺 ) 是 锥 面 , 以 坐标 原点 为 项 点, 准 线 为 了 一 1,z 

念 


= /O) ( 不 含 顶点 ); 
3174 > = j( 艺 】 是 直 纹 面 , 其 中 的 直线 均 平行 于 坐标 面 <Oy， 
准 线 为 > 一 1 z = jg) 


下 面 给 出 上 述 几 题 中 的 最 后 一 题 的 解答 . 


习题 3174 根据 四 的 方程 一 j( 芋 ) 研究 其 性 质 . 


解 ” 从 方程 可 见 曲面 与 平面 z = 0 ( 即 坐 标 面 yOz) 不 交 . 

设 点 M(zo,yo,z0) (其 中 zo 夭 0) 在 曲面 上 , 则 可 见 直线 z = toy = toz=20 除 
去 上 = 0 对 应 的 点 (0,0, zo) 之 外 都 在 曲面 上 . 因此 该 曲面 为 直 纹 面 . 

取 平 面 z=1 上 的 > = 帮 o) 为 准 线 , 则 如 上 所 述 , 通过 准 线 上 的 任何 点 作 平行 于 坐 
标 面 zOy 且 经 过 Oz 轴 的 直线 , 就 得 到 属于 曲面 的 直线 , 只 是 要 去 掉 它 与 Oz 轴 的 交点 . 
还 可 以 注意 到 , 上 述 直 线 就 是 函数 > 的 等 值 线 . 

一 般 来 说 , 这 样 的 曲面 既 不 是 柱 面 , 也 不 是 锥 面 . 

注 ， 称 由 直线 组 成 的 曲面 为 直 纹 面 , 它 是 包含 柱 面 与 锥 面 在 内 的 一 大 类 曲面 . 例如 
在 解析 几何 中 列举 的 九 种 二 次 曲面 中 就 有 六 种 是 直 纹 面 , 其 中 包括 双 曲 抛物 面 (又 称 马 
鞍 面 , 见 86.7.1 的 习题 3622 的 附 图 ) 和 单 叶 双 曲 面 ( 见 前 面 习 题 3168 的 附 图 ). 实际 上 ， 
在 本 题 中 取 方 程 > = 就 得 到 一 个 马 通 面 y = zz, 只 不 过 它 以 Oy 轴 为 对 称 轴 . (有 兴 
趣 的 读者 可 参考 名 著 [19] 的 第 一 章 .) 

习题 3175-3180 是 多 元 函数 的 一 些 简 单 的 代数 计算 题 , 下 面 举 其 中 的 一 个 例子 . 


-一 


习题 3179 设 
2 一 2 十 yy 十 zz 一 切 . 
若 当 y =0 时 >z= 2Z2, 求 函 数 上 和 >. 


解 ”由 条 件 得 到 


22 一 Z 十 jz)， 
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可 见 已 经 得 到 Az) = 2Z2 -- z, 于 是 即 可 求 出 
2 一 2Z+2y+(z 一 切 2? 一 (zz 一 人 妨 =27y 二 (zz 一 切 2. 


6.1.3 ”多 元 函数 的 极限 (习题 3181-3193) 


将 一 元 函数 的 极限 概念 推广 到 多 元 函数 是 容易 的 . 例如 , 为 了 给 出 二 元 函数 的 极限 
人 
的 定义 , 只 要 (参见 81.5.2 ， 人 的 基本 类 型 ) 写 
jim 帮 作 一 
的 =s-6 定义 , 然后 将 其 中 的 | jz) 一 4 < < 改写 为 二 四 一 4 <s, 又 将 0<lz-aol<5 
改写 为 0< |(z,g 人 一 (o 相 | < 5 即 可 . 这 里 的 | 上 小 | 是 平面 上 两 个 点 (z,y) 和 (ao 电 之 间 
的 距离 , 即 是 


上 上 


| 人 一 (=Vz 一 o2 二 一切 2， 
也 称 为 欧 几 里 得 距离 . 利用 
max{flz 一 ol 一 中 乏 Vz 一 02 十 人 一 区 世 lz 一 中 十 攻 一 外， 
可 见 厦 将 0 < (zz 人 力 一 (wa <5 换 为 jz 一 ol<0y 一 相 <5 则 所 得 的 极限 定义 是 等 
价 的 . 因此 上 述 二 元 函数 的 极限 也 经 常 等 价 地 记 为 
Jim jz y 三 4 


2 一 bD 
然而 多 元 函数 除了 称 为 多 重 极限 的 上 述 概念 之 外 , 还 有 其 他 类 型 的 函数 极限 , 即 累 次 极 
限 . 对 于 二 元 函数 /zy 来 说 , 在 点 (a,) 处 有 两 种 累 次 极限 (也 称 为 二 次 极限 ), 即 
jim jz,y) 及 Jim 1 jzZ,V)， 


为 区 别 起 见 , 可 将 它们 分 其 称 为 先 妈 后 W 和 先 y 后 z 的 二 次 极限 . 以 前 者 为 例 , 将 
jim zy) 称 为 内 层 极 限 (或 里 层 极 限 ), 它 是 在 疙 的 去 心 邻 域 内 固定 y 取 z 一 a 的 极 
限 羽 此 得 到 的 是 y 的 函数 . 然后 再 取 Y 一， 的 极限 , 即 外 层 极 限 . 

为 了 在 点 (o, 区 处 存在 累 次 极限 ， jz,y) 只 需要 在 点 (oa, 思 的 一 个 邻 域 内 所 有 满足 
Z 天 ay 天 D 的 点 (zy) 处 有 定义 就 足够 了 . 这 样 的 点 集 称 为 去 十 字 邻 域 . 

在 多 重 极限 与 累 次 极限 的 关系 上 , 最 基本 的 是 一 般 教 科 书 中 均 收 入 的 以 下 命 感 . 


命题 6.1 没 存在 二 重 极限 ja jz, 一 4 则 有 以 下 结论 ; 


(1) 若 当 夫 D 且 ly 一 可 充分 小 时 存在 极限 2() = liam 态 ， 则 存在 先 z 后 y 的 
二 次 极限 ， 


由 二 Ji jz;V) 三 由 全 o(y) 三 jz;V) = 4; 


(2) 若 当 z 天 wa 目 lz 一 ad| 充分 小 时 存在 极限 1 人 王 lim jw， 人 则 存在 先 y 后 z 的 
二 次 极限 , 且 有 


lim lim jz,V) 三 Jim VCz) = liamn zy) = 4 


天: 
2 2 一 b 


注 上述 命 题 表 明 , 二 元 函数 在 某 个 点 处 存在 二 重 极限 , 且 存在 某 个 内 层 极限 , 则 
就 在 在 相应 的 二 次 极限 且 其 值 等 于 二 重 极限 . 特别 地 , 若 两 个 不 同 的 内 层 极限 均 存 在 ， 
则 两 个 二 次 极限 相等 且 等 于 二 重 极限 . 由 此 也 可 推断 , 若 两 个 二 次 极限 存在 而 不 相等 ， 
则 必定 不 存在 二 重 极限 . 

然而 , 命题 6.1 之 道 不成立 . ftz,y) 在 某 个 点 (w 电 处 存在 两 个 二 次 极限 并 不 能 保 
证 函数 在 该 点 存在 二 重 极限 . 这 就 是 下 面 的 习题 3181 的 意义 . 


习题 3181 证 明 : 对 于 函数 


三 汪 一 


有 
从 而 lim jz,9) 不 存在 ， 
2 一 0 


解 在 二 次 极限 计算 中 要 注意 的 是 : 在 求 内 层 极限 时 还 必须 考虑 到 下 一 步 的 外 层 
极限 是 什么 . 以 本 题 中 的 第 一 个 二 次 极限 来 说 , 此 时 内 层 极 限 是 


和 
人 和 十 9 本 & 


于 下 一 步 是 要 计算 lim wW(z), 根据 一 元 函数 的 极限 定义 , 我 们 不 需要 考虑 = 0 时 函 
数 消 是 否 有 定义 . 因此 在 求 内 层 极限 时 就 可 以 设 z 关 0. 而 在 这 个 前 提 下 , 就 容易 得 到 


1] 人 
人 Z 十 2 1 


然后 , 在 z 夫 0 时 恒 等 于 1]1L 的 函数 在 z = 0 处 的 极限 显然 等 于 1, 这 样 就 证 明了 


二 A 和 和 S 
了 


同 理 可 证 明 另 一 个 二 次 极限 等 于 -1, 从 略 . 
于 两 个 二 次 极限 不 相等 , 因此 从 命题 6.1 就 知道 二 重 极限 不 存在 . 
注 “也 许 有 读者 会 问 , 由 题 中 的 函数 flz,y) 所 确定 的 曲面 在 点 (0,0) 附近 是 和 否 发 
生 了 什么 “意外 ”, 才 会 出 现 如 此 的 结论 ? 这 可 以 参考 上 面 86.1.2 的 习题 3174, 因为 本 题 
就 属于 这 个 类 型 . 读者 可 以 利用 该 习题 中 的 讲解 , 想像 这 个 直 纹 面 上 的 等 值 线 的 几何 形 
状 , 从 而 理解 为 什么 在 点 (0,0) 处 的 二 重 极限 不 存在 了 . 

进一步 , 即使 ffz,y) 在 某 个 点 (ao 世 处 存在 两 个 相等 的 二 次 极限 , 仍然 不 能 保证 函 
数 在 该 点 存在 二 重 极限 . 这 就 是 下 面 的 习题 3182 的 意义 . 


< 日 :正明 ， 丈 < 光 2012 

习题 3182 证 明 : 对 于 函数 /(z,y) = 0 

lim{flm jz = lmflnm jz = 0， 
2 一 0 2 一 0 Z 一 0 


Z 一 0 


然而 lim jz,9) 不 存在 . 
2 一 0 
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解 ”两 个 二 次 极限 都 等 于 0 的 计算 与 习题 3181 中 的 计算 类 似 , 从 略 . 

对 于 后 半 题 用 反 证 法 . 

假设 /(z,g) 在 点 (0,0) 处 存在 二 重 极限 , 则 根据 命题 6.1 可 见 , 只 能 有 
Jan /2, 幼 二 0 


2 一 0 
根据 定义 , 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 5 > 0, 当 0 < Vz2 十 2 < 5 时 , 成 立 不 等 式 
223412 
= 


然而 上 只要 在 满足 0 < Vz2 十 只 < 9 的 前 提 下 用 z = 和夫 0 代入 , 就 看 出 左边 为 1 从 而 
与 可取 为 任意 小 的 正 数 相 矛 盾 . 


27V  ， 
十 2 


习题 3183 .2 是 否 存 在 极限 lim 一 
0 


解 考虑 点 (z,y) 沿 着 斜率 为 及 的 直线 趋 于 点 (0,0), 为 此 上 只 要 令 y = kz 代入 
zy, 就 可 得 到 


2zZ(KFZ) 2 
KD) 一 一 
人 Z2 十 (KZ)2 1 十 大 2 


这 里 要 注意 : 由 于 函数 极限 定义 中 当 (z,y) 一 (ow 人 时 , 不 允许 (z,W = (oa 四 , 因此 在 上 
述 计算 中 始终 有 xz 天 0, 从 而 可 以 将 分 子 分 母 中 的 公 因 子 z2 约 去 . 
此 可 见 , 当 点 (z, 切 沿 着 不 同 斜率 的 直线 趋 于 点 (0,0) 时 , 函数 Flz, 妇 = 二 
存在 与 天 有 关 的 极限 , 因此 该 函数 在 点 (0, 0) 处 不 存在 二 重 极限 . 
还 可 以 看 出 , 由 /xz, 人 二 > 确定 的 曲面 也 属于 86.1.2 的 习题 3174 中 的 直 纹 
押 , 直线 了 = Kx 就 是 广 的 等 值 线 , 上 述 讨论 就 是 利用 了 这 些 等 值 线 


注 _ 以 上 两 个 题 中 所 用 的 方法 的 根据 在 于 : 若 /z,y) 在 点 (ao 多 处 有 极限 4, 则 在 
点 (og) 的 去 心 邻 域 内 , 当 点 (z,y) 沿 着 任意 方向 的 直线 趋 于 点 (ao 多 时 , 其 极限 也 应 当 
等 于 4. 具体 来 说 , 可 考虑 直线 z = au 与 /=0+Kz 一 ao, 其 中 -co < 有 < 二 co. 这 时 
只 要 考虑 一 元 函数 的 极限 即 可 . 

对 于 习题 3182 来 说 , 由 于 二 重 极限 若 存在 只 能 等 于 0, 因此 只 利用 天 = 工 就 解决 了 
问题 . 对 于 习题 3183.2, 则 也 可 以 取 两 个 不 同 的 天 来 解决 问题 . 

还 要 指出 , 即使 点 (z,y) 沿 着 所 有 直线 趋 于 点 (a ) 时 , 函数 /zy 都 存在 极限 且 
相等 , 仍然 不 能 保证 扩 在 点 (o, 思 的 二 重 极限 存在 (参见 后 面 $6.1.4 的 习题 3202(pb) 和 
86.7.1 末 的 习题 3682 及 其 附 图 ). 


习题 3184-3193 是 关于 二 重 极限 和 二 次 极限 的 计算 题 , 其 中 还 包括 了 基本 类 型 (这 
是 指 (z;,g) 一 (ob 时 的 函数 极限 ) 之 外 的 各 种 函数 极限 . 下 面 举 几 个 例子 . 


瑟 


习题 3185 求 二 重 极限 lim se 
2 2 一 2 十 Y 


十 ， 从 而 即 可 如 下 估计 得 到 


解 平均 值 不 等 式 有 |zy| 忒 


上 多 
2Z2 一 2V 十 V 2 十 于 -1 zl 
可 见 所 求 的 极限 为 0 
习题 3190 求 二 重 极限 lm(z2 十 2) 
2 一 
2 一 0 


解 1 这 是 0) 型 的 不 定式 . 取 对 数 后 求 极限 
lim z29y2 ln(z2 十 2)， 
坦 


则 从 
(十 轨 ) 


z2%2 ln(z2 十 妇 ) 忒 Im(z 十 妇 ) 


和 lm， wlnuw = 0 可 知 本 题 的 极限 为 e0 = |. 


2112 Z2 十 妇 
解 2 利用 lim 必 =1 和 一 一 去 , 即 可 计算 极限 如 下 : 
忆 一 十 0 2 十 V 


4 
2Z2 22 
过 2 
limn(z2 二 27 = lim [ee 十 2)7 49 | 5 
2Z 一 0 2 一 0 
2 一 0 2 一 0 
lim 2 扩 
(zz 人 全 (0,0) Z2 十 V2 
和 ( lim 2 和 一 10 = 1. 
忌 一 十 0 


6.1.4 多 元 函数 的 连续 性 ( 习 古 3194-3210) 
习题 3196 求 函 数 v = 击 二 人 的 间断 点 . 


解 ”函数 炎 的 定义 域 为 z+y 夫 0 之 外 的 点 全 体 . 


对 于 定义 域 中 的 点 , 有 zz 十 y 夫 0, 因此 可 约 去 分 子 分 母 共 有 的 因子 z 十 y 而 得 到 


工 


让 二 人 
22 一 2 十 入 


于 上 式 的 分 母 z2 一 zy 十 2 > 
数 习 在 定义 域 z 二 yy 和 0 内 处 处 连续 . 


在 直线 zZ 十 y = 0 上 的 点 可 写 为 (zo, 一 zo). 若 其 中 的 zo 夫 0, 则 由 于 对 函数 w(z 
取 (z,y) 一 (zo, 一 zo) 的 极限 时 , 习 只 能 在 z+Y 夫 0 上 取 值 , 因此 就 得 到 
lim 3 二 人 =- lim ] 
于 


这 表明 所 有 满足 zo 和 0 的 点 (zo, -zo) 为 函数 w(z,y) 的 可 去 不 连续 点 . 


(z2 十 92), 即 在 z,y 不 同时 为 0 时 只 取 正 值 , 因此 函 


,2/) 
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最 后 求 函 数 习 在 点 (0,0) 处 的 极限 . 这 时 同样 可 以 约 去 分 子 分 母 的 共有 因子 z 十 水 
然后 估计 如 下 : 

少 丁 4/ 1 由 0 2 
23 十 人 和 22 一 zy 十 好 之 了 (z2 十 轨 ) 一 3(22 十 妇 ) > 十 co (Z 一 0 一 0)， 

2 

因此 点 (0,0) 是 函数 v 的 无 穷 型 不 连续 点 . 
注 “ 对 此 题 补 充 几 点 : (1) 函数 尺 在 直线 zZ+Y = 0 上 没有 定义 , 但 仿照 一 元 函数 
的 情况 , 仍然 可 以 讨论 这 些 点 是 何 种 类 型 的 不 连续 点 ; (2) 对 于 该 直线 上 的 每 一 
(zo;, 一 zZo), 在 它 的 去 心 邻 域 中 必 也 不 是 处 处 有 定义 , 这 与 一 元 函数 中 人 允许 在 函数 的 定义 
域 的 极限 点 处 讨论 函数 的 连续 性 是 相同 的 ; 站 ) 在 本 题 的 函数 v 的 所 有 可 去 不 连续 点 处 
其 极限 补充 定义 后 , 就 得 到 了 函数 


| 站 


本 


2 本 
习题 3202 (a) 证 明 : 函数 
2 沁 : 广 行 2 02 天 0， 
jz 人 = 2Z TY 
0， 若 z2 二 2 =0 


2 
别 对 于 每 一 个 变量 z 或 y ( 当 另 一 变量 的 值 固定 时 ) 是 连续 的 , 但 对 这 些 变量 的 总 体 


解 (概要 ) 只 有 点 (0,0) 需要 讨论 . 利用 习题 3183.2 就 知道 ALz,y) 在 点 (0,0) 处 不 


习题 3202 (b) 证 明 : 函数 


2 
化 二 
jz -| 二 2 


0， 若 z2+2=0 

在 点 O(0,0) 处 沿 过 此 点 的 每 一 射线 
2 一 tcoga，V=tsna (0 芯 夺 < 十 co) 
连续 , 即 存在 


1 /tecos ostsin o) 一 /0,0)， 
但 此 函数 在 点 (0,0) 并 非 连续 的 . 


解 ”将 直线 的 参数 方程 代入 函数 的 表达 式 中 , 就 有 
as 
(tcos atsin a) 一 计 ee 1 和 人 天 0)， 
可 见 当 sina = 0, 即 a = 0,r 时 上 式 恒 等 于 0, 而 当 sina 头 0 时 jltcos atsina) 一 
0 人 一 0). 又 根据 /0,0) = 0, 因此 ftcos a;tsin ay) 汪汪 0, 可 见 flz,y) 在 点 O(0,0) 
处 沿 着 过 此 点 的 每 一 条 直线 连续 呈 . 
Q@ 将 原 题 中 的 射线 换 为 直线 后 结论 仍 成 立 . 
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然后 观察 函数 /FLz,y) 在 经 过 原点 O(0,0) 的 抛物 线 族 y = kz2 估 取 所 有 实数 ) 上 的 
取 值 , 就 有 


4 
jepao = 一 他 关 0)， 
这 表明 每 一 条 抛物 线 y = pz2 (除去 原点 (0,0)) 都 是 函数 fxz,y) 的 等 值 线 . 当天 取 所 有 


实数 时 ,二 取 到 [- 却 ,到 ] 内 的 所 有 值 . 由 于 这 些 等 值 线 帮 以 原点 (0,0) 为 聚 点 , 因 


此 函数 fz,y) 在 原点 不 连续 (参见 86.7.1 的 习题 3682 及 其 附 图 ). 


习题 3203.2 研究 函数 妨 = Vz2 十 妇 2 在 平面 瓦 2 = {z| < +eo,| 串 < +coy 上 的 
一 致 连续 性 . 


解 ”研究 函数 在 两 个 相 异 点 (z,)，(z' 1) 处 的 函数 值 之 差 : 


|z2 全 212 一 /2 一 23| 
2 二 712 /2 上 11/2 | 一 
1 丁克 V 本 二 是 


:| 


之 一 2 十 2 十 一 区 十 风 
VzZ2 十 2 十 Vz2 亚 212 

乏 |z 一 2 十 | 一 区 

可 见 对 任意 给 定 的 s > 0, 只 要 取 5 = s/2, 则 当 lz 一 zi < 5 一 yy < 5 时 ,就 有 

lu(z 一 wz)| < s， 因此 函 数 v(z,y) 在 全 平面 上 一 致 连续 


入 


习题 3203 .3 函数 
jw, 9) = si 
在 区 域 zz 十 2 < 1 内 是 否 一 致 连续 ? 


分 析 人 (2;y) 在 区 域 妇 二 92 < 1 内 趋 于 其 边界 z2 十 内 = 工时 , 正 粥 函数 的 自 
变量 区 趋 于 正 无 穷 大 , 因此 函数 值 ftz,y) 将 在 -1 到 1 之 间作 无 限 次 振动 ， 
从 而 不 可 能 一 致 连续 . 

习题 3203.4 给 定 函数 2 


4 一 arcsin 忆 . 
2 


此 函数 在 其 定义 域 已 内 是 否 连 续 ? 是 否 一 致 连续 ? 


SS 


分 析 “这 时 的 定义 域 妃 为 满足 lz| < lg 和 乡 关 0 的 所 
有 点 (z, 切 , 即 如 附 图 所 示 的 阴影 区 域 , 但 不 包含 原点 . 函数 
u 作为 初等 函数 , 在 定义 域内 处 处 连续 是 没有 问题 的 . 人 坝 克 


于 在 该 定义 域内 经 过 原点 (但 不 包含 原点 ) 的 直线 为 函数 v 的 等 值 线 , 且 当 直线 
为 z = jg (-1 和 大和 过 1) 时 , 等 值 线 上 的 函数 值 为 arcsin ji, 因此 在 原点 的 任何 去 心 邻 域 
入 机 痢 取 到 间 区 间 和 ,村 :的 所 有 值 , 从 而 不 可 能 一 致 连续 (注意 本 题 的 方程 
属于 习题 3174 中 的 类 型 ). 


86.1 


函数 的 极限 . 连续 性 (习题 3136-3210 ) 


II 


从 习题 3202(a) 知道 ， 
常用 的 充分 条 件 . 


习题 3205 证 明 : 着 函数 flz, 人 在 某 区 域 G 内 对 变 


而 的 几 个 习题 3205-3207 给 出 了 从 对 两 个 变 


若 二 元 函数 /zy) 分 另 


三 


里 


上 对 > 和 y 连续 , 则 # 
分 别 连续 到 


\ 一 定 是 二 元 连 
二 元 连续 的 几 个 


上 二 


屋 


思 


关于 z 一 致 连续 的 , 则 此 函 


对 于 给 定 


又 根据 了 对 y 的 连续 是 关 


数 在 该 区 域内 是 连续 的 . 


要 任 取 点 (zo,V0) E Cr 来 讨论 即 可 台 . 
的 s > 0, 根据 函数 上 对 zz 连续, 存在 6; > 0, 使 得 当 |z -zol < 61 时 , 有 


Hg 一 laoooj| < 号 
于 z 一 致 的 ， 


足 ly 一 加 | < 52 的 所 有 点 (z, 切 , 同时 成 立 


取 6 = min{fbl,6o} 则 当 lz 一 zol <0 5 一 加 |<5 时 ,就 有 
jy) 一 AUzoyo)| 和 cg) 一 zyo)| +Acyo) 一 azoyo)| < 二 
此 在 点 (zo,yo) 处 二 元 连续 . 


因 


习题 3206 证 明 : 若 在 某 


2 的 利 普 希 蒋 条 件 , 即 


1 要-7esol< 重 


2 古 连 续 的 , 而 对 变量 y 是 


因此 对 同一 个 s, 存在 2 > 0, 使 得 对 于 G 内 满 


rom 


区 域 G 内 函数 F(z,y) 对 变量 


1 一 oO 扩 ) 有 和 也 芳 一 引 | 


上 


屋 


2 是 连续 的 , 并 满足 对 变 


思 


式 中 (ze G, (zy) EeG, 而 工 为 常数 , 则 此 函数 在 该 区 域内 是 连续 的 . 

解 ”用 习题 3205 的 结论 即 可 得 到 , 从 略 . 

习题 3207 ( 杨 氏 定理 ) 证 明 : 大 函 数 /zz,y) 分 别 对 每 一 个 变量 zx 和 yY 是 连续 的 ， 
并 对 其 中 的 一 个 是 单调 的 , 则 此 函数 对 两 个 变量 的 总 体 是 连续 的 . 

解 不 妨 只 讨论 /关于 z 为 单调 的 情况 ， 

对 于 点 (zo,yo), 利用 对 z 连续 , 对 给 定 的 =s > 0， w+6s 
存在 01 > 0， 使 得 当 |zZ 一 20| < 01 时 ， 成 立 9 喇 

17 yo) 一 Aczo,yo)| < 5 

如 右边 的 附 图 所 示 , 在 经 过 点 (zo,y) 的 水 平 线段 % -2 


{(z:oo) | lz 一 zolx 5 


上 的 每 一 点 处 ,其 函数 值 与 


jzo,yo) 之 差 的 绝对 值 小 于 =/2. 
然后 利用 固定 z = zo 士 6 时 郑 数 了 对 y 的 连 
时 ,同时 成 立 


@ 注意 区 域 的 定义 为 


此 以 点 (zo, yo) 为 中 心 的 充分 小 的 久 


> 并 
Z0 十 91 


习题 3207 的 附 图 


续 性 , 存在 b2, 使 得 当 ly 一 yo| < 62 


域 完 全 落 在 G 内 ， 
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jzo 一 59) 一 jzo 一 59yo)| < 


[jzo 二 09) 一 xzo 十 90o)| < 


iolm im 


jzo 士 059) 一 jzoyoj| 和 zczo 土 0 人 一 太 zo 士 olyoj| 
十 |jzo 士 yo) 一 /czo,gyo]| 
反 十 ， 一 E. 

几何 上 这 表明 在 附 图 的 灰色 矩形 的 左右 两 条 边 上 的 所 有 点 处 , 其 函数 值 与 F(zo,yo) 之 
差 的 绝对 值 小 于 s. 
现在 考虑 灰色 和 拖 形 内 的 每 一 个 点 (z,y) 处 的 函数 值 flz,y).， 由 于 了 关于 z 单调 ， 
羽 此 Flz,y) 必定 处 于 jzo -6 人 和 jzo 二 0 人 之 间 . 如 附 图 所 示 , 矩形 中 的 水 平 
细 直 线 上 的 每 个 点 处 的 函数 值 被 夹 在 该 线段 两 端的 函数 值 之 间 . 既然 这 两 个 函数 值 与 
jzo,yo) 之 差 的 绝对 值 小 于 s, 则 线段 中 间 的 每 个 点 的 函数 值 必 定 也 是 如 此 . 

为 具体 写 出 以 上 推理 过 程 , 不 妨 设 上 关于 z 为 单调 递增 , 于 是 当 lz -zol < 51， 
ly 一 ol < 52 时 , 就 有 


jzo 一 0 入 20 十 0, 切 ， 
又 因 已 经 得 到 了 


|jzo 半 01,9) EE jzo, yoj| << 25， 


因此 就 有 
jxzo,yo) 一 < jzo 一 0 入 jz 入 jzo 二 67) < jzo,yo) 十， 
即 成 立 | jz;, 力 -xzo,yo)l < s. 由 于 这 对 附 图 中 灰色 矩形 内 的 每 个 点 (z, y) 都 成 立 ， 


园 
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86.2 偏 导 数 . 函数 的 微分 (习题 3211.1-3360 ) 


内 容 简介 ”本 节 对 应 于 


6.2.1 
3255) 


在 这 一 小 节 中 集 : 


了 与 1 


2 


一 元 微分 学 的 82.1、82.3-2.5, 只 是 计算 更 为 


员 导 数 和 全 微分 有 关 的 一 些 基础 性 问题 


包括 偏 导 数 的 定义 、 侦 导数 与 连续 的 关系 、 偶 
偏 导 顺 序 无 关 的 问题 以 及 齐 次 函数 的 欧 拉 公 
在 下 面 附 图 的 左边 以 图 示 的 方式 列 出 这 方 


的 相应 情况 供 比 较 . 它们 的 i 


可 仿 导 


导数 与 可 
\ 式 等 . 


上 明 可 在 教科 书 和 《习题 集 


一 
性 吉 


(a) 多 元 函数 


函数 的 可 


应 当 指 出 , 在 附 图 
简明 起 见 , 在 图 示 : 
这 


凡是 
均 省 略 了 @， 
里 简要 地 指出 多 元 函数 可 偏 导 不 能 推 


方向 箭头 表示 | 


说 , 导数 就 是 因 变 量 相对 了 


可 微 和 连续 


有 . 


一 些 基 础 性 问题 (习题 3211.1-3212.3，3229-3234，3251 一 


有 关 的 3 
微 的 关系 、 高 阶 混合 偏 导 


事实 , 并 在 右边 画 出 一 元 函数 
》 的 某 些 习题 中 找到 , 从 略 . 


下 坟 一 > 征 纺 ) 
7 
ED 


(b) 一 元 函数 


偏 ) 导 、 可 微 与 连续 之 问 关系 的 示意 图 
的 关系 , 其 反方 向 关系 一 


般 均 不 成 立 . 为 


的 理由 ， 对 于 一 元 函数 来 


用 (zo,yo) 的 存在 上 只 表明 函数 /xz,y) 在 点 
同样 , 上 万 (zo,yo) 的 存在 也 只 表明 /az,y) 在 点 


子 , 说 明 在 这 两 个 特殊 方向 存在 变 


率 . 下 面 就 将 举 出 例子 


自 变 量 的 变化 率 , 同时 也 是 


连续 , 更 谈 不 上 可 


下 一 
例题 ” 设 二 元 函数 Fz, 作 一 1， 人 
0 


存在 有 用 (0,0) = 坊 (0,0) 


线 的 切线 的 斜率 . 然而 偏 导 数 


(zo,yo) 处 沿 着 Oz 轴 方 


(Zo,yo) 处 沿 着 Oy 负 


句 有 1 定 的 变化 率 . 
方向 有 确定 的 变化 
比率 不 能 保证 函数 在 点 (zo,g) 


微 ] (建议 读者 和 且 象 该 例子 在 几何 


三 .0. 


从 附 图 左边 可 见 , 其 
数 ), 简称 为 连 


续 可 微 . 今后 讨论 许 


，27 天 0， 


则 函数 三 在 点 


上 的 意义 ). 


(0, 0) 处 不 连续 , 然而 却 


! 最 强 的 条 件 是 多 元 函数 的 连续 可 偏 导 ( 即 存在 连续 
F 多 问题 


瑟 


注 “有 界 可 侦 


导 一 连续 是 后 


个 邻 域 内 存在 有 界 的 偏 导 函 
集 》 中 的 习题 3252 ; 


看 的 习题 


衣 导 不 能 推出 可 微 


则 /在 点 


的 侦 导 函 


时 对 函数 所 加 的 主要 条 件 就 是 连续 可 微 . 
ee 
还 表明 有 界 可 1 


@ 关于 多 元 函数 在 这 方面 的 研究 还 有 很 多 ,比较 详 


(zo;yo) 处 连续 . (《 习 题 


细 的 材料 可 以 在 [30] 的 85.4 中 找到 . 
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习题 3211.1 证 明 : 户 (z, 人 一 全 [fc ， 


解 记 jz = 2(z), 根据 偏 导数 的 定义 有 
和 


Arz 一 0 Arz 
-2 20 oO 是 le 中 


注 本 题 虽 然 简 单 , 但 对 初次 接触 多 元 函数 微分 学 的 读者 来 说 , 至 少 有 两 个 意义 : 
(1) 多 元 函数 的 俩 导数 计算 就 是 一 元 函数 的 导数 计算 ; (2) 为 了 求 二 元 函数 /zx,y) 当 
三 六 时 对 z 的 侦 导 数 , 可 以 先 将 其 中 的 y 用 y = 必 代 入 后 计算 , 而 不 必 在 计算 及 (z,g 
后 再 用 y = "代入 . 两 者 的 繁 简 程度 可 能 很 不 相同 . 下 面 就 是 这 样 的 例子 . 


习题 3211.2 设 
)》 一 十 一 1 人 
jz) 一 Z+(V 四 
求 太 (z, 1 


解 ” 由 上 题 可 见 , 只 要 用 尹 = 1 代入 函数 ffz, 吃 就 得 到 /lz, 1) = zw, 然后 再 对 z 求 
导 就 得 到 态 (z,1) = 1 

下 面 的 习题 3212 含 三 个 小 题 , 都 是 《习题 集 》 的 新 版 中 增加 的 , 内 容 是 多 元 函数 
可 求 偏 导 与 可 微 之 间 的 关系 . 


习题 3212.1 设 /zz,g 作 = 多 8 求 万 (0,0) 和 才 (0,0). 此 函数 在 点 (0,0) 是 否 可 微 ? 
提示 “ 本题 是 在 点 (0,0) 处 存在 两 个 偏 导数 但 不 可 微 的 例子 . 


习题 3212.2 函数 jz, 纺 = 六 本 二 妇 在 点 (00) 是 否 可 微 ? 
解 用 y=0 代 入 有 jz;,0) = z, 因此 得 到 态 (0,0) = 1 同样 可 得 到 万 (0,0) = 1 
若 了 在 点 (0,0) 处 可 微 , 则 按照 可 微 的 定义 就 应 当 有 
ME 


Z 一 0 Z2 十 212 


可 是 在 分 式 中 令 y = z, 该 极限 就 是 一 个 非 零 常 数 , 因此 在 点 (0,0) 处 不 可 微 . 


> 


习题 3212 .3 研究 函数 


e zz+9  ，22 二 2 >0， 
jz,y) = 
0， Z2 十 2 =0 


在 点 0(0,0) 的 可 微 性 . 


提示 /zx,y 确定 的 曲面 可 由 82.5.5 的 习题 1225 (关于 函数 flz) =e 空 (z 头 0)， 
jF0) = 0 的 研究 ) 的 曲线 旋转 得 到 , 由 此 可 见 该 曲面 在 原点 处 具有 水 平 的 切 平 面 , 因此 
可 猜测 出 本 题 的 答案 是 可 微 . 


86.2 ”人 和 偏 导数 . 函数 的 微分 (习题 3211.1-3360 ) 
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习题 3229 的 三 个 小 题 和 习题 3230 的 两 个 小 题 都 涉及 二 元 函数 的 两 个 二 阶 混合 偶 
导数 的 计算 . 在 一 般 的 教科 书 中 都 证 明了 下 列 结论 : 当 高 阶 混合 偏 导 数 连续 时 , 它们 的 


值 与 求 偏 导 的 顺序 无 关 . 习题 3229 就 是 这 个 定理 的 具体 验证 , 而 习题 3230 则 举 出 了 二 


阶 混合 偏 导 数 不 相 等 或 不 存在 的 例子 . 
习题 3231-3234 是 关于 齐 次 函数 的 欧 拉 公式 . 以 三 元 函数 飞 
于 上 > 0 成 立 


jzt 芭 ,tz) = 如故 2)， 
则 称 汪 为 到 次 齐 次 函数 . 


= Jz 岂 2 为 例 , 大 对 


在 了 连续 可 人 往 导 时 , 任意 固定 了 的 定义 域 中 的 某 一 点 (zo,yo, z0), 将 等 式 


JUtzo,tyotzo) 三 如 zzoyo,z0) 
对 上 求 导 得 到 


OF(tzoytoyo) OF(tzoytoyo)t OF(tzo;toyo) 和 
20 及 3 20) 十 妨 扩 20) 沁 产 太 7 20) 这 1f(zo,go,2zo)， 
令 其 中 的 二 = |, 并 利用 点 (zo,yo, zo) 的 任意 性 , 就 得 到 
90jzp2) oj 2) oj 2) 
们 Or 2 0y 三 之 0Oz 王 mz， 2 2 


反之 , 可 以 证 明 这 也 是 可 微 画 数 为 见 次 齐 次 函数 的 充分 必 
题 3232. 


习题 3232 证 明 : 大 可 微 函 数 业 = jz,y,z) 满足 方程 
94 OU ，、0V 


E 条 件 . 这 就 是 下 面 的 习 


OZz 二 yy 人 
则 它 为 到 次 齐 次 函数 . 
解 ” 作 辅助 函数 
tt 芭 ，tZ) 
厂 () 人 7 》 
则 在 上 > 0 时 就 可 将 已 () 对 上 求 导 得 到 
五 信 三 记 (z 江 + 学 +z 所 ) HH (一 pt ) ttytz). 


革 三 工 代入 , 然后 利用 题 设 条 件 , 这 样 就 有 天 的 三 0. 可 见 环 的 在 上 > 0 时 为 常 值 函 


数 . 又 从 五 区 的 定义 可 见 有 天 (1) = jz,y >) 因此 就 得 到 要 求证 明 的 等 式 : 


jbtz) = 如故 2). 


习题 3234 设 炎 = jz,yz) 是 二 阶 可 微 的 交 次 齐 次 函数 , 证 明 : 


0 ,9 ,aaTY_- 
(z 总 达 和 证 + 和 m(7 一 1) 


解 (概要 ) 在 Fiz; 怒 ,tz) = 妃 /zo 2 两边 对 上 接连 求 导 两 次 , 然后 令 上 = 工 代 


入 即 可 . 
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习题 3251-3253 是 关于 可 偏 导 和 可 微 关 系 的 习题 . 习题 3251 与 前 面 的 习题 3221.1 
类 似 , 习题 3252 表明 (参见 前 面 的 附 图 ) 在 连续 可 偏 导 保证 可 微 性 的 定理 中 , 偏 导 数 连 
续 的 条 件 不 能 减弱 为 有 界 , 习题 3253 则 表明 上 述 充分 条 件 并 非 是 必要 条 件 . 

习题 3254 证 明 : 在 某 凸 区 域 王 内 具有 有 界 侦 导 数 上 太 (z,y) 和 轧 (z,y) 的 函数 
jz;o) 在 此 区 域内 一 致 连续 . 

解 根据 条 件 , 存在 正常 数 卫 使 得 在 凸 区 域 刀 上 处 处 成 立 | 户 (z,y| < 万 
| 及 (2 人 | < 工 ， 对 于 给 定 的 =s > 0 取 5 = 本 以 下 将 证 明 , 对 于 互 中 的 任意 两 点 
li(z1 01) 和 Mo2(z2,y2)， 只 要 它们 的 距离 DA AM) = V(zi 2 22)2 十 (WU1 一 2)? 去 0， 


就 有 
jc) 一 7 =| JAD) 一 No) S 27p(WM2) < 270 =<. 
于 五 为 凸 区 域 , 因此 联接 点 Mi 和 Me2 的 直线 段 完 全 落 在 区 域 五 内 . 以 下 如 附 图 
(a),，(b) 所 示 , 分 两 种 情况 来 作出 证 明 . 
2 
uc 
(a) 
习题 3254 的 附 图 
() 若 以 直线 段 7 为 直径 的 圆 完 全 落 在 已 内 , 则 在 该 圆周 上 的 点 (zi,y) 和 
(za2;1) 也 都 在 内 . 如 附 图 (a) 所 示 , 不 妨 取 点 P(za,y), 则 就 可 以 用 拉 格 明日 微分 中 
值 定 理 得 到 在 zi,za 之 间 的 上 和 JW;ya 之 间 的 ,使 得 成 立 所 要 求 的 估计 : 
jc 一 六 z20oj| 和 zc) 一 za2)| 十 | cz) 一 Fa yj 
三 | 万 ( 和 0)2a 一 2 十 | 户 (z29 页 一 好 | 
< 27p(M Mo)<275=< 

(2) 若 情况 (1) 中 的 条 件 不 满足 , 则 利用 区 域 妃 为 开 集 , 存在 尺 > 0, 使 得 点 Mi 和 
Ma 的 两 个 半径 为 尽 的 开 邻 域 完 全 落 在 互 内 . 如 附 图 (pb) 所 示 , 作 这 两 个 圆 的 两 条 公 切 
线 , 则 利用 瑟 为 凸 区 域 的 条 件 就 可 看 出 , 在 直线 段 Wi7W2 上 的 任何 两 个 点 MO 只 
要 它们 的 距离 小 于 2 忌 , 就 可 使 得 以 MONMY7 为 直径 的 圆 完全 落 在 互 内 . 

在 MiWM2 上 取 有 限 个 点 MA 0， 使 得 WII = AM， AM = M2， 同 时 
MU (三 0,1…) 寻 一 了 的 长 度 均 小 于 2 及 ( 附 图 (pb) 中 取 交 = 5). 

记 点 MI 的 坐标 为 (zy 天 = 0,1 ,7 然后 重复 情况 (1 上) 中 的 推导 , 就 可 以 佑 
计 得 到 

1 一 7 E 27pU TD (三 0 一切， 
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将 这 些 不 等 0 

7) 一 < 守 凡 1 一 AS 27p(M Ma) <2750 = <. 

注 1 由 此 可 见 ， 0 jz,y) 不 仅 一 致 连续 , 而 且 还 是 满足 利 普 希 茨 
条 件 的 连续 函数 ( 利 普 希 欧 常数 为 2 六. (还 可 参考 后 面 88.17.1 的 习题 4414.2 及 其 注 .) 

注 2 回顾 81.9 的 最 后 一 个 习题 806.2, 即 有 限 开 区 间 上 的 连续 函数 可 连续 延 拓 到 
闭 区 间 上 的 充分 必要 条 件 是 该 函数 一 致 连续 , 本 题 的 二 元 函数 /zy) 也 可 以 连续 延 拓 
到 区 域 克 的 闭 包 五 上 ， 从 而 成 为 有 界 闭 区 域 上 的 一 致 连续 函数 , 而 且 还 满足 利 普 希 欧 
条 件 . 证 明 的 方法 与 习题 806.2 类 似 . 


注 3 ”本题 条 件 中 的 区 域 互 的 凸 性 


条 作 


立 . 以 下 是 将 [13] 的 第 九 章 第 11 题 ， 
设 克 是 单位 开 


F 至 关 重 要 . 若 去 掉 此 条 们 
用 于 其 他 目的 的 例子 改造 后 得 到 的 函数 . 
圆 稳 去 掉 其 中 原点 和 正 Oz 轴 上 的 点 所 


FF， 则 乡 


央 论 就 不 能 成 


得 的 区 域 : 

已 = {(w 人 |z2 二 内 <1 且 当 y=0 时 z<0}， 
然后 在 妃 上 定义 

如 (zz 人)E 五 且 z>0y > 0， 一 - 交 
jy) 二 _ 1 
0， 如 (z, 分 是 五 中 的 其 他 点 . 

如 右边 的 附 图 所 示 , 区 域 刀 用 阴影 区 表示 , 其 中 在 第 一 象 
限 中 有 jz,y) = z3, 其 余 处 都 是 f(z,y) = 0. 容易 想象 由 习题 3254 的 补充 附 图 
2 一 jz,y) 给 出 9 空间 | 面 的 形状 . 

不 难 验证 j 在 瑟 内 具有 有 界 的 偏 导数 疙 和 必 ( 且 后 者 恒 等 于 0), 但 当 点 Mi(zi 信 ) 
和 M2(za,o) 在 已 内 分 别 从 y >0 和 yy<0 的 部 分 趋 于 点 (1,0) 时 ，/F(zt Wi) 趋 于 1，, 而 
jza,ya) 趋 于 0, 由 于 这 时 的 距离 p(Mai, Ma2) 趋 于 0, 因此 在 妃 上 不 一 致 连续 . 

注 4 由 于 本 题 的 条 件 不 能 保证 函数 可 微 , 因此 在 证 明 中 没有 采用 链 式 法 则 工 
有 具 . 这 方面 可 以 参看 后 面 88.17.1 的 习题 4414.2 及 其 注 . 

习题 3255 证 明 : 若 函 数 /z,y) 对 变量 z 连续 (对 每 一 个 固定 的 值 /) 且 有 对 变量 
% 的 有 界 的 导数 龙 (z, 四), 则 此 函数 对 变量 zx 和 y 的 总 体 是 连续 的 . 

提示 “引用 8$6.1.4 的 习题 3206 的 结论 . 


6.2.2 ” 偏 导数 计算 工 (习题 3213-3228, 3235-3250) 


一 些 近似 计算 题 . 


习题 3223 求 函 数 炎 = arctan > 


瑟 


这 一 小 节 是 一 阶 和 二 阶 的 侦 导 数 与 微分 的 计算 , 此 外 还 有 有 


的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 . 


j 


阶 微分 代替 
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解 1 先 计算 必 关 于 z 的 一 阶 偏 导数 : 
(1 一 Z2V)” 


(上 一 ZV) 一 


(一 切 (Z 十 切 


ou 1 (总 ) = 


o7 1=-2zy /rw 1 十 三 十 好 十 727 


人 


1 
二 和 22 
1 

1 十 2 
到 


可 1 十 妨 
GZ) 
对 称 性 就 可 知 有 人 
然后 即 可 继续 计算 得 


92u 27 0 D24 


的 


D24 


2 2 


本 


27 


过 


az (1I+2z2)2， 3zoy 50z ” 3 


解 2 利用 反正 切 加 法 定理 ( 见 81.8.2 的 习题 776 及 其 附 
2 十 9 
工 一 ZW 
取 -1,0,1 三 个 值 


arctamn 


(十 0) 


图 2), 就 有 


一 arctanzZ 十 arctany 十 0F， 


的 函数 , 且 于 zy 夫 工 的 点 (z,9) 的 充分 小 的 邻 域 


BE 


司 的 答案 . 


求 侦 导 即 可 得 到 与 解 1 相 


] 人 \ 女 


1 


/2 十 212 十 22 


解 1 记 >= Vz2 十 好 十 好, 则 可 先 计 算得 
Or 了 or  _ Y 
oz 7 s 


9% 
然后 从 ~ = 去 出 发 即 可 求 


习题 3225 求 二 


到 


)》 


4 也 
仁 : 


再 由 对 称 性 得 到 


的 一 阶 和 二 阶 俩 导数 . 


2 


员 导 数 的 基础 上 可 计算 


or 


1 


4 耻 
于 了 


友 


由 一 


3z2 


0z 
阶 1 


可 知 若 能 求 日 


电 到 


然后 再 利用 对 称 性 可 得 
解 2 (全 微分 法 ) 


H duw, 则 也 


Z2 十 2 十 22, 则 有 = 二 利用 


形式 不 变性 , 即 可 得 到 


4 or 


信 


2 
RE OZ 


六 3 


d7 


j 其 余 的 二 阶 俩 导数 , 从 略 . 


由 一 阶 全 微分 与 往 导 数 的 关系 
OU 


dy + ou dz 


就 同时 求 


| 07 
上 了 所 有 的 一 阶 俩 导数 . 


OZz 


rdr = 一 Zzdz+%ydy 二 zzdz 和 一 阶 微分 的 


d 1 Zdz 十 ydy 十 2Zdz 
二 73 》 
必 就 得 到 OU 三 兴 订 OU 译 2 OU ee 之 
于 是 就 4 十 ] 元 7r3 ， 9y 73 和 DOz 73 
又 利用 当 z, 刀 z 为 自 变量 时 的 二 阶 全 微分 有 下 列表 达 式 : 
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2 现 9 9 ， 9 \ 
du= (dz 床 +d 高 rdz 卫 ) 


H dzu 也 就 同时 可 得 到 所 有 的 二 阶 偏 导数 ， 
和 出 发 即 可 得 到 @ 


由 
三 名 
过 请 
SS 
LA 
烛 
< 


从 du 一 本 2 也 
2(dr)? d2 
d24 一 本 下 2 
对 于 rdr =zZdz +Yydy +zdz 再 求 微分 , 就 得 到 
(dm +7rd2r 一 (dz)2 十 (dy)2 十 (dz)2. 
合并 以 上 就 可 得 到 
2 (dz) 十 (dy) 十 (qz 半 一 (dr 
d2v 一 8 (r dr 语 
三 1 {3(zdz 二 ydy 十 zdz)2 一 r2[(dz)2 二 (dy)2 十 (dz)3. 
此 即 可 得 出 所 有 的 二 阶 偏 导数 , 例如 
902w 3z2 一 72 902uw， ”3zy 
0z2 1 ”0roy 5 
等 等 . 


习题 3236 求 函 数 尽 = ， 的 一 阶 和 二 阶 微分 . 

因此 d2z = d2y = 0, 于 是 可 计算 得 到 

2 20 网 
dz dy :| dV . 

妇 了 


解 这 里 z,y 为 自 变量 ， 
1 
人 d22 一 


习题 3238 求 函 数 坟 = jn Vz2 十 好 的 一 阶 和 二 阶 微分 . 


仿照 习题 3225 的 解 2 的 方法 可 如 下 计算 . 令 


= Vz2 十 2, 则 从 2 = 


解 
22 十 9%2 先 计算 得 到 
rdr 一 Zdz 二 ydy，dr2+rd2r 一 dz2 十 dy2. 
然后 即 可 对 于 复合 函数 ， = Inr(z,y) 求 出 
2dz 十 ydyVy 


于 汉 
dz 一 本 d7 一 记 
d2? 一 二 这 dr2 十 于 dr 一 训 F-2(rdm2+r (dz 十 dz)] 


= 工 [ly2 一 2Z2)dz2 一 4zydz dy 十 (一刀 十 z2) dy] 


六 和 


) = 世 芝 , 求 af(d1D 和 下 7(GL1D) 


二 (nz 一 茵 切 ， 然后 求 导 就 得 到 
0 4 过 
沁 


习题 3242 设 函 数 Flz,yz 


解 ” 取 对 数 得 到 ln/ = 
d/ 1 1 
0 d2Z dy 
@ 注意 区 别 d2r, d(r2) 和 (dr)2. 习惯 上 也 经 常 将 (dr)2，(dz)2 等 记 为 dr2, dz2 等 . 
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jz=y=:=1 代 入 , 因 有 /111) = 1, 就 得 到 
dfF(,1,1) = dz 一 dy， 
为 了 计算 d27(1,1,1), 至 少 有 两 个 方法 . 第 一 种 方法 是 如 上 面 那样 求 出 d2.F(z, yy 2 
后 再 令 z = =:= 工 代入 , 计算 量 也 不 大 ; 第 二 种 方法 是 通过 求 出 在 点 (1 1,1) 处 的 所 
有 二 阶 导 数 后 得 到 二 阶 微分 . 下 面试 用 第 二 个 方法 . 


SR 


从 玫 (zgp 悦 = 症 罗 对 出 发 , 由 fla,L1D) = 得 到 玫 (z,1l,1) = 1 再 求 导 得 到 


LID=0. 由 /DoyD= 下 得 到 炙 (T) = 再 求 导 得 到 矿 (1 1 1 = 一 1. 
又 由 J(LDz) = 工 得 到 玫 (L1la] = 荆 , 再 求 导 得到 天 (1DD = -1 


上 


然后 从 户 (z 刀 术 一 出 发 ,由 大 (= 一直 求 导 得 到 六 (1D)- 


2, 由 户 ( 2) = 求 导 得 到 太 (1L1D)=1 
下 InZ 一 Iny / SEE 站 
万 zx 1 1 = 0 
综合 以 上 就 得 到 
dbD = JedbDd2 十 TDd 二 1Dd2 
十 2j2( Idzdy 二 2 及 :11)dydz 十 27s(111)dzdz 
=2dy%2 -2dzdy 十 2dydz 一 2dzdz. 


习题 3244(c) 假设 z,y 的 绝对 值 很 小 , 求 flz, 人 = arctan 下 二 蕊 的 近似 公式 . 


解 ”由 于 (0,0) = 0, 因此 可 用 df(0,0) 来 近似 代 蔡 Fz, 人. 
从 jz,0) = arctanz 得 到 太 (0,0) = 二 _ = 1. 由 对 称 性 即 有 疡 (0,0) = 1 
Joy 二 jz,V) 一 0,0) 


久 态 (0,0)dz 十 态 (0,0)dqy = 并 十 消 


习题 3245 (c) 用 微分 来 代替 函数 的 增 量 , 近似 地 计算 V1.023 十 1.973. 


解 记 jz 人 = Vz3+o, 则 jl,2) = 3. 现在 有 dz = Az = 0.02, dy = Ay = 
一 0.03, 因此 需要 求 出 帮 (1,2) 和 5: 

从 jz,2) =Vz3+8 得 到 六 (12)= 襄 :. 又 从 7J 人 =VI1LI+ 色 得 到 态 (12) 
于 是 就 有 


j(1.02,1.97) sj 2 十 六 (2)dz 二 万 (12)dy 
一 3 十 0.01 -- 0.06 = 2.95. 
计算 器 得 到 Fl1,2) 盖 2.95069, 可 见 用 微分 代替 增 量 对 本 古 来 说 是 不 错 的 . 


< vv 
NS 
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6.2.3 ” 偏 导数 计算 II (习题 3256-3279, 3283-3304) 


这 一 小 节 包 含 两 个 内 容 : (1) 高 阶 偏 导数 和 高 阶 微分 的 计算 , (2) 复合 函数 的 偏 导数 
和 全 微分 的 计算 . 


习题 3263 求 4 ， 若 尺 一 工 士 y 
97 2 一 4 


解 将 v 改 写 为 =1+ 二 , 则 可 先 对 2 求 mm 次 偏 导 得 到 


然后 再 对 求 见 次 侦 导 得 到 


DmTnW 2 (0 十 1 (十 刀 ) 0 (70 十 见 一 了 ) 
Dzmoom 人 人 】 


= 2( 于 mm 十 mL 一 2 二 7 


7 和 忆 (人 介 , 式 中 上 = zyVz, 并 求 函 数 感 . 


解 ”逐次 求 往 导 即 可 证 明 如 下 : 
2 
各 =zgj0， 训 和 =z1g+zzyzjt， 


020V0z 一 矿 ( 十 2Z02j (的 市 2zV2 太 人 十 2Z29222 7 人 一 0 玫 3 有 人 二 刀 j(， 
上 式 最 后 一 个 表达 式 就 是 所 要 求 的 瓦 ( 轨 . 


习题 3268 设 
内 一 24 一 273y 一 2z93 十 只 十 妇 一 3727 一 3z92 十 妈 
H2z2 一 Zy 十 2 十 2 十 4 十 1， 


求 d4uw。， 偏 导数 94u 94u 94u 94u 虽 9 和 4 等 于 什么 ? 
024 ” 07z30y ” 9z20y2 ” 907z973 9004 


解 ” 从 四 阶 微分 的 定义 可 见 , 在 习 的 表达 式 中 , 除了 前 四 项 组 成 的 四 次 多 项 式 之 外 ， 
所 有 其 他 项 对 dv 的 贡献 上 只 能 是 0. 
利用 求 微 分 运算 的 线性 性 质 就 可 以 先 求 出 所 要 求 的 偏 导 数 为 
4 光 二 人 有 一 24 D4u 一 9 ( 
oz4 024 ” 0xz30y 0z30y 
4 4 4 4 
5 于 二 证 量 二 和 
然后 即 可 得 到 


4 
站 
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dd4u = (dz 志 +d 襄 ) 


3 3 
= dz4-9_ (zj 二 Cldzsdy- 9 (-2z3 几 +C3dzdga -9 (2zg3) 十 dy-9 人 
人 


一 24dz4 一 48dz3dy 一 48dzdy3 十 24dzy 

一 44(dz: 一 2dz3dy 一 2dzdy3 十 dy9). 

注 ， 本 题 对 四 次 多 项 式 的 四 阶 微分 计算 与 《习题 集 》 中 的 习题 3269, 3273 都 是 习 
题 3279 的 特例 . (习题 3279 的 结论 对 于 一 般 多 元 齐 次 多 项 式 都 成 立 .) 


习题 3276 求 dru, 若 忆 二 X(z)7(O， 


解 ” 由? 阶 微分 的 一 般 计 算 公 式 即 可 得 到 


“= (dz 生 十 dy- 一 汪 o 4 一 忆 CRdze ee 区 (zz)YO)| 
大 二 


和 开 刀 一 开 
小 2/ 
大 一 0 


习题 3279 设 已 (zy 2 为 见 次 齐 次 多 项 式 . 证 明 : 
d"P(zV2) 三 1LP(dz,dy dz)， 


解 已 (z,yz) 是 形式 为 42 的 所 有 项 之 和 , 其 中 忆 7 大 取 0,1 ,wm 中 的 
非 负 整数 , 且 满足 ?十 7 十 大 = m. 由 于 微分 运算 具有 线性 性 质 , 因此 只 要 对 于 系数 为 1 
的 单项 式 zz 次 证 明成 立 公式 : 

dn"(z2o0z) 一 mldzz dy7 dz (6.1) 

下 面 对 ? 用 数学 归纳 法 来 证 明 公式 (6.1) 成 立 . 

对 兄 = 1 满足 ;二 了 十 天 二 1 工 的 2 中 只 可 能 有 一 个 等 于 1, 其 他 两 个 等 于 0. 这 
时 公式 (6.1) 的 成 立 是 平凡 的 . 

现 设 (6.1) 对 成 立 , 然后 考察 该 公式 当 兄 十 工时 如 何 . 

这 时 设 三 个 非 负 整数 刘 大 满足 约束 定 了 十 大 一 丰 十 二 于 是 有 

dr"+1(z20z) 一 d[d(zi zz] = dz 一 102dz 十 jz25 一 dy 十 有 oz2I2 1dz) 
id?(z197z) dz 十 7d7(zio1z8) dy 十 天 d"(z2oIz2T) dz 
三 | .ld2 do dx 一 (人 十 11dzz dy7 dz 
注意 在 上 式 中 对 于 d"( 人 (zz d"(zio0 zz dz25z 1) 的 计算 使 用 了 归纳 假设 . 
同时 还 可 看 出 , 在 到 放 KE: 人 0 时 由 于 相应 的 项 必定 为 0, 这 些 计算 不 必 进 行 ， 

习题 3284-3304 是 复合 函数 的 俩 导数 和 微分 计算 . 这 时 需要 注意 , 自 变 量 的 二 阶 微 
分 必然 等 于 0, 但 中 间 变 量 的 二 阶 微分 没有 这 个 性 质 . 

以 二 元 函数 为 例 , 若 尽 = 67) 中 的 5 和 为 中 间 变 量 , 即 它们 本 身 是 其 他 (一 个 
或 多 个 ) 变量 (例如 z,yz 等 ) 的 函数 , 则 由 于 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 我 们 仍然 有 
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dv = 息 地 dE 上 3 d77. (6.2) 
从 (6.2) 出 发 再 求 ea 阶 全 微分 二 Y 式 为 
2 902 ， 2 Du ,2 1 3 2 
jd2 半 三 到 骆 de 半 5 d7” 十 订 d“5- d77 (6.3) 
当 上 《和 7 为 自 变量 时 最 后 两 项 消失 包 . 


习题 3284 求 复合 函数 凡 一 由 | 的 一 阶 和 二 阶 导数 ， 


解 1 直接 用 复合 函数 求 偏 导 的 链 式 法 则 可 依次 计算 得 到 @: 
号 = 党 ( 吉 于 ) 十 二 用 ( 汶 至 )， 
3 = 一 汐 太 (au 人 )， 
器 = 届 他 中 上 入 (e 半 )+ 二 信人 号 ) 
站 ) 


9 
9 2 
3 但 帮 )+ 代 旋 人 e 人 让 


% V % Y 
解 2 (全 微分 法 ) 利用 公式 (6.2) 和 (6.3), 由 于 本 题 的 上 = z, 7 = 了 因此 有 
de 一 dz， d2ec = 


1 2 2 
dy 一 地 一 三 y d27 一 本 dzZ dy :| dy ， 
将 它们 代入 公式 (6.2) 得 到 
二 / 工 四 兰 7 工 pr/ 人 PP/ 
dy 一 并 dz+ 表 ( 坟 tz 一 瘟 昌 = 人 (月 + 广 朋 dz- 六 态 ty 
然后 再 用 关于 纪 ,7 的 一 阶 和 二 几 Ra 6.3), 就 可 整理 得 到 


d2v 一 各 dz 十 212dz (二 dz 一 畜 曙 上 + 六 (二 dz 


2 2 人 2 
十 一 有 dzdy 十 dd 
丹 ( 2 2/ 43 2/ ) 

人 AN/ 2 pw 1 pw 2 尼 PPA/ 0 1 mw 

( 航 + 天 驳 】 dzZ ] 2( 了 万 2 1 2 太 彤 ) dz dy 

2 
F (于 拘 + 始 且 dg， 

所 得 的 du 和 qd2v 即 可 得 出 与 解 1 相同 的 全 部 答案 


@ 若 上 和 站 是 自 变 量 的 线性 函数 , 则 也 有 d26 = qd27 = 0. 


@ 为 了 不 发 生 混淆 , 以 下 分 别 用 记号 六 和 六 表示 了 对 其 第 一 个 变量 和 第 二 个 变量 的 一 阶 偏 导数 ,并 将 
这 种 记 法 延伸 到 二 阶 和 更 高 阶 的 侦 导 数 . 
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6.2.4 微分 表达 式 的 计算 和 应 用 (习题 3280-3282,， 3305-3320) 


习题 3281(b) 设 


7 
对 于 尽 =lnwVz2 十 02 求 Au. 
解 ”利用 86.2.2 的 习题 3238 的 答案 , 就 有 
9 人 刀 一 z 920 一 妇 十 2 
DZz2 下 (Z2 平 22)2 ) 0V2 | (Z2 于 22)2 ) 
可 见 有 Al(n Vz2 十 2) = 


李 嫩 
注 ， 称 本 题 的 A = -9 + -9 ”为 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 , 又 称 Av 一 0 为 拉 


0z2 9072 


hh 


4=InVz2 二 92 就 是 去 心平 面 形 : -- {(0,0)} 上 的 二 维 调和 函数 . 


习题 3282 (b) 设 


省 拉 斯 方 


Au= ( 剖 ) +( 吕 + ( 带 )，A= 喇 + 人 + 
对 于 v== 1 求 Au 和 Asu 


/ 友 2 十 212 十 22 


解 记 7>= Vz2 十 好 十 并 ,利用 86.2.2 的 习题 3225 的 答案 , 就 有 


Au= ( 生 ) +( 当 ) + (学 ) = 十 


2 37112 2 
Azvu=( 误 十 骤 ) + 人 二 疆 )+( 二 


亿 和 备 亿 


过 


注 “与 习题 3281(b) 的 注 类 似 , 称 本 题 的 As 为 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 , Axv 
工 


普 拉 斯 方程 , v 


宣 Vz2 十 02 十 22 


习题 3305-3306 提供 了 今后 经 常 有 用 的 两 个 工具 . 由 于 它们 的 证 明 都 不 难 , 以 下 只 


| 


为 去 心 三 维 空间 月? - {(0,0,0)} 上 的 三 维 调 生 


程 . 它 是 一 个 重要 的 二 阶 偏 微分 方程 . 称 拉 普 拉 斯 方程 的 解 为 调和 函数 . 如 本 题 所 示 ， 


0 为 拉 


1 函数 . 


解 出 前 一 题 , 请 读者 完成 后 一 题 . 
习题 3305 设 必 = Fr 其 中 = Vz2 十 2 十 22, 而 上 为 二 阶 可 微 的 函数 . 证 明 : 
Auv = 开 (7)， 
其 中 Au = 3 人 + 9 9 2，A 为 拉 普 拉 斯 算 子 , 并 求 函 数 开 
0z2 9 0922 人 
解 ” 先 计算 了 关于 z 的 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 , 得 到 
or 区 9027 1 2z2 
or 7 or2 7 73 
然后 计算 娄 = jjr) 关于 z 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 , 得 到 
OU 


2 or / 
全 一 久 ) 一 了 于 ， 


2 2 2 2 
3 和 = 产 人 (各 ) 上 7 一 天 四 功 十 疡 站 (二 


86.2 
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利用 对 称 改 


E 即 可 得 到 = Fr) 关于 和 > 的 二 阶 1 


出 导数 , 从 而 求 出 


上 了 2 2 2 212 2 六 2 P/ 
As= Po( 写 + 扫 + 邱 )+7n( 研 -三 二 二 ) = 关 O+ 世 则 ， 
可 见 Av 确实 是 的 函数 . 将 它 记 为 严 (m), 则 得 到 Fn) = 7+ 2 全 
注 若 取 Jr) = 革 , 则 jn) = 一 吉 , 户 () = 二 ,于 是 即 可 得 到 F(r) = 0. 这 就 


是 习题 3282(b) 的 后 半 题 . 


习题 3306 设 终 和 vv 为 二 


阶 可 微 函 数 , A 为 拉 普 拉 斯 算 子 , 证 明 


Alu) = A++VvAu 十 2A(wv)， 


_ ouL ou ol ov ouL ov 
人 
注 若 引入 梯度 向 量 gradu = ( 3，9 | 则 有 Au = 
本 oz ' 9y 0 ae 


习题 3307 证 明 : 函数 


.Vu, 即 同 量 Vvw 和 Vw 的 标量 积 (也 称 为 数量 积 


AAA 内 积 、 点 4 


内) 


凡 一 mV(zZ 一 oj2 十 (7 一切 


(ac 和 ?为 常数 ) 满足 拉 普 拉 斯 方程 
衣 
0zZ2 9072 
注 ， 这 是 习题 3281(b) 的 推广 , 计算 是 类 似 的 . 
习题 3308 证 明 : 若 函 数 必 = 斯 方程 , 则 函数 
半 ) 
2 十 2 ”2 4 
也 满足 此 方程 . 
解 记 中 间 变 量 为 5= 一 全 ,7 = -和 , 则 可 先 计算 &,7 的 一 阶 和 二 阶 偏 
2 十 太 22 十 取 
导数 如 下 (过 程 从 略 ): 
天 过 22 一 2 区 二 二 227V 
(z2 十 2)2， Y (2 十 好)2 
tv 一 223 一 67zV2 有 6z27 一 2V3 tv 一 6zy2 一 273 
TD (z2 十 92)3 ) ZU (z2 十 22)3 ) 2VV (z2 十 ?2)3 ) 
内 过 二 22V% 7 一 世 一 多 
和 (22 十 2)2 Y (2z2 十 2)2 1 
/1 6z29 一 273? 让 62zV2 二 3 和 273 一 6z279 
本 
然后 即 可 计算 得 到 


@ 见 后 面 的 86.2.6 或 第 八 章 的 88.17.1. 
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0 二 各 十 7， 区 二 人 十 风 ， 
xz 一 1 (和 十 2u426o112 十 U22 (7 关 - HaSoz 十 Un1cn， 
ugy 二 2 (和 十 2u126971 十 U22 (0 十 LE 十 70y 
利用 总 = 一 为) 入 = 鸣 , 即 有 (你 关 十 (和 大 (大 十 (0 你 只 = 一 细 0 且 有 
Ae=0, A7 = 0, 因此 将 上 面 的 最 后 两 式 相 加 , 并 利用 Av = 0, 就 可 得 到 
Au = 风 s 十 (全 十 风 ) [人 + ( 抱 门 0 
注 回顾 以 上 的 求解 过 程 , 可 以 发 现在 得 到 妨 = 一 7， 人 二 人 之 后 就 可 由 此 推出 
= 倍 儿 = 一 地 入 = 一 (地 为 = 一 (的 = 一， 
Wo = (ojz = (所 )z = (名 ) 三 一 Oo)y = 一 mo 
即 有 Ae = An = 0, 因此 前 面 对 于 上 和 7 的 二 阶 偏 导数 计算 是 不 必要 的 . 这 样 就 可 导致 
更 为 一 般 的 结论 , 即 86.4 的 习题 3502, 而 本 题 即 是 其 特例 ， 


_(Z 一 2 
习题 3309 证 明 : 函数 w= 5 -7 斋 。 54 (a 和 为 常数 ) 满足 热传导 方程 
6 
Du _ ,2902 
0 0z2 


隔 


注 “只 要 直接 计算 即 可 , 从 略 . 这 里 要 指出 , 本 题 给 出 的 虽然 上 只 是 热传导 方程 的 一 
个 特 解 , 但 从 后 面 87.3.3 的 习题 3840 题 可 知 , 这 个 特 解 在 初 值 问 题 (一 般 称 为 柯 西 问题 ) 
的 解 的 表达 式 中 起 了 关键 作用 , 因此 本 题 的 这 个 特 解 被 称 为 基本 解 . 


SS 


习题 3311 证 明 : 函数 
一半 人 ( 式 中 r= VC 一 oj 二 开赴 (2 一 97) 
当 了 和 0 时 满足 拉 普 拉 斯 方程 


2 2 2 
Au 三 9 | 9 | 3 = 


注 见习 题 3305 的 注 , 本 题 只 是 该 题 的 特例 , 上 且 与 习题 3282(b) 几乎 重复 . 


攻 


习题 3312 证 明 : 若 函 数 = ww(z, yz) 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 则 函数 
1 127 2 大 22 
ef 和 1 ) 


( 式 中 大 为 常数 ,> = VzZ2 十 内 十 冯 ) 也 满足 该 方程 . 


解 “为 简明 起 见 , 下 面 将 使 用 梯度 向 量 Vu 的 长 度 | YVul| 和 标量 积 Vu: Vo 等 记号 . 
于 常数 和 在 本 是 的 证 明 中 不 起 作用 , 以 下 取 大 一 
记 中 间 变量 6 = 和 要, = 阁 ,C= 误 . 从 or 一 必 出 发 ,应 用 习题 3306 的 公式 , 则 


包 一 


得 到 
人 Au) =7Av+TVAr 二 2A(mv). (6.4) 
可 见 为 了 证 明 Av = 0, 只 要 分 别 计 算 (6.4) 式 中 的 其 他 各 项 即 可 . 
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以 下 分 几 步 来 做 

en 

(2) 由 于 Alrv 积 ), 先 分 别 计算 出 
Vr= ( 宇 , 业 , 羡 )， 


下 
< 
< 
位 
于 
全 
泣 
汝 
标 
押 
寺 
上 


这 
4 人 -区 )*3e(- 尝 )+3e( 人 -一 ) 
以 = 区 u aa 2 ， ua( 总 “本 | < 如)， 
0 
即 可 计算 得 到 


VUAr 十 2A(mv) = 和 十 2V7.Vu = (ZU1 十 Wula 十 243). 
(3) 最 后 一 步 是 计算 杖 全 ru 一 汪汪 四 ;6(z;,y)) 即 可 得 到 
(Cu)jz 一 LU46z 十 ua1z 十 46o， 
(入 二 2 人 移 关 十 2 十 (二 20 人 0 十 2 入 人 人 十 20 和 GE 


/1 
| WE | 271zz | 1U3CLa， 


于 是 利用 对 称 性 即 可 得 到 
Aero) = (ojzo 十 (rojyy 十 (ru)zz 
|VEE 二 Yo 上 aslYcP + 202Ve YI 二 203VT VC 
十 2u4V6.VE+UWAE+ 由 AT 二 2AC. 
最 后 计算 中 间 变 量 6 m, 5 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 (这 里 可 以 参考 习题 3308 的 解 1 中 已 经 
列 出 的 结果 ) 
从 = 1 并 利用 对 称 性 即 可 得 到 所 有 的 一 阶 俩 导数 : 


SEE 2 》 5 2 如 二 

7 亿 亿 
区 22V / 1 272 下 24/Z 
71z 4 ， 和 jz 一 人 74) 
/2zX 共 二 2 这 
7T4 Y 74 加 7 和 4 


然后 即 可 得 到 
veP=1voP=1vcP= 广 ， 


Ve.vn=Vvi VC=Vc.Ve=0. 


再 计算 二 阶 偏 导 数 , 先 有 


2 
/6z | 8xz” / -2z |，8zy / -27 | 8zz 
小 殉 一 信和 》 2 一 74 7r6 和 2 一 丰 人 


于 是 即 可 得 到 AE = -和 持 . 又 由 对 称 性 即 可 得 到 
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)》 


4 
玉 
将 所 有 这 些 结果 代入 A(ro) 的 上 述 公式 中 , 就 可 得 到 


Al(7ru) 三 辣 (ua 十 2 十 243) 疾 (Zu4 十 Wu 十 229). 
利用 Au(z,y z) = 0, 就 得 到 


可 = 


At = 一 二 (z 几 二 yo 十 29) = 


亿 
综合 以 上 结果 就 可 以 知道 在 等 式 (6.4) 中 只 能 是 Au = 0. 


习题 3313 证 明 : 函数 


Cl1e ?7 十 Coe%7 


re 
区 
( 式 中 = V 柬 干 到 十 殉 , Cl, C2 为 常数 ) 满足 雍 姆 堆 效 方程 
D2u D24 924 二 2 


解 1 由 于 方程 为 线性 , 因此 只 要 分 别 对 于 必 等 于 e 和 人 对- 作出 证 明 即 可 . 又 
由 于 方程 右边 的 系数 2 = (一 a)2, 因此 只 要 对 其 中 之 一 作出 证 明 也 已 足够 . 
eaQ7 


设 Fr) = 


一 ,用 习题 3305 的 答案 , 于 是 就 有 
FA 内 00 
人 本 害 二 


然后 就 可 得 到 所 要 求 的 结果 : 
A( 一) 一 (7) | 27 (7 2 ec%7 


一 w 。 
办 把 


解 2 如 解 1 所 示 只 考虑 e%"/r. 利用 习题 3306 提供 的 公式 , 则 有 


A( 呈 】 =exA( 工 ) H 工 Alesn) 2Y( 工 ) .V(ear)， 


习题 3282(b) (或 习题 3311) 知 上 式 右边 第 一 项 为 0. 从 
省 QT . 货 1 化 
(e = ae 全， 人 (二 ) = 一 委 ， 
QT 2 a7 2Z2 | ar 工 02 
(oo) 和 =ozer 写 +aer( 革 一 殷 )， 


并 利 


对 称 性 , 即 可 得 到 
Al(e“) = a2e% | ae9r . 全 v( 二 ) ve)=- 1 oa7 
将 它们 代入 前 面 的 公式 即 可 得 到 


ww 


习题 3314 设 函 数 凤 il = wa(z) 思 2 及 = 人 zi2) 满足 拉 普 拉 斯 方程 Av = 0. 
证 明 : 函数 


光一 MU(D 信 2 十 (2 十 内 十 22)ua(z2) 
满足 双 调 和 方 和 


A(Avu) = 0. 
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提示 “可 多 次 使 用 习题 3306 提供 的 公式 以 减轻 计算 量 . 


习题 3315 设 1(z;,yz) 是 mm 阶 可 微 的 于 次 齐 次 函数 . 证 明 


(总 高 :各 ) jcya=nm-D 一 +Df(cy 9 


提示 mm= 工 即 欧 拉 公 式 ( 见 8$6.2.1 的 习题 3232 前 的 说 明 ), m = 2 即 习题 3234. 
可 试用 证 明 欧 拉 公式 的 方法 . 


习题 3320 设 
22 一 VU， 归 =， 2 一 Wu 
j 帮 2 凡 2) 一 下 (GD 
证 明 : 
2 大 十 4% 记 十 xz 六 = 天 十 有 十 ww 


解 ” 若 设 z,y,z 为 自 变 量 , wu,w 为 中 间 变 量 , 则 就 有 
六 = 柜 几 十 开 几 十 配 风 ， 


取代 
淮 志 本 / / 
万 三 Ed 十 Fooy 十 Footy 


3 这 寻 / / 
户 =Euuz 十 Fovz 十 FotUz: 


Z 玉 十 8g 记 十 2z 玫 三 瑟 (z 人 十 g 二 2) 十 本 (zzo 十 9 二 20 
十 Fo( 人 (za 十 Wool 十 220 


题 设 的 变量 代 换 方程 可 以 解 出 
加 了 克 
人 一 工 ) 芷 去 二 到 2 

有 交 


其 中 不 论 取 正 号 还 是 负 号 , wu w 都 是 zy z 的 次 数 为 1 的 齐 次 函数 ,从 而 根据 欧 拉 公 
式 就 有 


中 / 关 / / 天 / es 
ZUz 十 VUy 十 ZUz 二 WU， ZUz 十 VUy 十 ZUz 二 V， ZUWz 十 VWy 十 ZU0z 二 也. 


将 它们 代入 前 面 的 等 式 就 得 到 
z 形 十 用 二 下 = 到 + 到 +u 瑟 : 


6.2.5 ”一些 简单 的 偏 微分 方程 计算 (习题 3321-3340,，3353-3360) 


本 小 节 有 三 种 类 型 的 习题 : 
(1) 习题 3321-3330 是 给 定 带 有 任意 函数 的 表达 式 , 验证 它们 满足 某 个 偏 微分 方程 ; 
(2) 习题 3331-3340 是 给 定 带 有 任意 函数 的 表达 式 , 要 求 出 它们 满足 的 偏 微分 方程 ; 
(3) 习题 3353-3360 是 解 一 些 简 单 的 偏 微分 方程 , 
常 微分 方程 的 一 般 解 含 有 任意 常数 @, 而 偏 微分 方程 的 一 般 解 含有 任意 (可 微 ) 函 
数 . 由 以 下 可 见 , 一 阶 方程 一 般 含 有 一 个 任意 函数 , 二 阶 方程 一 般 含 有 两 个 任意 函数 . 
@ 例如 可 参见 81.10.2 和 本 书 前 面 的 84.10 中 的 许多 例子 . 
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习题 3321 验证 92 _z92 - 0, 若 := eolz2 十 好 ), 其 中 设 o 为 足够 多 次 可 微 


07 97/ 
的 函数 . 
解 ” 求 出 
人 一 W(o2 十 扫 ) :2m， 
Oz 2 


代入 方程 左边 即 可 见 其 成 立 . 


习题 3326 ( 弦 振 动 方程 ) 验证 二 a2.9 化 若 凡 =o(Z 一 at 二 Woabi, 其 
设 ,水 为 足够 多 次 可 微 的 函数 ， 


Q) 
六 


解 ”计算 
好 三 一 ap 一 at 十 awW (zz 十 ab)， 
0 
一人 一 史 十 罗 人 一 0 虽 )， 
uaz 二 22 一 响 十 人 一 骨 ， 


代入 方程 即 可 见 其 成 立 . 


二 昌 下 29 ， 9 9 - 2 2 
习题 3328 验证 m2 3 和 十 2zg 语 生 十 近 3 全 一 0, 若 wo( 业 )+oyp( 玫 ) 其 


设 o, 炒 为 足够 多 次 可 微 的 函数 ， 


解 ” 由 于 所 给 的 方程 左边 为 
2 2 2 
证 4) +9 训 ) 9 人 + 人 王 49 豆 ) 攻 (3 
而 其 中 o( 芝 ) 为 0 次 齐 次 函数 , zu( 世 ) 为 工 次 齐 次 函数 , 因此 只 要 利用 86.2.1 的 习题 
3234, 即 对 宛 次 齐 次 函数 vv 有 


(z 冯 十 "总 )， 王 7(7 一 1)v， 


于 是 当 7? = 0,1 时 右边 均 为 0. 


六 


习题 3333 用 逐次 微分 的 方法 消去 > = p(V 五 干 到 ) 中 的 任意 函数 w 


解 出 
09z 1 /三 2 \. 亿 OZ / DT 2 


习题 3337 用 逐次 微分 的 方法 消去 > = 2(z)w(y) 中 的 任意 函数 o 和 水. 
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解 ”计算 偏 导 数 得 到 
之 
各 =woy， 笃 =eWg， 训 条 =oC)Wy 人 ， 
可 见 有 
有 022 9z 9z 
920V 97 97 
习题 3340 用 和 逐次 微分 的 方法 消去 > = 2(zg) 十 录 ( 们 ) 中 的 任意 函数 p 和 多 
解 ”计算 偏 导 数 得 到 
OZz 四 / 本 /|{ 之 
有 二 px 功 二 人 卫 让 ， 
92 _ ，/ 2 人 Z 
Dy 二 裤 (Z9) 2 ( 1 
采用 下 列 组 合 可 先 消 去 一 个 任意 函数 : 
OZ oz _ 27 17Z 
95 7 oo  Y (3 
然后 注意 到 上 式 右 边 是 0 次 齐 次 函数 , 根据 欧 拉 公式 (参见 86.2.1 的 习题 3232), 用 算 子 
= 总 十 9 襄 作 用 后 就 等 于 0, 这 样 就 可 以 消去 第 二 个 任意 函数 而 得 到 
0 0 Oz O0z\、 
人 | (ce 时 y 答 ) = 
将 上 式 左 边 计算 出 来 并 加 以 整理 就 得 到 
2 92z 202z ， Dz 0z 
化 司 光 2 az 发 太 ay 一 届 . 
习题 3353 设 函 数 ， = v(z,y) 满足 方程 
0z2 9072 
以 及 下 列 条 件 : 


u(Z;27) 一 Z， 内 (zi27) = 2. 


求 好 (2 27)，u(D 27)， (DZ 27). 


解 1 从 习题 3326 得 到 启发 , 即 v(z;,y) 可 
= 一 y 为 变量 的 函数 之 和 ， 


台 马 
能 是 


以 5=2+yY 为 变量 的 函数 与 以 


此 作 代 换 上 = 并 十 几 了 = 之 一 思 则 有 总 = 了 6 一] 


11 三 171 一 一 二 


于 是 从 复合 函数 求 偏 时 的 链 式 法 则 有 


oO ol ，0vu oOL ovV 0 
or 0c 071 oO 05 071) 
024 _ 0 0 02 D2v 加 D2v 9 02 ，D27 
0z2 9096 0 9 90972902 96507 972 
代入 原 方程 中 即 可 得 到 以 上 ,7 为 自 变 量 的 偏 微分 方程 
D24 且 
95o7 


此 即 可 解 日 
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4 三 oO(ST+WOT) =2 十 切 十 WA 一 切 ， 
1 和 纱 是 二 阶 可 微 的 任意 函数 . 
从 题 设 条 件 得 到 等 式 
2(3z) 十 V(-Z) 一 Z， Wi(3z) 十 以 (一 7) = 2 


颂 


而 要 求 的 则 是 

uaza(Z; 27) 一 Wo 27) 二 2 (32) 十 % (7)， Uay(tz 27) 二 P (37) 一 人 7) 
将 题 设 条 件 所 得 到 的 前 述 两 个 等 式 分 别 对 z 求 导 后 可 以 得 到 

92 (3 十 % (一 2) 一 0， 3p 3z) 一 W 2) 二 27， 
从 而 可 解 得 (3z) = 和 W(-z) = 了 将 它们 代入 前 面 的 几 (z,2z) 等 的 表达 
式 中 , 就 求 出 答案 为 
la(2 27) 一 WU (Z 22) 一 - 季 z， ty(2; 22) 一 了 2 

解 2 不 求 出 w(z,y) 也 可 以 计算 所 要 的 偏 导数 . 将 题 设 的 第 一 个 条 件 对 求 导 , 就 

得 到 


(Z) 27) 十 20y(Z,27) 一 1， 
联合 第 二 个 条 件 她 (z,27) = Z2, 即 可 得 到 ww(z, 2z) = 于 ( 一 22). 
然后 将 这 个 等 式 与 第 二 个 条 件 分 别 对 zz 求 导 , 就 有 
Us (2 27) 十 20y(z 27) = 一 2， zs(2) 27) 十 204y(zZ) 27) 一 27. 
再 联合 v 满足 的 方程 就 可 得 到 
uiz(Z,27) 一 Ur(Z) 27) = 0. 
最 后 可 从 以 上 关于 三 个 未 知 量 的 三 个 线性 方程 解 出 


ua(Z 27) 一 Wiy(Z 227) = 一 


5 


2Z， MuW2y(zZ,27) 一 王 2， 


人生 
3 


6.2.6 ”方向 导数 与 梯度 向 量 (习题 3341-3352) 


以 二 元 可 微 函 数 > = jz,y) 为 例 , 如 前 所 述 在 点 P(zo,yo) 处 的 仿 导 数 上 太 (zo, yo) 
和 包 (zo,yo) 只 是 描述 了 函数 值 z 在 Oz 轴 和 OOy 轴 两 个 方向 上 的 变化 率 . 在 点 P(zo,yo) 
的 方向 导数 概念 则 是 > 沿 着 任意 方向 ! 的 变化 率 , 因此 要 一 般 得 多 . 
只 是 要 注意 : 在 计算 方向 导数 时 , 考虑 的 是 从 点 P(zo,yo) 沿 着 方向 1 出 发 的 射线 ， 
因此 方向 ! 和 一 是 两 个 不 同 的 方向 , 它们 的 方向 导数 可 能 不 同 . 

与 方向 导数 密切 有 关 的 是 梯度 的 概念 . 仍 以 二 元 函数 > = jz,y) 为 例 , 称 向 量 


为 函数 上 的 梯度 (向 量 ), 梯度 也 可 记 为 立户 其 


_ 9) ， 9. 
YX 汝 ?下 377 


是 场 论 中 常用 的 微分 算 子 ( 见 后 面 的 88.17.1). 
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在 对 于 梯度 向 量 的 基本 性 
联系 方向 导数 和 梯度 向 量 的 公 


N 式 是 


9/ 


方向 导 


其 中 ;1 为 单位 方向 向 量 


此 可 


个 最 大 值 就 是 梯度 向 量 的 模 长 | grad j 川 . 


值 递 减 最 快 的 方向 , 模 | grad 川 和 -||grad j 四 | 就 是 最 大 和 最 小 的 方向 导数 值 . 
梯度 向 量 的 另 一 个 重要 性 质 是 它 与 86.2.1 的 等 值 线 (或 等 什 
计算 /(z,g) = e 的 微分 , 即 可 得 到 


9 
907 


于 (dz,dy) 是 等 值 线 的 切 方向 ， 
以 
注 

保证 函 数 


方程 (或 等 值 面 方程 ) 上 = < 求 微分 才 是 有 意 的 ， 并 有 从 而 可 导出 黎 度 向 量 量 与 等 值 线 靳 


E 质 的 以 下 介绍 


一 gradj .7 =|gradj 川 :cos0， 


量 , 0 是 7 与 grad j 的 夹 角 . 

如 右 图 所 示 , 若 在 每 一 个 方向 1 上 取 长 度 等 于 
数 sf/ 的 向 量 , 则 向 量 的 终点 形成 两 个 加 
见 , 当 9 一 0 时 的 方向 导数 达到 最 大 . 这 


方向 导数 与 梯度 向 量 的 示意 图 
于 是 梯度 方向 grad 上 就 是 函数 值 递 增 最 快 的 方向 , 而 其 反方 向 -grad 就 是 函数 


2 dz 十 < 一 二 = 0. 
就 2 
上 所 说 的 内 容 对 一 般 的 多 元 函数 也 都 成 立 , 其 中 


在 学 习 ee 在 某 个 点 处 尼 
在 该 点 的 邻 域内 存在 可 微 的 等 值 线 


等 值 面 ). 


等 值 面 ) 垂直 的 结论 . 


习题 3342 求 函 数 


在 点 M(LI1) 沿 与 Oz 轴 的 正 向 组 成 a 角 的 方向 ! 的 导 


2 一 22 一 20 十 信 


数 . 在 怎样 的 方向 上 此 导数 : (a) 有 最 大 值 ; (b) 有 最 小 
值 ; (c) 等 于 0. 
解 0 
仁 一 cos Q 十 Sin a 一 V5sin (a+ 
在 附 图 中 作出 了 以 点 M(LDTD) 为 起 点 的 梯度 5 
(1 1) 和 函数 > 的 若干 条 等 值 线 ( 均 为 椭 医 


a = 5r/4; 而 当 


习题 3346 求 函 数 v = 二 ( 式 中 > = Vz2 十 好 十 2 好) 在 点 Mo(zo,yo,zo) 的 梯度 


上 可见 ,方向 导数 的 最 大 值 为 V2, 这 时 取 a = /4; 最 小 值 为 -~V2, 这 时 取 
aw 一 3r/4 和 7r/4 时, 方向 导数 为 0. 


的 大 小 和 方向 . 
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解 直接 计算 即 可 得 到 


gradyv 一 ( 0 ) 


3 ， 3 ， 3 
70 70 70 


中 国 = V 码 二 到 二 尖 且 有 ||gradull = 二 可 看 出 , 梯度 向 量 指向 原点 , 也 就 是 处 
0 


习题 3348 函数 炎 =zZ 二 yy 十 2 和 


一 和 十 十 :十 0.001sin (1056rVz2 十 2 十 22) 
在 点 M(L2,2) 的 梯度 的 大 小 相差 多 少 ? 


由 


提示 “本题 的 计算 没有 困难 , 重要 的 是 理解 其 意义 . 为 此 可 参看 82.3 的 习题 1059 
及 其 附 图 . 


习题 3349 证 明 : 函数 


尺 一 QZ2 十 Do02 十 cz2 
和 
央 一 azZ2 十 0 十 cz 十 27027 十 270 十 2pz 
(ab ci7m27D 为 常数 且 o2 十 刀 二 co 和 0) 在 点 Mo(zo,yo,zo) 的 梯度 之 间 的 角度 当 点 
Mo 无 限 远 移 时 趋 于 零 . 


解 为 简明 起 见 将 点 Mo(zo, go, 20) 改 记 为 不 带 下 标的 M(e, 太 可 
先 计算 得 到 
Vu = (2az,20y,2cz)，Vu = (2(az 十 岂 ),2(0 十 由),2(cz 十 D)). 
根据 余弦 定理 , 两 个 梯度 向 量 之 间 的 角度 0 满足 以 下 关系 : 
上 yue+lvol2 -ldlz 

?Yewl 1Yol 
其 中 @= (2m,2n,2p) =Vuv 一 Vv 是 名 癌 量 . 

于 是 只 要 证 明 当 ”> = Vz2 十 2 十 22 一 二 co 时 cos0 一 工 即 可 . 

然而 容易 构造 例子 , 使 得 当 一 +co 时 cos 0 为 常 值 . 例如 取 w =2!= lc=0 并 取 
点 M(0,0,z) 时 就 是 如 此 . 这 表明 原 题 中 假设 的 条 件 是 不 够 的 . 

以 下 将 补充 要 求 o, 2 c 均 不 为 0. 这 时 由 于 |Yull = 2Va2z2 十 万 2 十 c2z2， 从 

2mia{la, 加 ,jejV 现 二 更 二 更生 wall g 2maxflal, 吕 ,| 本 V 酌 二 更 二 砚 


可 见 有 
六 二 VzZ2 十 好 十 22 一 十 oo < 人 Yul 一 +eco. 
利用 三 维 空间 的 三 角形 不 等 式 , 从 Vu = V 炎 十 d 就 有 
上 Ye 一 elslYels 1Yewll tile 
此 有 |Vzu|| 一 +eoe < 全 | 外 vol 一 +co, 且 有 
|Yull> IIYoll er 一 十 oo)， 


cogs 0 一 


孔 
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从 而 就 有 


2 了 2 
im cosg- lim xu 二 lo 人 二 cl 


一 :下 
7 一 +oo 7 一 二 oo ?Yuwl Yo 


习题 3350 设 v = jz 2) 为 二 阶 可 微 函 数 . 若 cos a; cos B, cosy 为 方向 1 的 方 


n4 汉 来 闻 = 让 ( 冯 ) 


解 ”引入 二 阶 仿 导 数组 成 的 黑 塞 矩 阵 


D24 D24 D27 
OZ2 90zZ9/ ”9Z0z 
万 二 D24 D24 D24 


则 就 可 从 方向 导数 公式 


2 2 cos Q + 光 cos 避 :+ 和 COS 直 


直接 计算 得 到 
92v 
D12 
11 一 (cos a cos B, cosy)7 为 列 向 量 , 上 标 代 是 向 量 和 德 阵 的 转 置 记号 . 


一 三 万 


六 
4 


习题 3351 设 凡 = zy2) 为 二 阶 可 微 函数 ， 
li(cos al cos Di, cosT1),la(cos aa2, cos Ba,cos my2),13a(cos as cos Da, cos73)， 
为 三 个 互相 垂直 的 方向 . 证 明 : 
2 2 2 交 2 
a( 认 ) +( 训 ) -( 粥 ) = (路 ) (中 ) + 号 
(D) D24 D2v | D27 _ 9 902 2 
91 012 013 0z2 0V? 


解 (a) 利用 和 = ITVuli =12,3), 其 中 设 上 (= 12,3) 和 梯度 Vu 均 为 列 向 


量 , 然后 引入 矩阵 
隆 cosal cos Bl cosM 
狼人 福 cosa2 cosBG2 cosy2 | ， 
信 cos a3 cos Ba cos ma 


则 从 方向 余弦 的 定义 有 TUZL = 也 其 中 工 为 单位 矩阵 . 又 由 线性 代数 知识 可 见 同 时 也 
成 立 UTU = 7@. 
方向 导数 公式 就 有 


(人 3 


9u NTTrrT 
| 人 


从 而 就 得 到 所 求 的 等 式 : 


吕 任何 两 个 交 阶 方 阵 4, 已, 车 有 4 刀 = 帮 则 也 一 定 有 B4 = 工 
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( 昌 ) : 人 | ( 沈 = VuwUTUV = |‖Yull2. 
中 


(b) 利用 习题 3350 引入 的 黑 塞 和 矩阵 , 则 就 有 
902 ，D2v 水 D2v 
0z2 902 0922 
边 是 和 矩阵 互 的 迹 (trace), 即 其 对 角 线 元 之 和 . 
这 时 利用 习题 3350 的 结果 就 有 


作 2 
9 二 人 十 芝 一 开 万 1 十 开 万 2 十 于 五 3 = 让 (EU 
2 .02 9 


利用 tr(4B) = tr(B4) 即 可 得 到 所 要 的 等 式 : 

tr(UV 玉 DT) = t 大 (万 ID) = t 万 . 
注 ， 本 题 的 结论 (a) 和 (b) 表明 : 梯度 的 模 和 拉 普 拉 斯 算 子 A 的 作用 在 直角 坐标 系 

的 旋转 变换 下 都 是 不 变 的 . 


一 世 ， 


习题 3352 设 函 数 坟 = w(z;,y) 为 可 微 函 数 , 且 当 y = z2 时 有 


一 9u 一 
u(ZV) 一 |， 0 二 尼 ， 


2 9U 
求 当 y = 22 时 的 


解 ”根据 题 意 y = 2 是 v(z,y) = 1 工 的 等 值 线 (或 其 一 部 分 ), 因此 即 可 确定 该 等 值 
线 上 的 点 的 梯度 方向 . 既然 该 方向 的 一 个 分 量 9& = z 已 经 给 定 , 因此 也 就 可 以 求 出 另 


OZ 
一 个 分 量 
将 等 趟 2Z2) 三 1 对 z 求 导 就 有 
OU OU 
用 =z 代 入 ,在 z 尖 0 时 就 得 到 
ou _ _ 工 
ov 2 
注 若 将 此 题 改 为 wz, 切 满足 方程 9 2 且 有 utz,z2) = 1 则 可 将 此 方程 积 
分 得 到 
1 


条 件 wz,z2?) = 1 可 确定 p(z?) = 1- 马 -. 于 是 就 有 9(y) = 工 - 乞 ， 从 而 得 到 


因此 可 得 到 相同 的 答案 3 = 一 总 
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86.3 隐 范 数 的 微分 法 (习题 3361-3430 ) 


内 容 简 介 ”本 节 讨 论 从 方程 和 方程 组 确定 隐 函 数 和 隐 函 数组 的 存在 性 问题 , 学 习 
如 何 计算 它们 的 导数 和 微分 . 


6.3.1 隐 函 数 的 存在 问题 ( 习 古 3361-3370) 


习题 3362 设 函 数 flz) 定义 于 区 间 (oa 人 内 . 在 怎样 的 情况 下 , 方程 
jz)y=0 
在 w<z<2 上 有 唯一 连续 的 解 y = 0? 


解 假设 于 区 间 (ww 岂 ) 上 存在 异 于 y 三 0 的 连续 解 太 h(z)， 则 至 少 于 某 个 点 
Z0 E (ab) 处 有 Wi(zo) 和 0. 然而 由 于 册 n(z) 连续 , 因此 一 定 存在 点 zo 的 一 个 邻 域 
15(zo) (5 > 0), 使 得 在 这 个 邻 域 内 Wi(z) 入 0. 这 时 从 方程 ALz)y = 0 可 见 , 函数 /zz) 
在 这 个 邻 域 上 只 能 是 处 处 等 于 0. 由 此 可 知 , 当 fz) 在 (co 上 的 零点 不 能 充满 任何 一 
个 子 区 间 时 , 方程 flzJy = 0 在 (ao 上 只 有 唯一 的 连续 解 y = 0. 

注 _， 所 给 出 的 条 件 也 是 必要 的 . 若 /z) 于 某 个 子 区 间 [a, 8] C (ao 刀 上 恒 等 于 0， 
则 可 以 构造 一 个 连续 函数 i(z), 它 在 (aa) 和 (8, 包 上 恒 等 于 0, 而 在 [a, 8] 上 不 恒 等 
于 0, 从 而 在 区 间 (oa, 忆 上 满足 方程 F(z)y = 0. 


习题 3365 已 知 方程 
2 = 儿 ， (GD) 


= jz) (-oo <Z< 二 oo)， (2) 

是 满足 方程 (1) 的 单 值 函 数 . 
1) 有 多 少 单 值 函 数 (2) 满足 方程 
2) 有 多 少 单 值 连 续 函 数 (2) 满足 方程 (1)? 
3) 有 多 少 单 值 可 微 函 数 (2) 满足 方程 (1)? 
人 4) 


Me 


1)? 


习题 3365 的 附 图 
设 : (a) y(1) = 了 4 (b) y(0) = 0, 则 有 多 少 单 值 连续 函数 (2) 满足 方程 (1)? 


5) 设 y() =1 且 5 为 充分 小 的 正 数 , 则 有 多 少 单 值 连 续 函 数 y = y(z) (1 一 6 < 
Z<1 十 6) 满足 方程 (1)? 

解 ”可 以 如 附 图 所 示 先 作出 方程 (1) 的 图 像 , 然后 如 下 回答 提出 的 问题 . 此 时 要 注 
意 : 本 题 在 1)-4) 中 的 隐 函 数 y = y(z) 的 定义 域 都 要 求 是 (一 co, +co). 
1) 由 于 当 z 和 0 时 每 一 个 z 对 应 于 两 个 y 值 士 z, 而 这 里 除了 单 值 性 之 外 对 y(z) 并 
无 其 他 要 求 , 从 而 满足 方程 (1) 的 单 值 函数 y = y(z) 有 无 穷 多 个 . (在 81.8.1 的 习题 763 
中 的 例子 就 是 满足 方程 zz = 妨 的 一 个 处 处 不 连续 的 单 值 函数 .) 
2) 只 有 四 个 单 值 连续 函数 , 即 y = zy = -zy = zl,y = 一 |z| 满足 方程 (1). 
这 个 答案 与 1) 差别 很 大 , 其 中 连续 性 要 求 起 了 关键 作用 . 


38 第 六 章 “多 元 函数 微分 学 


例如 , 设 满足 (1) 的 某 个 连续 函数 y(z) 在 点 zo > 0 时 大 于 0, 则 从 方程 具 能 有 
V(zo) = Z0. 这 时 在 z > 0 时 不 可 能 有 y(z) 冬 0, 否则 从 连续 函数 的 零点 存在 定理 就 
会 存在 某 个 点 上 《 > 0, 使 得 y(6) = 0. 然而 点 (上 ,0) 不 能 满足 方程 (1). 这 样 就 推出 , 在 
Z >0 时 y(z) 只 能 处 处 大 于 0, 从 而 y(z) = >Z. 

同样 可 以 证 明 , 若 z > 0 时 满足 (1) 的 yz) 于 某 个 点 处 为 负 , 则 只 能 在 z > 0 时 处 
处 为 负 , 且 y(z) = 一 Z. 
对 于 z < 0 可 作 同 样 讨 论 , 从 而 最 后 只 能 得 到 上 述 四 个 解 . 

3) 由 于 可 微 必 定 连 续 , 因此 上 只 要 从 2) 的 四 个 解 中 挑 出 处 处 可 微 的 两 个 解 即 可 , 这 
了 驶 是 y =2 和 7Y= 一 Z. 

4) 这 也 上 只 要 到 2) 的 四 个 解 中 去 找 . 对 于 (a), 满足 y(1) = 工 的 只 有 两 个 连续 解 , 即 
=2Z 和 yy=| zl; 对 于 (b), 则 四 个 解 都 满足 要 求 y(0) = 0. 

5) 由 于 汐 的 满足 条 件 (a) 的 两 个 解 在 [0,+eo) 上 相同 , 因此 在 5 > 0 充分 小 时 (其 
实 只 需要 5 入 了), 在 区 间 (1 -01 二 5) 上 只 有 yy = z 这 一 个 解 . 

注 隐 函 数 存 在 定理 判定 存在 的 隐 范 数 的 定义 域 一 般 都 是 局 部 的 , 因此 对 本 题 而 


言 , 只 能 用 于 解决 问题 5). 这 时 对 于 zo = g0 = 1 将 方程 改写 为 F(z, 妨 = 到 一 只 =0， 
则 尺 (1,1) = -2 夫 0, 因此 知道 存在 充分 小 的 5 > 0, 使 得 在 (1 - 5.1 + 5) 上 满足 方程 
() 的 隐 函 数 存在 唯一 . 


习题 3366 方程 

2Z2 十 42 一 Z4 十 信 
定义 出 多 值 函数 y(z). 函数 在 怎样 的 范围 内 : 1) 为 单 值 , 2) 有 
二 个 值 , 3) 有 三 个 值 , 4) 有 四 个 值 ? 求 此 函数 的 分 支点 及 单 值 
连续 的 各 分 文 . 


解 在 第 一 册 的 附录 二 的 习题 1542 已 经 给 出 了 本 题 方程 
的 图 像 , 但 没有 在 82.12 中 作 讨 论 . 现在 为 方便 起 见 将 其 图 像 附 
在 右边 , 并 作 一 个 简要 的 讨论 . 
图 像 的 对 称 性 可 见 , 只 需要 讨论 ze [0,1] 时 yw(z) > 0 的 单 值 连续 分 支 , 然后 利 
对 称 性 得 到 完整 的 答案 . 

将 y(z) 代入 方程 得 到 z2 上 +y2(z) = 2 二 W4(z), 然后 对 工 求 导 , 就 可 从 2z 十 2yW(z) = 
423 十 49%3W(z) 解 得 


习题 3366 的 附 图 


Sn 


yG)= -2 
V(Z) 一 2y(z) 
从 方程 有 2(%2 -1) = z2(1- z2), 可 见 在 0 入 z 乞 1 和 27 >0 时 ,就 有 y(z) >1. 由 此 
就 有 y%W(z) -2y(z)3 = V(z)1L -2y(z)3 < 0, 从 而 可 见 W(z) 的 符号 完全 由 上 式 的 分 子 
2z3 一 Z 所 确定 (符号 相反 ). 
这 样 就 可 以 从 2z3 一 z = z(2z2 一 1) 确定 出 (z) 的 最 大 值 点 为 zo = 2 s0.7071， 
且 在 [0, zol 上 严格 单调 递增 , 而 在 [zo,1] 上 严格 单调 递减 . 容易 求 出 
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在 附 图 上 标 出 了 这 个 特征 
根据 以 上 讨论 和 对 称 性 即 可 简要 地 列 出 本 题 的 答案 如 下 : 


1 十 \ 
% = yzo) = 半 2 之 1.0987， 
点 (zo,yo), 并 由 对 称 性 可 得 到 其 他 的 特征 点 . 


多 值 函 数 y(z) 的 定义 域 为 [-yo,yo], 它 具 有 以 下 分 文 性 质 : 


工 对 于 任何 二 [一 yo0， 2V0 


M2 


,y(Z) 都 


在 z= 二 xze(-10) 和 ze(0,1) 时 yz) 有 两 个 值 ; 


4 在 Z 和 (一 yo, 一]， Z GE 


) 
) 
3) 在 z= 士 1,0 时 y(z) 有 三 个 值 ; 
) (1 yo) 时 
以 下 求 分 支点 , 即 满足 方程 但 
以 上 讨论 可 见 有 以 下 分 支点 : 


不 是 单 值 的 ; 


ZX(z) 有 四 个 值 . 


在 其 任何 邻 域内 不 存在 单 值 连续 分 支 y = V(z) 的 点 . 


(一 yo, Z0)， (一 0， 一 Z0)， (一 1 0)， (0， 0)， (]， 0)， (yo, Zo)， (yo， 一 Z0). 


具体 的 讨论 从 咯 . 


习题 3367 求 由 方程 


其 中 (0,0) 为 扳 立 点 , 即 在 其 任何 邻 域内 都 没有 单 值 连续 分 支 , 其 余 6 个 点 的 特征 相同 ， 


即 在 其 充分 小 的 邻 域内 , 在 一 侧 没 
各 个 连续 分 支 的 表达 式 可 以 从 方程 解 出 为 


有 V(z) 的 分 支 , 而 在 另 一 侧 却 有 双 值 的 分 支 . 


2V(Z) 三 


(z2 十 2)2 一 妇 一 纺 
定义 的 多 值 函数 y 的 各 分 支 和 单 值 连续 的 各 分 支 


三 V(Z) (-1 和 Z 志 ]). 


提示 “用 极 坐 标 即 可 看 出 此 方程 的 图 像 为 伯 努 


下 1 2 4 
人 天 十 2 洗 六 


利 双 纽 线 (已 见于 第 一 册 附 录 一 的 习题 371.1(g))， 以 习题 3367 的 附 图 


下 的 讨论 可 参考 习题 3365. 


习题 3369 设 


(GD 且 Y(0) = 0. 


解 由 于 题 中 没有 假设 w(y) 连续 , 因此 不 能 直接 应 用 《习题 
集 》 于 本 节 列 出 的 隐 函 数 存 在 定理 , 而 需要 作 较 细致 的 讨论 . 


引入 二 元 函数 


淡 二 2/ 


其 中 2(0) = 0, 且 当 -ao <y<a 时 lo 和 KR< 1 证 明 : 存在 
s > 0, 使 得 当 -= <z <s 时 存在 唯一 的 可 微 函 数 y = y(z) 满足 方程 


十 92)， ( 


习题 3369 的 附 图 


FU = 一 7 一 py)， 
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它 在 -co <Z < +co, -w<yV<aw 时 有 定义 . 
将 F(z;,y) 对 y 求 偏 导 得 到 


29) = 一 1 一 2 (yy)， 
此 从 题 设 条 件 lo'(g| 入 天 < 工 (yl < oa) 可 见 有 形 (z,y) < 0. 这 表明 在 z 固定 时 ， 
F(z, 人 是 -au<y<aw 上 的 严格 单调 递减 函数 . 特别 当 z = 0 时 从 天 (0,0) = 0 可 得 到 
三 (0, 一 ao) > 0， 下 (0,a) < 0. 
利用 尺 (z, 士 o) 关于 z 连续 , 即 存在 s > 0, 使 得 当 |lz| <s(< 工 - 所 时 有 
F(z, 一 aa) >0，F(za) < 0. 
于 是 在 矩形 (-s,s) x [一 oa] 内 (参见 附 图 ), 固定 z 时 已 (z,y) 是 y 的 严格 单调 递减 函 
数 , 且 于 和 拖 形 的 上 边界 为 负 , 于 和 抑 形 的 下 边界 为 正 , 因此 其 中 存在 唯一 的 y 值 , 记 为 
V(z), 使 得 F(z;,y(z)) = 0. 这 就 证 明了 在 上 述 和 矩形 内 , 由 方程 R(z,y) = 0 确定 的 隐 函 
数 y = yz) 存在 唯一 . ( 附 图 中 珑 形 内 的 粗 黑 曲线 是 y = y(z) 的 图 像 .) 
可 以 仿照 教科 书 中 的 方法 证 明 y(z) 在 (-s,s) 上 处 处 连续 ,从 略 . 
下 面 证 明 y(z) 于 (-s,s) 内 处 处 可 导 . 
对 于 点 zo E (-s,s)j, 取 Az 使 得 zo + Az 仍然 在 区 间 (-s,s) 内 . 记 %y(zo) = yo， 
y(zo 十 Az) = 十 Ay 则 有 
2Z0 三 W 十 plVo)，2Zo+Az= 二 Ay+oe(o 十 Ag 


对 


将 两 式 相 减 ， 有 Arz Ay 电 2(Vo 毕 AJ) 一 o(yo)， 日 可 此 式 看 出 ， 当 Az 上 放 攻 二 
有 Ay 夫 0. 
于 是 可 得 到 差 商 的 表达 式 为 
Ay 三 1 
Ay 


令 Az 一 0, 则 从 y(z) 于 点 zo 连续 可 知 有 Ay 一 0. 由 于 当 Az 头 0 时 也 有 Ay 尖 0, 从 
而 可 利用 w(y) 于 wo 可 微 而 得 到 
8 一 _ lim 全 内 芭 lim 1 
dz  Az0 AZ Ag0 1 2 十 A 几 一 plo) 
| Ay 


1 
Two) 

注 “ 对 于 方程 Flz,y) = 0 在 满足 F(zo,yo) = 0 的 点 (zo,yo) 附近 的 隐 函 数 存在 问 
题 来 说 , 在 平时 用 得 较 多 的 定理 中 要 求 下 于 点 (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 对 z,y 存在 连续 但 
导 函 数 , 且 玉 (zoyo) 和 0. 然而 为 了 隐 范 数 存在 且 连 续 , 只 需要 环 在 点 (zo,yo) 的 一 个 
邻 域 中 关于 y 为 严格 单调 就 已 足够 . 这 可 以 参看 [11] 第 二 卷 的 206 小 节 的 定理 1. 本 题 
的 上 述 解 法 中 关于 隐 函 数 存在 的 证 明 就 是 如 此 . 此 外 , 还 表明 只 要 题 设 方程 中 的 o 可 微 
也 就 可 推出 隐 函 数 可 微 . 
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习题 3370 设 y = yy(z) 为 由 方程 
2Z 一 1 十 P(y) 


定义 的 隐 函 数 , 其 中 常数 天 尖 0, e(y) 为 以 w 为 周期 的 周期 函数 , 且 |2'(y)| < | 旭 | 证 明 : 


一 天 十 W)， 
中 We) 为 以 lw 为 周期 的 周期 函数 


N 


解 ”将 方程 看 成 为 z = z(y) 的 表达 式 , 则 从 zw(y) = 有 十 2() 和 条 件 |2'(y)| < | 
可 见 天 入 0, 且 z(y) 与 常数 大同 号 , 因此 z(y) 是 ye (-co,+eo) 时 的 严格 单调 函数 , 从 


而 存在 反 函 数 y = V(z). 又 由 于 w(y) 是 连续 的 周期 函数 , 因此 有 界 , 从 而 可 见 反 函数 的 


定义 域 和 值 域 也 是 (-co, +ceo), 且 也 是 严格 单调 函数 . 将 这 个 反 函 数 写 为 
yz) = 至 十 by 
则 余下 的 问题 是 讨论 w(z) 的 周期 性 . 


在 原 方程 两 边 加 上 jw, 并 利用 w(y) 是 以 w 为 周期 的 周期 函数 , 这 样 就 得 到 等 式 


2 十 1w =K 十 w) 十 (十 w)， 
此 利用 反 函 数 关 系 就 得 到 
V(zZ) 十 w 一 区 十 Wp(Z 十 Ku)， 


于 是 就 有 V(z) = %(z + Ku), 这 表明 W%(z) 是 周期 函数 . 由 于 一 般 将 周期 取 为 正 数 , 因 


y%(z) 是 以 |klo 为 周期 的 周期 函数 . 


6.3.2 ” 隐 函 数 的 导数 和 微分 计算 (习题 3371-3400, 3420) 
习题 3372 对 于 由 方程 In Vz2 十 92 = arctan 二 定义 的 函数 岂 求 W 和 风 . 


解 1 将 y = yw(z) 代入 方程 后 对 zx 求 导 , 就 有 
2Z 十 0 WUWzZz 一 Y 


且 二 请 克 
于 是 就 得 到 一 阶 导数 了 / = 于 二， 
将 上 式 再 对 了 求 时 得 到 
1 工 十 东 和 十 也 / 
一 2 
人 


本 ET ER 元】 


2 一 7Z 一 1/ 2 一切 Z 一 1/ 
-2 12C+9 -2 十 ) 
(CC 一人” (人 一 细 CC 一 9 


解 2 的 计算 可 以 从 yz-- 人 妇 ==zZ+2 出 发 对 莹 求 导 , 得 到 
(一 W) 办 二 (zz 一 切 W = 工 +UW， 


然后 就 有 


此 
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习题 3374 对 于 由 方程 态 = go (z 么 切 定 义 的 函数 册 求 W 和 尿 . 


解 ” 将 方程 两 边 取 对 数 得 到 ylnz =zlny, 对 z 求 导 得 到 


/ 


/ 让 gf Te 
V nz 十 交 二 呈 Vy 十 了 1 
然后 解 得 
/了 9 一 人 zy 用 (nz 一 D 


然后 再 对 z 求 导 就 得 到 


/ 20 0nz 一 J 5 2yV(nz-l) ynz-3ID) 
0 3 3 二 2 二 2 一 1 
2(ny 一 1 22(ny 一 ]) 22(ny 一 1 22(ny 一 1) 
202(nz 一 2 22 2y3(nz 一 1 0nz 一 1 
zZ3(ny 一 DJ zZ3(lny 一 1) 2Z4(nzy 一 JJ 2Z4(ny 一 1)3 


注 由 于 ynz=zny 答案 W,W' 可 以 有 许多 不 同 的 形式 . 此 外 , 如 $2.12.6 的 命 
题 2.12 所 示 , 可 以 证 明 ‰' > 0 处 处 成 也. 


习题 3378 证 明 : 方程 
(z2 上 oo( 一 扫 ) (o 关 0) 

在 点 zZ=0y = 0 的 邻 域 中 定义 出 两 个 可 微 函 数 : y = 页 (z) 和 7 = we(z). 求 四 (0) 和 
22(0). 

提示 “在 习题 3367 的 附 图 和 提示 中 已 指出 , 本 题 的 方程 的 图 像 为 伯 努 利 双 纽 线 . 
在 确定 了 两 个 可 微 函 数 后 , 只 要 直接 计算 差 商 即 可 得 到 答案 为 士 1. 

习题 3379 设 

(z2 二 0 =3229 一 风 ， 

求 办 当 z=0 和 yy=0 时 的 值 . 


提示 “用 极 坐 标 将 方程 转化 为 > = sin3p, 其 图 像 就 
是 附 图 所 示 的 三 叶 玫 瑰 线 (已 见于 第 一 册 附 录 一 中 的 习题 
371.1(f 和 附录 二 中 的 习题 1547), 可 见 点 (0,0) 为 分 支点 ， 
且 有 三 支 可 微 的 单 值 支 经 过 该 点 . 
jy = 女 的 方法 引入 参数 二 则 就 可 以 将 上 述 各 个 分 


Se 


文 用 参数 分 离开 , 而 且 经 过 点 (0,0) 时 的 参数 上 的 值 也 就 习题 3379 的 附 图 
是 所 要 求 的 允 ， 


小 结 “到 此 为 止 的 习题 3364, 3365, 3366, 3367, 3378, 3379 等 都 涉及 分 支点 以 及 经 
过 该 点 的 分 支 性 质 的 研究 . 粗糙 点 说 , 分 支点 几乎 就 是 隐 函 数 存 在 定理 失效 的 点 . 在 本 
书 中 对 于 上 述 各 题记 用 的 (或 提示 的 ) 方法 都 不 能 说 是 具有 一 般 意义 的 方法 . 对 此 有 兴 
趣 的 读者 可 以 阅读 [1L] 第 一 卷 的 236 小 节 “ 平 面 曲 线 的 奇 漠 点 ”以 了 解 分 文 点 的 一 般 特 
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性 . 此 外 , 对 于 分 支点 存在 一 种 普遍 有 效 的 计算 方法 , 即 有 名 的 “牛顿 法 ”. 读者 可 以 在 
[3] 的 第 二 章 中 找到 关于 牛顿 法 的 相当 详细 的 介绍 . 
习题 3382 证 明 : 对 于 二 次 曲线 
azZ2 十 202y 十 cy 十 24d 十 2ey 十 了 =0 
成 立 等 式 
da [， 八 -总 ] 
攻 旋 () ] 三 0. 
解 ” 由 题 意 可 假设 行列 式 
QQ D Qw 
A=|ib c el 夫 0. 
QQ e jj 
(由 解析 几何 可 知 当 上 述 行列 式 为 0 时 , 二 次 曲线 为 退化 , 其 中 的 可 能 性 有 一 对 相交 直 


线 、 一 对 平行 直线 、 


S 


jy =2(Z 


二 


条 直线 和 一 个 孤立 点 .) 
代入 题 设 的 方程 , 然后 对 z 求 导 , 就 得 到 (其 中 已 除去 因子 2) 


2)(az2 十 20zy 十 cy2 十 2dz 十 2ey) + ae2 +cd2 一 20de] 


ar 十 by 十 b7W 十 cy 十 d 十 ey = 0. 
再 对 zz 求 导 一 次 则 得 到 
Q 十 200' 十 bz 十 cy 十 cy 十 eW = 0. 
以 上 两 式 可 解 得 
/ar 十 十 Q 
y 一 下 十 cy 十 6， 
/ aa 十 20y 十 cC2W/ 
7 一 Mz 十 o 二 e 
可 1 [ 20(az 十 y 十 四 ，c(az 十 刀 十 中 
or 十 cy 十 e bz 十 cy 十 e (bz 十 cy 十 e)? 
到 1 
(zcoy 二 el)s 
四 万 )( 一 月 上 +ae2 十 cd2 - 2bde] 
-和 A - 
(oz 十 cy 十 63 
于 是 有 
三 过。 二 2: 
人) = 和 A 3 (oz 十 动 十 6” 


可 见 再 求 时 三 次 后 即 恒 等 于 0. 
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习题 3386 设 


V 感 -= 
求 函数 > = z(z,y 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 . 
解 令 尽 = 于 于 ， 则 方程 为 = tanw. 可 见 此 方程 的 解 只 能 是 v = C, 其 中 
Y 一 


C 是 常数 , 它 可 以 取 该 方程 的 任何 一 个 实 根 . 
这 时 就 有 z = CV 琵 二 殉 , 于 是 只 要 对 此 显 函数 计算 一 阶 和 二 阶 偏 导数 即 可 , 只 是 
需要 注意 在 最 后 的 答案 中 消去 常数 C 

全 


下 面 用 全 微分 法 . 求 出 一 阶 和 二 阶 全 微分 如 下 : 
_ CC _ 2Z(Zdz 一 dg 
| 
d2z 一 C 村.(zdz 一 ydy) 十 人 . (dz2 一 dy2) 
(和 ee 
2(Z2dz2 -2zydz dy 十 z2 dy2) 思 3 
三 . (d dz). 
(z2 二 772)3 2 (dz 2 
此 即 可 得 出 所 有 的 一 阶 和 二 阶 俩 导数 : 
02 2 092 2 
az 二 到-- 帮 3 到 二 信 ， 
02z 2 2 90z TVz 
DZz2 (2z2 212)2 12 一 212 (2Z2 国 212)2 ) 0z0V (2Z2 本 212)2 ) 
D2z 到 02z 色 __ 22 
572 (到 二 7 天 一 广 (到 二 她 )2 


我 们 知道 , 一 元 函数 y = 帮 z) 的 导数 可 以 看 成 为 dy 除 dz 得 到 的 分 式 , 但 下 
个 习题 表明 , 多 元 函数 的 侦 导 数 不 能 理解 为 分 式 . 
习题 3400 设 =2Z(00 2 三 2 二 2(2)9) 是 由 方程 (2 芒 纹 三 0 定义 的 


函数 . 证 明 : 
oz 9 9z 1 
ov oz or 
解 由 jz(ya, 饮 2) = 0 对 y 求 偏 导 得 到 十 旋 = 0, 于 是 有 
0 
97 二 
同样 由 /zy(z, 2),z) = 0 对 >z 求 偏 导 得 到 
9 -万 
90z 人 
jz z(zDo)=0 对 zz 求 偏 导 得 到 
9z -_ 户 
07 


然后 将 以 上 三 式 相 乘 就 得 到 
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or 0 09z 万、 万、 态 村 一 
0 = 人 站 所 站) = 
注 1 本 题 的 一 个 具体 例子 是 理想 气体 的 状态 方程 苹 - = 常数 . 轮流 固定 其 中 一 
个 变量 就 分 别 得 到 等 压 、 等 容 和 等 温 过 程 . 分 别 求 出 这 三 个 过 程 的 变化 率 , 即 偏 导数 , 其 
两 个 为 正比 例 , 一 个 为 反比 例 , 三 个 变化 率 相 乘 得 到 1. 
注 2 本 题 可 以 推广 到 mm 个 变量 的 情况 ， 设 由 方程 Flzaz?……,zn) = 0 确定 
2 (一 1 ,m) 为 其 余 妈 一 工 个 变量 的 函数 , 则 可 以 证 明 
0Z1 972 OZ 二 


OZz2 ”0z3 921 


特别 当 m = 2 时 就 得 到 8$2.2.1 中 的 z: 允 = 工 


习题 3420 设 尽 = 帮 z), 其 中 > = z(z;,y) 为 由 方程 >= zz 二 Vol(z) 定义 的 隐 函 数 . 
证 明 拉 格 明日 公式 


解 ”在 此 题 中 要 求 函数 和 无 限 次 可 微 . 
用 隐 函 数 存 在 定理 , 令 (zy 2) = > 一 z-yo(2, 任意 取 定 z = zo, 则 已 (zo,0, zo) = 
0, 是 有 严 (ao,0,ao) = 1 因此 在 (za 0) 的 分 域内 , 存在 隐 函 数 * =- z(z, 切 ， 且 无 限 次 和 


用 数学 归纳 法 . 
当 兄 = 工时 , 先 将 > = z(z;, 代入 方程 已 = 0, 然后 对 z,y 求 偷 导数 , 得 到 
0z 1 O0z 2(2) 


or 1-y20( 雪 ”9 1-9e2(z) 
利用 这 两 个 偏 导数 就 得 到 呈 = 工时 的 公式 : 
笋 = 加 生 一 7 和 一 P 生 ， 
在 进入 数学 归纳 法 的 第 二 步 之 前 , 先 做 一 项 准备 工作 , 即将 邑 = 工 的 公式 两 边 对 了 7 
求 偏 导 , 得 到 


D24 网 '(2) 02 0OV (2 D24 
0z07 5 3 3 


现 设 公式 对 m = 大 已 经 成 立 , 即 有 


Du 六 Du 
一 | (zj] 科 上 


2 
然后 将 上 式 对 y 求 侦 导 , 并 将 关于 的 前 述 公 式 和 3 兰 2(z 3 代入 , 这 样 就 可 
以 完成 数学 归纳 法 的 证 明 : 
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天 十 1 天 一 工 

3 全 = ftealmwO 区 对 +e( 下 二 所) 
= teaee 四 至 台 +ee(w 四 双双 上 ea3)} 
= THDCeO 冯 双 +eCeras 


天 
= (OO 径直 
注 “关于 拉 格 衣 日 公式 的 进一步 知识 及 其 许多 应 用 实例 可 在 [11] 的 第 二 卷 的 452 
小 节 中 找到 ， 


6.3.3 ” 隐 函 数组 的 导数 和 微分 计算 (习题 3401-3419) 


习题 3401 设 z+yT+z=0， 妇 2 十 岂 二 22 = 二 求 茸 和 


解 ” 按 题 意 z,y 为 因 变量 , > 为 自 变 量 . 
记 开 (z02 一 ZTV 二 2 GO 人 2 三 妈 十 内 十 好 一 1 则 可 求 出 尺 = 三 1， 
G = 2 GY = 2 于 是 尺 G 关于 my 的 雅 可 比 行列 式 为 3 人 2 = 2(y 一 o). 根据 
隐 范 数组 存在 定理 , 当 z 入 时 能 够 由 方程 组 玉 =CG=0 确定 连续 可 微 的 隐 函 数组 
2 一 2Z(2) 和 2 三 Wo 
在 将 z(z),y(z) 代入 方程 组 之 后 , 即 可 将 两 个 方程 对 z 求 导 得 到 
dZ dy 


人 
d2 dy 有 


目 可 由 此 方程 组 解 出 


上 日 太 研 人 dy 2 一 :z 


dz 2 一 0 dz 2 一 2 


s] 昌 | 1 中 olL ouL ou Ov 
习题 3402(b) 设 zuv 一 =0,W 二 zu =1 求 0 和 0 


解 1 按 题 意 ,2 为 因 变 量 , z,y 为 自 变 量 . 令 
下 (ZU) 一 2U 一 20U) Gy) 三 2 十 ZU 一 二 
则 可 求 出 雅 可 比 行列 式 


9o( PPG) 7 -4 


9(V) V/ 
根据 隐 函 数组 存在 定理 , 在 z2 + > 0 时 可 从 方程 组 已 =G=0 确 定 出 隐 函 数组 
4 一 MU)u=v(zI 人 .将 它们 代入 方程 组 , 然后 将 已 = G=0 对 z 求 偷 导 , 就 有 


OU OU OU OU 
一 1 加 


= 22 十 太 2. 


蜡 。 


此 即 可 解 出 
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ou 一 2 一 包 0 一 2 十 儿 


全 


D7 2 十 好 Dr 2 十 妇 

又 将 焉 =G=0 对 y 求 偏 导 , 即 可 类 似 地 求 出 
OU 20 一 2VU 9u -一 ZV 一 zy 

0 2Z2 十 42 0 22 十 ?2 

解 2 (全 微分 法 ) 如 解 工 那样 将 隐 范 数 代 入 方程 组 成 = G = 0, 利用 一 阶 微分 的 

式 不 变性 , 求 两 个 方程 的 微分 即 可 得 到 


Zdu 一 yd 三 一 dzZ 十 dy/ 


NS 


yd 十 Zdu 王 一 dz 一 人 dyV. 


然后 解 出 
2zZ(-udz 十 vdy) 十 V(-vdz 一 允 dy) (一 Zu 一 VV)dz 十 (Zu 一 2 dy 
du 2 ， ,2 人 网 网 ) 
V 2 十 9 
2zZ(-vdz 一 udy) 一 y( -dz 十 vdy) (-Zu 十 Wu)dz 十 (一 Zu 一 UV) dy 
dv = 2 二 7 ,7 
4 全 4 
此 即 可 得 出 与 解 1 相同 的 四 个 一 阶 偏 导 数 . 


习题 3407 在 Ozy 平面 上 怎样 的 区 域内 , 方程 组 
和 一 由 十， 一 妈 十 zz 一 好 十 o 


( 式 中 参数 和?v 取 一 切 可 能 的 实数 值 ) 定义 z 为 变量 z 和 yY 的 函数 ” 求 导 数 全 和 


az 
97 

解 将 前 两 个 方 各 改写 为 (wwm 切 oa 一 0 G(w wm 坟 一 由 + 必 开 一 
0. 则 就 有 瓦 G 关于 忆 v 的 雅 可 比 行列 式 为 < 二 -2(o 一 划 , 因此 在 必 关 时 即 可 


从 下 ==G=0 确 定 如 vv 为 zy 的 函数 ， WE 2 为 了 ;1 的 函数 ， 
于 z=v+w 和 yy = 十 02 关于 岂 v 对 称 , 因此 关于 直线 炎 = v 对 称 的 两 个 点 
(其 中 必 夭 w) (wo) 和 (wuu) 映 为 坐标 面 xzOy 上 的 同一 个 点 . 由 平均 值 不 等 式 有 

22 一 (十 2 甩 2(002 十 22) 一 2， 
此 在 坐标 面 vOu 上 由 直线 业 = 分 成 的 两 个 半 开 平面 分 别 映射 为 坐标 面 zOy 上 的 
一 个 区 域 


可 本 


= {tc 凡 |y> 二 2 
反之 即 可 从 点 (z;, 人 E 解 出 (uv)， 全 出 刀 上 z 为 zy 的 可 微 函数 . 
对 >z= 了 妇 十 凤 微 分 得 到 
dz = 3u2 du 十 3u2 du， 


可 见 需要 求 出 du 和 dvw. 
对 于 前 两 个 方程 求 微分 得 到 
du 十 dv=dz，2vdv 十 2uvdu =dy， 


于 是 即 可 解 得 
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20dz 一 dy 人 
和 2 一 ) 人 2 一 2 
然后 代入 到 dz 的 前 述 表 达 式 中 , 即 可 得 到 


2 (6u2v -6uo2) dz 十 (一 3 十 3v2) dy 


2 一 2 
此 可 见 在 立夫 vv 时 有 
oz 3u2vo 一 3uo2 的 2 
oz 风 一 信 3wu 一 避 忆 Z 小 
oz -3u2 上 +3o2” 3 3 
人 


注 函数 :的 定义 域 可 以 延 拓 到 区 域 万 的 边界 上 , 这 时 的 可 微 性 讨论 见 后 面 86.5.2 
的 习题 3548 的 注 ， 


习题 3408 (b) 设 


和 一 由 十 42， 
y 一 一 03， 
大王 20 仿 
> D2z 全 到 
求 在 点 =2,uv=1 的 值 . 
9Z9V/ 
解 ”从 zy= 2uv 求 得 
D2z -2949u 29u 9u ， D2u D2v 


OZ97/ 90Z 0V/ oy oz “zay 9207 
因此 需要 计算 出 ww 关于 z,y 的 所 有 一 阶 偏 导 数 和 两 个 二 阶 混合 侦 导 数 . 
将 题 设 的 前 两 个 方程 改写 为 妨 (zuo) = 尺 十 只 一 了 0 G(u) = 了 一 
0 一 9 = 0, 则 可 计算 出 玉 G 关 于 必 v 的 雅 可 比 行列 式 为 
9( 忆 G) 1 2 
(wo |2w -3o2 
且 知 其 在 点 凿 = 2, = 1 处 等 于 -11, 因此 可 在 此 点 的 邻 域内 确定 如 v 为 z;y 的 可 微 函 
数 . 将 它们 代入 方程 己 = G = 0, 求 微分 得 到 
du 十 2uv du 一 dzZ， 
2udvu -3vu2 dv = dy/. 


一 一 3u2 一 4uu， 


此 可 解 得 
1 2 
一 d 多 
dv 证 (一 3u dz 一 2 dz)， 
1 
do 一 2 dz 十 dz/). 
5 一 302 一 4uv AN 
于 是 可 得 出 所 要 的 全 部 一 阶 偏 导 数 为 
oO 3u2 oO 27V 
07 3u2 十 4 ” 0y 3u2 十 4” 
ov 2 ov 下 
92 3u2 十 4 ” 0yV 3v3 十 4 ” 
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49 
用 炎 = 2v =1 代 入 得 到 
oOL 3 oOL 2 OV 4 ov 一 1 
or 11” ooy 11 oz 11” 0V 11 
再 计算 两 个 混合 偷 导数 如 下 : 
D24 OV 1 3u2 OU ， OU ， OU 
9zo9y 2 [6 0y 3o2 二 4 (3o2 十 4uo)? (ev 0 “9 人 90V 衣 “= 
0 18 
一 TIT+ 3 
D2v OU 1 2 OV OV OU 
-| 一 4u9u +4 
9Z0y "=? | 90 3202 二 4 (3o2 十 4uu)? (6 97 人 5“ “27 ) "二 ? 
人 4 24 
一 TT+H3T 


2 
将 以 上 所 得 的 全 部 数值 代入 中 就 得 到 


D2z 到 oO ov ，u 0 ov D27 D2v ) 

90Z0y jx=? 2 0y 3 07 人 90zZ0V 人 0Z0y /v? 
0 人 
| 
10 4 36+9%6 26 
”121 121 1331 121- 


习题 3413 设 方程 


和 二 pt 


解 ”利用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 对 三 个 方程 求 微分 得 到 


8 = 四， > 一 Xu 
定义 z 为 二 和 ? 的 函数 . 求 笠 和 3 


dz 一 du 十 9 du， 
dy 三 赂 q 十 铬 du 


dz 一 XL du] 


将 上 式 看 成 为 左边 的 向 量 用 右边 的 两 个 向 


F 


刁 


旦 . 


H X4 dv. 
的 线性 组 合 , 其 系数 


维 向 量 线性 相关 可 以 推出 下 列 行 列 式 等 于 0: 
dZ po 00 
dy 内 则 |=0. 
dz Xe 和 
将 上 述 行列 式 按照 第 一 列 展开 , 就 得 到 
9(%,X) 9(0X,P) 0(2;Vp) 
人 
此 即 可 得 出 
9(% X) 0(X, O) 
Oz 三 9(u,u) Oz 三 9(， u) 
97 oo,Vp) ” 99 0) 
9o(u;v) 9(V) 


为 du 和 du, 则 从 三 个 


) 
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习题 3414 设 
和 一 p(U)， 4 三 W(uU)， 
求 反 函数 妨 = w(z,y) 和 2 = v(z;2) 的 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 . 


解 ” 将 微分 计算 写成 向 量 矩 阵 形 式 
人 四 人 | 加 ) 和 人 加 人 | 人 ， 
do No 鸭 /Ndy 人 


即 可 看 出 有 
12ow oo 11 0 
凡人 NO 1 


于 是 可 通过 逆 矩 阵 运算 得 到 


其 中 分 母 了 = 网 败 二 风骨 
这 样 就 求 出 了 反 函 数 ww 的 一 阶 偏 导数 


到 1 
败 = 人， 的 = 全 区 = 人 区 = 全， 


为 求 反 函 数 的 二 阶 偏 导数 , 对 于 前 述 dz 和 dy 用 du, do 线性 表 出 的 等 式 再 求 微分 
其 中 又 利用 dzz = d2y = 0, 于 是 可 得 到 

2 01d fedu+odo padu+eodoy de 1C 

休 | 人 | 加 (中 


可 = du2 十 200 du do 十 2 do2， 
到 三 录 du2 十 2 dudo 十 录 do2. 
再 次 利用 逆 和 矩阵 运算 , 即 可 得 到 
du = -于 (网 一 多 内 )， 


dau = 一 于 (一 赂 碟 十 鸣 太 ) 
以 下 是 对 于 习 的 具体 计算 .用 du = wz dz + dy do = vzdz 十 uy dy 代入 得 到 
吕 = 识 {[ol( 的 和 2 一 2 人 网 鸡 十 oo 的 科 dz 
十 2[ 一 Plus 十 pus(Wpu 十 po) 一 poowes dazdy 

十 [ps(20 关 一 2000000 十 Po(20) 们 do， 
又 可 见 着 将 上 述 表 达 式 中 的 所 有 的 o 的 二 阶 人 往 导 数 改 为 落 的 相应 的 二 阶 偏 导 数 就 可 以 
得 到 了 的 表达 式 . 

将 马帮 代入 d2u 的 表达 式 中 , 并 分 别 收集 dz2, dzdy 和 dy2 项 的 系数 , 就 得 到 
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1 


// | 
T3 


关于 v 的 二 阶 俩 导数 的 计算 从 略 . 


十 ( 咏 02 一 力 


习题 3416 函数 vv = v(z) 由 方程 组 


eV du 和 d2v 
定义 , 求 二 和 d72 : 


忆 三 帮 o 0 2)， 
9(Z,V2z) 一 0， 
AZ, 2) 一 0 


数组 存在 定理 可 知 , 题 设 的 方程 组 确定 出 yz 为 z 的 函数 . 


解 ” 从 题 意 和 隐 范 
它们 代入 方程 组 并 引入 算 子 
0 0 ， /0 
本 3z 0y ”32， 
则 就 有 


将 此 方程 组 再 改写 如 下 


内 一 4j = 六 十 及 Y 十 肪 z 
0=49g 王 91 十 9 十 932z 
0 二 4 二 网 十 民风 十 网 


凡 一 及 YY 一 玉 2 = 及 ， 
一 928 一 92 一 091， 
一 12g 一 1 = 由， 


然后 即 可 解 出 
诈 疡 访 
/ / / / 
人 
/ 2 ]s 0(Z,y，2) / 73 
/ / 加 9( 九 ) / 
92 93 本 092 
有 克 (， 2) 肌 


为 求 二 阶 导 数 , 先 将 前 述 方程 组 求 导 得 到 


党 


了 
》 


/ 
之 . 


生 纤 
网 ， | 由 
)》 之 一 
909 99 
7 1 


0 
Way 二 本 (多 pi 一 入 网 四 一 (用 二 凡响) 一 Po 
十 pu(Wpoo 一 po 外]， 
LU 入 二 一 高 [0 ( 风 2 和 一 网罗 一 200000002 一 屹 多 


) 


). 


将 
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7 42F 及 3 


0== 生 9g 十 的 儿 十 的 2 
0= 427 十 及 多 十 的 2 


然后 即 可 解 出 
下 
429 的 的 
427 及 网 


好 
公 ”一 


99 909 
胎 册 


6.3.4 隐 函 数 与 偏 微分 方程 (习题 3421-3430) 


与 86.2.5 的 第 (1) 种 类 型 的 习题 类 似 , 这 里 的 习题 是 给 定 方程 (或 方程 组 ) 其 中 一 
般 含 有 任意 可 微 函 数 , 要 求 验证 由 方程 (或 方程 组 ) 确定 的 隐 男 数 满足 某 个 偏 微分 方 和 


习题 3421 设 E(wv) 是 变量 wy 的 任意 可 微 函 数 , o 和 ?为 常数 . 证 明 : 由 方程 


E(z 一 0a2,V 一 bz)=0 (]) 


定义 的 函数 > = z(z,y) 为 方程 


的 解 . 说 明 曲 面 (1) 的 几何 性 质 . 


解 将 z=z(z,y) 代入 方程 , 对 z,y 分 别 求 偏 导 , 得 到 
到 (1 一 a 9 ) 00.92 一 0， 


07 2 07 
和 92 人 092 一 
焉 0 人 + 到 (1 5 条) = 0 
然后 即 可 解 出 
oz E1 
9z ”0a8 十 三 9 
02 灾 2 
9y ”0 本 十 生 》 


从 而 可 得 到 0-92 二 092 = 1 
OZ 097/ 
于 (3 3， 一 1) 是 曲面 的 法 向 量 , 因此 上 述 偏 微分 方程 表明 曲面 上 任意 点 处 
的 法 向 量 与 一 个 常 值 向 量 (al) 正 交 , 即 曲 面 为 柱 面 , 其 母线 平行 于 向 量 (o, 必 1)， 
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习题 3423 设 @(w) 是 变量 v 的 任意 可 微 函 数 , ,2 和 c 为 常数 . 证 明 : 由 方程 


az 十 几 十 cz 一 王 (2 十 妇 十 妆 2) (2) 
定义 的 函数 > = z(z,y) 满足 方程 
90z ， oz 
(cy 一 50z) 3 (az 一 cDZ) 二 07 一 QU， 


说 明 曲 面 (2) 的 几何 性 质 . 


解 将 z=z(z;y) 代入 (2), 然后 对 z,y 分 别 求 偏 导 , 得 到 
(c 2z 再 /).9z 一 一 0 十 2z5/， 


907 
(c 225) 3 = 一 十 29 至 / 
解 出 
02 一 4 十 2 902 ”一 十 2%/ 
07 c 一 2z8@' ”0V c 一 2z@' 
然后 代入 方程 就 有 
(cy 一 pz) 外 十 (az 一 cZ) 宁 三 La 时 2 后 本 2 介 


一 02 一 QU， 

为 了 解 曲面 的 几何 意义 , 任 取 曲 面 上 的 一 个 点 (zo,yo,z0), 且 
12 一 28 十 吧 十 好 ， 
就 可 以 看 出 点 廿 同时 满足 以 下 两 个 方程 : 
az 十 轨 十 cz 一 亚 ( 门 ， 妇 十 只 十 妈 王 半 . 
而 上 述 两 个 方程 的 几何 意义 是 一 张 平 面 和 半径 为 ” 的 球面 . 它们 有 非 空 交 ， 
经 过 点 古 的 一 个 圆周 , 它 的 圆心 是 平面 az 二 or 十 cz = 更 (72) 与 直线 7 一 一 的 
交点 . 由 此 可 见 , 这 个 圆周 是 点 机 绕 此 直线 旋转 而 形成 的 . 
这 样 就 证 明了 曲面 az 十 加 十 cz = 得 (z2 十 凡 2 十 22) 是 以 直线 = 羡 = 罗 为 旋转 
和 的 旋转 曲面 . 

此 外 , 前 面 证 明 的 偏 微分 方程 可 改写 为 曲面 的 法 向 量 ( 3 ,9 ,一 1) 、 曲面 上 的 点 
的 矢 径 向 量 (z,y, >) 和 办 量 (a bc) 的 混合 积 为 0, 即 


心 


A 寺 


0 

oz 0yV 

汪 / > |=0. 

Q 0 EC 
这 也 有 明显 的 几何 意义 . 对 于 曲面 上 的 点 P(z,y 2 矢 径 向 量 (z,y 2) 与 旋转 轴 的 方向 
向 量 (oa bc) 的 向 量 积 就 是 点 尸 绕 旋转 轴 形 成 的 圆周 在 点 已 处 的 切 方向 . 由 于 该 圆周 
在 曲面 上 , 因此 该 切 方向 与 曲面 的 法 向 量 必定 正 交 . 
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习题 3426 设 a = a(z,y) 为 参 变 量 ， ja) 为 任意 可 微 函 数 . 证 明 : 由 方程 组 
Eeeasa 


一 Zsinaw 十 ycosgsa 一 太 (oa) 
定义 的 函数 > = z(z,y) 满足 方程 
(有 +( 咒 ) = 汪 
解 ” 题 意 表 明 从 方程 组 确定 > 和 a 为 z;y 的 函数 . 对 第 得 到 
cogadzZ 十 Sinawdy 十 (一 zsina 十 ycosa) da 十 过 dz = 万 (a) da. 
利用 第 二 个 方程 即 可 消去 上 式 中 所 有 与 da 有 关 的 项 , 于 是 得 到 


dz 三 一 2CcosQdz 一 2Sina' dy， 


这 样 就 同时 得 到 了 


它们 的 平方 和 等 于 22. 
注 “习题 3426-3429 的 背景 可 参看 $6.5.3 的 包 络 线 与 包 络 面 . 


习题 3430 证 明 : 由 方程 
一 ZP(2) 十 几 C2) 
定义 的 隐 函 数 > = z(z,y) 满足 方程 


Dz \2 92z 9z 9z 9> oz 202> 
人 Dz2 < 907 9207 人 | 902 站 


解 ” 对 方程 y = zep(z) +W(z) 求 微 分 得 到 dy = 2(z)dz 二 ze2'(z)dz 十 内 (z)dz. 将 
已 整理 为 


Go(+UWG)dz= -peGjdz+dy 
就 可 得 到 
02 OP(2) 92Z 1 
了 DTV 大林 TV 
然后 从 上 述 一 阶 策 导 数 百 求 储 导 得 到 
D2z “(z 09z 之 / 1/ 1/ 0z 
只 旷 + 训导 OF{a+ewO+YOI 莹 } 


D2> 工 儿 荔 于 议 六 DZ 
TO 
时 1 宛 1 AN] 92 

有 [ze'(z ) 人 信人 2 由 昌 人 ff 0 “(z ) 十 幼 (z )] 


将 上 述 三 式 分 别 乘 以 ( 3 人 (3  】 后 相 加 就 得 到 0 
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55 


86.4 变量 代 换 (习题 3431-3527 ) 


内 容 简介 ”变量 代 换 是 常 微分 方程 、 俩 微分 方程 等 领域 
可 分 为 一 元 函数 和 多 元 函数 的 变量 代 换 两 部 分 , 后 者 又 分 为 只 
时 对 自 变 量 和 因 变 量 作 代 换 等 3 个 小 节 . 


从 第 二 小 节 开 始 是 多 元 函数 的 变量 代 换 计算 , 其 


1 的 基本 工 
对 自 变 量 作 代 换 以 及 同 


.本 闻 的 习题 


的 技巧 性 较 强 , 对 于 初学 者 是 一 
个 挑战 . 若 方法 选择 不 当 , 则 计算 可 能 会 很 繁复 , 也 很 容易 出 错 . 为 此 在 计算 方法 上 提出 


以 下 几 点 供 参考 . 
() 在 变量 代 换 前 后 的 两 组 变量 中 , 往往 可 以 自由 选择 其 中 某 


组 变量 为 上 


变量 ， 


另 一 组 变量 为 中 间 变 量 @, 但 在 一 个 解法 中 作出 这 样 的 选择 之 后 不 应 当 


再 作 改 变 . 


(2) 在 作出 
的 全 微分 方 当 


可 以 利 


.特别 是 对 于 一 阶 全 微分 


这 样 的 形式 不 变性 , 但 在 很 多 问题 的 计算 中 也 是 有 用 的 . 这 时 可 以 利用 


分 一 定 等 于 0 的 特性 . 然而 没有 这 样 的 性 质 . 


(3) 利用 自 变量 的 微分 可 以 


! 辐 变量 的 二 阶 微分 则 
自由 赋值 的 特点 ， 


1) 中 的 选择 之 后 , 除了 直接 计算 各 个 偏 导数 之 外 , 还 可 以 用 86.2 和 86.3 
其 形式 不 变性 . 二 阶 全 微分 虽然 没有 


自 变量 的 二 阶 微 


在 作出 (1) 中 的 选择 之 后 , 可 以 将 


自 变 


量 的 微分 取 为 某 些 特 特 殊 数 
在 86.4.2 的 第 一 个 习题 3458 


6.4.1 “一 元 函数 的 变量 代 换 (习题 3431-3457) 


本 小 节 是 关于 常 微 分 方程 或 一 元 函数 的 微分 表达 式 的 变量 代 换 . 这 方面 的 


j 的 手册 是 [23]. 


和 


习题 3432 把 y 看 作 新 的 自 变 量 , 变换 方程 
/271(g 二 10WW0o 四 154//3 一 0. 


值 , 这 往往 会 提供 变量 代 换 的 较为 简便 的 计算 方法 @. 
人 体 求解 对 上 述 各 点 作出 解释 . 


解 (概要 ) 按照 题 意 即将 原来 的 自 变量 z 看 作 新 的 医 
知 函 数 y(z) 的 微分 方程 转化 为 关于 其 反 函 数 z(y) 的 新 的 微分 方程 . 


变量 , 这 样 就 要 求 将 关于 未 


为 此 需要 求 出 反 函 数 z(y) 的 前 儿 阶 导数 . 将 它们 用 记号 


习题 1145, 在 那里 已 经 计算 得 到 反 函 数 的 前 4 阶 导 数 为 : 
// ]/ /1/2 
2 一 旺 允 = 一 姑 ， “= 一 气 ) 
2 2 V 4 
人 2/(4) 1070U1/ 154///3 
2 W/5 21/6 2 


可 见 本 题 的 方程 已 经 转换 为 z 风 = 0. 它 的 通 解 即 所 有 的 三 次 多 项 式 . 
Q@ 这 是 对 因 变 量 保持 不 变 的 代 换 来 说 的 , 对 于 因 变 量 也 参加 代 换 的 情况 可 以 类 推 . 
@ 这 种 方法 在 [11 

换 计算 中 经 常 有 效 , 并 将 成 为 本 节 以 下 从 8$6.4.2 到 8$6.4.4 的 主要 方法 之 一 . 


第 三 卷 的 222 小 节 的 例题 6) 中 有 所 提 及 (该 题 即 是 86.4.4 的 习题 


2/27 表示 . 回顾 $2.5.2 的 


3514), 它 在 变量 代 
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习题 3433 把 zx 看 作 函 数 , 把 上 = zy 看 作 自 变量 , 变换 方程 


凡 十 二 W 二 y 一 0. 
人 
解 用 之 立 记 z 对 上 的 导数 . 从 ti= zy 对 上 求 导 , 就 有 1 = 2 十 22W, 解 得 
/一 工 上 志 
7 人 了 2 
将 上 式 再 对 zz 求 导 , 就 有 
d(V ) 
7 二 = 革 ( 委 十 2z 和 工 人 | 
2 可 272 记 7 
dt 
加 2 区 1 二 2 
Z2 03 23 
将 风 ,%' 代入 方程 就 得 到 
1 友人 和 二 2 允 芷 ) 十 三 (二 与 ) 十 二 
w+2+9= 人 2 守 0 本 2Z2/ 2 
艺 帮 
一 一 一 一 十 一 =0. 
0 它 3 化 


整理 后 就 得 到 新 的 方程 为 艺 一 碗 3 = 0. 若 将 守 作 为 未 知 函 数 , 则 就 将 原来 的 二 阶 变 系 数 
线性 方程 转换 为 容易 求解 的 一 阶 常 微分 方程 . 


习题 3438 引入 新 变量 y = 人 5 


多 十 P(Z)U 十 q(Z)y = 0. 


对 


p(z) < CO), 变换 常 微分 方程 


解 为 简明 起 见 , 令 
放大 汪 人 2 d5 
则 y = wj(z). 对 自 变量 > 求 导 得 到 
yY = w+ 地 人 |- 去 p(o|， 
多 =WJe)+2uwj(o) | 一 计 plz)| +ar(m 于 P2O 一 辣 Flz)z()， 
将 它们 代入 所 给 的 方程 就 得 到 
多 十 DO Te(z = |w7o) -we)p(z)+ RN 7 


= Jo){w+ 人 ) ) 一 5 过 
于 jz) 没有 任何 零点 , 因此 可 以 约 去 F(z) 得 到 等 价 的 新 方程 为 
十 [ea 一 冯 po) 一 到 PP = 0 
注 本题 是 二 阶 变 系数 线性 常 微 分 方程 研究 中 的 一 个 基本 变量 代 换 , 它 表 明 总 可 
以 消去 该 方程 中 关于 未 知 函 数 的 一 阶 导数 项 


86.4 ”变量 代 换 (习题 3431-3527 ) 
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习题 3443 引入 新 变量 z = 革 , 攻 = 芋 , 其 中 心 = ut, 变换 方程 W 一 z3 十 
2 一 /=0. 
解 ”用 必 世 等 记忆 对 寺 的 导数 , 则 有 


将 它们 代入 所 给 的 方程 就 得 到 


/]// 23 // 1 


V 


QQ 
/ dy dt 世 t 本 
2 站 7 化 一刀 L 
dt 友 
了 
// 2 上 dt 本 一 t 7 
了 
dt 妇 
d( ) 
WA 于 人 二 于 本 344 一 本 郊 
dd 妇 


23 十 ZU 一 = (一 31 人 一 友 立 ) 


一 一 友 嫌 一 31 全 一 全 一 妈 王 0. 


于 是 变换 后 的 方程 为 她 习 十 Ga 十 1) 志 十 习 = 0. 若 将 习 看 作为 新 的 未 知 函数 , 则 就 已 将 


原来 的 三 阶 方程 转换 为 二 阶 方程 . 


习题 3444 (斯 托 克 斯 方程 ) 令 


解 用 


让 芋 - 三 生 -， 4 一 了 |= 人 | 
2 一 了 过 


并 把 飞 看 作 变量 上 的 函数 , 以 变换 方程 


记 


Le 


2 习 等 记 2 也 关于 蕊 的 导数 , 则 从 二 与 2 的 关系 式 对 苇 求 导 得 至 


四 
NI 一 aw 了 一品/ 


许 是 得 到 玉 二 他 三 本 人 = 愉 ， 
人 


一 
然后 计算 
qd 1 Q 一 D 
y =v+( 人 一 中 下 一 4 十 性 一 切 序 二 4 十 本 
1 人 Q 一 D Qw 一 bb 区 
2 本 了 宛 
和 


将 上 式 代 入 所 给 的 方程 就 得 到 


即 已 转换 为 常 系数 的 二 阶 线性 微分 方程 (参见 [23] 的 2.382 题 ). 


(Zaz- (za2 za Cao” 


证 人 


(一 中 


中 
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习题 3448 证 明 : 方程 (+V2) -32 = 0 的 形式 在 射影 变换 
al 十 57 十 cl a2C 十 bo277 十 co2 


ac 十 bo 十 c ac 十 b7 十 c 
下 保持 不 变 . 


解 本 题 有 误 回 . 即使 用 最 简单 的 z 一 59 = at (a 尖 1) 代入 , 方程 也 不 是 不 变 的 
若 将 方程 改写 为 


三 治 - ER 
x+W 2 一 3yw201 +Y 2 分 一 0， 


则 就 是 


[由 +o%) 2 =0， 


六 本 科研 富 六 

回忆 平面 曲线 的 曲率 公式 (参见 82.14), 可 见 上 述 推导 表明 满足 所 给 方程 的 曲线 的 1 
为 常数 , 因此 就 是 平面 上 所 有 的 圆 . 可 是 在 本 题 的 射影 变换 下 , 圆 在 变换 后 一 般 不 再 
圆 . 因此 本 题 关 于 方程 形式 不 变 的 结论 不 能 成 立 . 

然而 在 射影 变换 下 不 变 的 方程 是 存在 的 . 这 就 是 

9y/29145) 一 459000U 十 40y03 = 0. 

它 可 从 86.3.2 的 习题 3382 的 二 [7 = 0 推出 , 其 通 解 就 是 所 有 的 平面 二 次 
线 ( 且 包括 退化 情况 在 内 ), 而 在 射影 变换 下 二 次 曲线 仍然 变 为 二 次 曲线 . 

注 关于 射影 变换 的 分 解 见 [14] 的 8$37, 上 述 方程 孢 是 该 书 第 二 章 的 习题 18, 被 称 为 
阿尔 方 微分 不 变量 . 此 外 还 可 参见 [23] 的 题 7.11 和 7.17. 


各 攻 


菊 


习题 3449 ( 施 瓦 茨 导 数 ) 证 明 : 


ov 的 3[ 东 的 下 
| | 去 G | 
的 值 在 分 式 线 性 变换 夺 
1 一 0 (ad 一 pc 天 0) 
下 保持 不 变 . 
解 ”为 证 明 S[z(] = 5Sfy(b], 只 需 用 链 式 法 则 求 出 y 的 一 阶 到 三 阶 导数 : 
/ a[cz(b) 币 dl E claz(Lt 二 U 号 aq 一 bc 2 
ee 区 Of “四 = 区 人 + 下 ?他 
MA 2c(ad 一 pc) (人 12 ad 一 pc 本 
7 区 一 区 人 上 下 民 划 + 区 是 下? 节 ， 
M1 AN 6c” (ad 一 bc) 上 6c(ad 一 pc) (20 QQ 一 bc M/ 
本 


将 它们 代入 Sby 人 的 ] 中 即 可 得 到 
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2 3 
[yb] 全 了 全 2 | 了 ] 
6c? /AN12 6c // Z (人 ( 3 2c / 2 人) < 
和 | 和 
2 人 2 人 2 
= 写本 交 | = SP 


注 1 在 [32] 的 第 六 章 第 二 组 参考 题 12 中 列 出 了 施 瓦 茨 导 数 的 几 个 基本 性 质 , 从 
其 中 两 个 性 质 即 可 推出 本 题 的 结论 . 一 个 性 质 是 


5( 8 人 0 


另 一 个 性 质 是 
oo 三 sU| [ORG 
注 2 这 里 对 历史 作 一 点 注解 . 施 瓦 菊 导 数 是 复 分 析 中 的 一 个 较 老 的 概念 . 据 编者 
所 知 , 施 瓦 茨 导 数 在 二 十 世纪 七 十 年 代 后 期 开始 的 混沌 学 的 发 展 中 有 重要 的 应 用 , 见 
[7] 中 专门 为 此 写 的 附录 B:“ 施 瓦 欧 导数 和 注 格 尔 定理 ”. 对 于 施 瓦 茨 导 数 作 较 全 面 介 
绍 的 一 篇 短文 为 : V. Ovsienko and S. Tabachnikov, What is the Schwarzian derivative? 
Notices of the AMS, v.56, no.1 (2009) 34-36. 在 该 文中 提 到 ,5S[z(] = 5[y 人 的 ] 的 充分 


必要 条 件 是 vb) 二 oz 办 十 rad 
必要 条 件 是 y 人 (人 于 (ad 一 pc 和 0). 
习题 3450 令 z=7rcosgso,y =7rsino, 写 出 方程 2 在 极 坐 标准 2 下 的 
形式 . 
解 视 7 为 op 的 函数 , 记 m 为 > 对 于 wp 的 导数 , 则 有 
9y 
dy dp sinwp 十 rcosw 
dr dr micosp 一 rsino 
dw 


将 它 代 入 所 给 的 方程 就 得 到 
rsino%p 十 rcogsp 7cogsp 十 rsinp cos 十 Sinw 
rcogsp 一 rsinoD ， 7rcosp 一 rsinp cosp 一 Sinop 

将 此 式 交 叉 相 乘 并 加 以 整理 , 就 得 到 变换 后 的 方程 为 ” = ”. 这 容易 解 出 为 

六 一 Cey， 

其 中 C 为 任意 正常 数 . 可 以 看 出 , 这 就 是 对 数 螺 线 (参见 第 一 册 附 录 一 的 习题 371.1(d)) 

显然 它 适 合 于 用 极 坐标 来 进行 研究 . 


习题 3455 写 出 方程 组 
dz 
二 
在 极 坐 标 下 的 形式 . 


一 上 + jz(z2 十 轨 )， 


解 从 全 = 到 十 几 和 2 = arctan 二 出 发 求 时 就 得 到 
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d7 2 dz V dyV _ ，3 

dt 7 dt 产 二 二 订 ， 

dy dz 
dp 1 有 
上 星 二 ”及 现 三 
二 

即使 不 求 出 mo 的 显 表 达 式 也 已 经 可 以 看 出 , 随 着 寺 的 递增 , 平面 上 的 积分 曲线 


CD,2W) 必定 是 


以 顺 时 针 方 向 


符号 或 者 单调 趋 于 0 或 者 趋 于 无 穷 大 . 显然 , 采 ) 


线 的 定性 


究 是 合适 


习题 3456 引入 六 


解 
可 见 具 要 求 出 人 


适 的 , 


所 函数 = Vz2 十 2, p = arctan 
d27 d27 
作 二 7 和 
d 友 d 友 


d 
dt 


dy 
性 


dz 
7 于 


作 王 


让 


和 - 季 


一 六 Co0S0D 一 SinD :0OD， 二 


将 它们 代入 太 的 


新 表达 式 中 就 得 到 
三 = 全 (2 的) = 2r7 所 十 720， 


习题 3457 坟 


求 TY/ 及 7/ 


注 “ 本 题 与 82.5.2 的 习题 
第 一 卷 的 84.9 以 及 第 二 卷 ! 


6.4.2 


E 勒 让 德 变 换 中 ， 


允 =W， 了 =2ZU 一 沙 


专 设 的 81.6“ 勒 让 德 变换 ”. 


.从 zZ=7rcosp 和 7 =7rsino 出 发 对 上 求 导 


2 一 六 Sin 2 


人 ,以便 变换 表达 式 


记 方 兄 等 为 风 Pp 关于 虑 的 导数 , 并 将 所 给 的 表达 式 改写 为 


是 有 


围绕 原点 作 无 限 次 旋转 , 而 它 与 原点 的 距离 则 按照 开 
j 极 坐标 系 对 于 本 题 的 方程 组 的 积分 


HH 7 cos OO. 


1144 重复 . 此 外 , 关于 勒 让 德 变换 的 应 


| 线 y =W(z) 的 每 一 点 (zy 对 应 于 点 (X )， 


0 


的 


2 


可 以 参考 [6] 的 


本 小 节 的 习题 只 涉及 一 阶 偏 导 数 ， 下面 的 第 一 个 习题 是 对 于 本 节 前 言 中 提出 的 各 
种 方法 的 一 个 初步 解释 . 

习题 3458 引入 新 的 自 变 量 上 一 十 岂 站 = 工 一 y， 解 方程 3 = 入 

解 1 2z;,y 是 原 自 变量 , 6,7 为 新 自 变 量 , 于 是 既 可 写 出 z = 2z(z(6 四 VD))， 也 可 
写 出 : = z(e(z, 几 ,nz 切 ). 现在 选择 后 者 , 即 以 z,y 为 自 变量 , 以 &,y 为 中 间 变 量 , 则 
可 以 计算 方程 中 的 偏 导数 如 下 
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上 述 结果 代入 所 给 的 方程 就 人 


0z 


908 


0z> 971 


02 ，0z 


07 
OZz 


o7 07 oz7 
906 ， 


oz 01 


06 0 
O0z OZ 


97 


0 on 9y 
Oz 


98 


1 0 为 任意 


人 


可 微 函 数 . 
解 2 若 选择 5,7 为 自 变 量 


= 壮 人 十 妨 和 = 


解 3 (全 微分 法 ) 


0z 0z 


得 到 


旦 
2 


07 


Z)2 为 
去 人 一 由 , 然后 就 有 
ozoy 


2 一 %(6) = 


于 是 即 可 解 出 
2(Z 十 乡 ， 


077 


1 癌变 量 ， 


则 需要 从 题 


设 的 代 换 求 出 其 逆 代 换 


07 
OZz 


0C 
oz 


906 
07 


ov 0 2 
Dz 9y 


工 ( oz ，0 
orz 0 
O0z 0 


， 
4/ 过 


om7 ozr 


此 可 见 原来 的 方程 即 变 成 3 = 


971 


97 071 
0 (因此 3 2 


利用 一 阶 微分 的 下 


多 式 不 变性 就 有 


一 人 


是 不 需要 


| 


其 余 同 解 1. 


95 


dz 一 2zdz 十 为 dy 二 下 9 十 2d71 


=x%(dz+dy) 十 为 (dz 一 dy) 


一 ( 寻 十 动 )dz 十 (下 一 为 ) dy， 


此 即 可 得 到 浆 一 伦 十 田 和 为 三 只 一 为. 


计算 的 .) 


以 下 与 解 1 相同 . 


解 4 从 所 给 的 方程 可 见 , 在 全 微分 等 式 


QZ 三 


07 


, 若 令 dz = 1 dy = -1, 则 就 有 dz = 0. 


9z dz 十 92 dy 


9V 


又 从 代 换 关系 上 E=Zz+ 轴 9I9 =Z 一 可 得 到 


可 见 当 


dc = dz 十 dz， 
dz 一 1,dy=--1 时 ,就 有 dc= 0, dm7 = 2. 


d7 = d2Z 一 dy， 


ee 


则 就 得 到 3 = 0 


习题 3460 引入 六 


解 1 在 本 题 的 变量 代 换 ， 


2 


余 同 解 1. 


dz 一 


和 


所 的 自 变量 


蚂 《 


忆 ， 


71 


0 


/一 pz, 解 方程 a 


习 变 上 


一 阶 微分 的 形式 不 变性 有 
dz 一 2dZz 十 为 dW 二 下 十 为 0 二 下 dz 十 为 (dy 一 2dz)， 


此 解 得 


时 的 变换 与 


“9z Dy 
因 变 量 > 有 关 , 但 


2 仍然 为 
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由 / / 
dz 三 二 现 (ze dz 十 2 dy)， 
区 


和 坟 
几 全 一 《 / 一 了 7 将 方程 / / 一 就 得 到 
可 见 有 罗 让 ,2 一 工 二 本 将 它们 代入 方程 oz 十 bzy = 工 就 得 到 


az 十 bo 一 工 十 bz 
于 是 方程 转换 为 性 = 二 , 因此 可 解 得 


一 工 三 : 业 豆 
2 一 可 4 十 2 一 二 2 十 2 一 02)， 


其 中 op 为 任意 可 微 函 数 ， 
解 2 由 方程 可 知 对 于 满足 方程 的 函数 > = z(z, 四 , 当 dz = a, dy = 5 时 必 有 
dz = 工 因此 只 要 在 解 二 开始 得 到 的 
dz 一 2d7 十 2(dqy 一 dz) 
中 用 dz = wdy = 凡 dz= 工 代入 就 得 到 从 = 工 ， 其 他 同 解 1. 


习题 3470 取 z 作为 函数 , 而 和 > 作为 自 变量 , 变换 方程 


0z 0z 


日 所 这 :上 四 


解 1 题 意 是 从 方程 >- z(z;,y) = 0 确定 出 z = z(y 2), 因此 将 它 代 入 方程 后 就 是 
关于 z 的 恒等式 > 三 z(z(y 2, 轨 .将 此 式 对 于 > 求 偏 导 , 得 到 


0 = 为 友 十 为 ， 工 = 为 02， 


仑 ”天 
于 是 即 可 解 出 
/ 
化 
省 1 1 
人 2 二 一 2z0y 二 0 


将 这 两 个 结果 代入 题 中 的 方程 就 得 到 
2 一 2 一 V2g = 0. 


若 改写 为 一 2 二 “本 ， 即 可 解 得 


和 一 2 十 o(2)2， 


其 中 2 为 任意 可 微 函 数 . 
解 2 写 出 


dz 三 为 dz 十 为 dy 
并 与 习题 中 所 给 的 方程 比较 , 可 见 对 于 满足 方程 的 zx(z;, 四 当 dz =Z 一 2 dy 三 时 , 必 
有 dz = 0. 
利用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 在 
dz 三 2g dy 十 22 dz 
中 用 dz =z 一 2 dy 三 力 dz=0 代 入 ,就 得 到 以 z 为 未 知 函数 的 方程 为 


2 区 
和 一 2 二 VTZW， 
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HD 


习题 3480 令 = 于 四 = 二 ,6C= 六 岂 = 生 ,其 中 心 = tn(5m 9) 变换 方 和 
OU OU 

区 

解 1 为 了 将 方程 中 的 三 个 偏 导数 用 5,C 和 刘表 出 , 从 4 一 zu 计算 全 微分 如 下 
du 一 2dw 十 由 dz 


gu _ 
9 站 机 2 六 二 


= 一 2z(wts de 十 ud] 十 CdG) 十 dz 


一 zut( 2 dz 2 dz] | za 过 dy 多 dz] F zk dz 十 也 dz 


| 


We dzZ 十 U dy ( Eu8 一 TWO 十 CUC 避 ) dz， 


ah O /ouL ou / / / 
这 样 就 1 一 取 作 5 = 一 6u8 一 To 十 GuWL 十 忆 : 将 它们 代入 方程 得 到 


ZE 十 yu0y 十 2 一 AUE 一 TU01 十 CUWUL 十 岂 ) 一 从 十 3 
加 以 整理 后 得 到 新 的 方程 为 Cuwt = 6 这 容易 解 出 为 


也 三 67 也 | 和 | 十 2 7)， 


其 中 % 为 任意 可 微 函 数 . 
解 2 对 于 w= wl(6 7 5) 写 出 其 一 阶 全 微分 

duw 王 ud 十 Un gd7 十 Wc dc， 

然后 根据 给 定 的 变换 关系 得 到 


二 du 一 基 dz= 由 (二 dz 号 dz) (去 吧 2 dz] | WO dz. 
另 一 方面 , 将 du = 人 屹 dz 地 dy 二 wz dz 与 方程 比较 , 可 见 当 dz = ,dy 三 办 dz 一“ 
时 必 有 du = 忌 十 型. 将 这 些微 分 值 代入 前 式 , 则 就 得 到 


也 就 是 Cu = 6 其余 同 解 


2 2 
习题 3483 令 z=7rcosgsp,y 一 7rsinop, 写 出 了 一 ( 双 ) 十 ( 双 ) 在 极 坐 标 > 和 
2 下 的 形式 . 


解 1 按照 = wz oj)yrp)) 计算 其 全 微分 : 
qd 三 几 dz 二 dy 


= 一 (cospdr 一 rsnpdo) 十 (sinwpdr 十 rcospdp)， 


即 可 得 到 
他 一 cosp 十 USinp， 
/ / 
Uo 三 一 ULz7 Sin 十 17 COS W， 
于 是 可 见 有 
/2 /2 /2 0 
也 三 La 十 了 小 2 
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解 2 写 出 7 = Vz2 二 2 和 wp = arctan 汪 然后 可 以 按照 玉 = w(r(z; 轨 ,2(z)y)) 
计算 其 全 微分 : 


d 一 内 dr 十 Uodop 
人 ，V Zdy 一 /dz 
= 性 (全 dz 1 ! dy ) T 让 22 十 7 上 
将 其 右边 整理 为 dz 和 dy 的 线性 式 , 就 得 到 


/ / / / 
1/ 淡 Lr VUw 1 受 UVUr 十 0 
了 亿 7 六 2 V 亿 二 


然后 代入 刀 的 表达 式 中 即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 


6.4.3 ”多 元 函数 的 变量 代 换 II (习题 3484-3486, 3488-3511) 


这 一 小 节 中 的 习题 都 涉及 二 阶 俩 导数 的 计算 , 但 在 代 换 中 不 改变 因 变量 . 注意 在 自 
! 间 变量 和 因 变 量 中 , 自 变 量 的 二 阶 微分 必定 等 于 0. 


疝 
是 


出 | 


从 2 
习题 3484 写 出 几 二 全 平 5 在 极 坐 标 > 和 下 的 形式 . 


解 1 利用 在 习题 3483 的 解 2 中 已 经 求 出 的 


Se o 二 二 于 本 
即 可 计算 得 到 
和 
咯 = 赂 : 蓝 +atp 于 To 下- 加 
将 两 式 相 加 即 得 
这 
做 二 十 人 二 | op 十 六 or 
解 2 以 zy 为 自 变量 , 则 有 
dz 一 td22 十 2 dzdy 十 邮 y dy2， 
因此 只 要 分 别 求 出 dz = 1 dy=0 和 dz =0,dqy= 工 时 的 两 个 qd2w, 然后 相 加 即 可 . 


于 mo 为 中 间 变 量 , 因此 有 

d 和 三 1 你 dr 二 20 drdo 二 ud22 十 从 dr 十 d2p. 
利用 92 为 极 坐标 , 因此 有 
7d7 一 2dz 十 ydy， 7r2do 一 2Zdy 一 ydz， 


dr +rdr=dz2 十 dy2，2rdrde 二 dp =0， 
于 是 当 dz = 1, dy = 0 时 得 到 


2 
人 2 2 2 227Y 
dr 一 二 ， de 二 一 7 了 了， 人 do 王 0 
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22 2 卫生 区 2zy 
1 7 。 人 峭 73 5 7 2 7 区 到 7 .ue- 
然后 用 相同 的 方法 计算 出 wy, 并 与 上 述 几 。 相 加 即 可 , 从 略 . 
解 3 学 过 场 论 之 后 本 题 的 答案 可 从 88.17 中 的 几 个 习题 的 结论 推出 . 


坐标 变换 就 是 平 
/ 
0 


面 上 的 极 坐 标 变换 . 引用 
引用 $8.17.2 的 习题 4433, 就 
1 | 工 。 ( 1 。 ) 


/ 
人 
和 多 


/ 1 
2rer 二 天 亿 


eEo. 


< 
矿工 


/ 


Av = ( 孙 ) 6 


924 


ee 
二 0 六 


得 到 
1 


一 . 久 
下 


1 


/ 
攻 
刀 现 


2 
局] 日 尼 204 
习题 3485 写 出 内 =Z 3 1 22V 3 


先 根据 88.17.2 的 习题 4425, 有 div(gradz) = Au 若 = wu(z 力 , 则 空间 的 柱 


人 


8$8.17.1 的 习题 4415(a)， 就 得 到 gradvw = 


考 
十 吧 ，， 在 极 坐 标 > 和 p 下 的 形式 . 


解 


以 z,V 为 


自 变 量 , 则 允 在 dz = zz 和 dy =y 时 与 d2v 相等 . 


利用 习题 3484 的 解 2 中 的 推导 , 在 
7d7 一 2dzZ 十 ydy， 


dr2 十 rd2r 一 dz2 十 dy2， 


r2do 一 Zdy 一 ydz， 
2rdrdo 二 rd2p =0 


中 用 dz = z 和 dy = y 代入 , 就 得 到 
dr=7，dpo=d2r=dzp=0. 
将 它们 代入 
d 和 三 你 dr 二 20 人 drdo 二 ud22 十 从 dr 十 id2p， 
即 可 得 到 
2 2 2 
29 4 0 201 .21 
山 一 2 7 0 上 9 二 他 人， 
2 2 2 
司 虽 它 山 20 z 90 2 292Z 9z ,92 开 极 坐标 
癌症 光 全 人 全 下 全 下 (ce 入 +3 32 ) 在 极 标 7 
和 ”下 的 形式 . 


解 ” 先 用 上 一 题 3485 的 方法 求 7 +Y 


一 阶 微分 的 形式 不 变性 有 dz = 站 dz 十 为 dy 和 dz= 愉 dr 十 2 dp, 因此 


0z 
907 


算 dz=z 和 dy=y 时 的 dz. 如 上 题 所 示 , 这 时 dr = ”>, dp = 0, 因此 就 得 到 
O0z OZz 本 / 
二 十 yy 二 727. 
然后 套用 习题 3484, 3485 的 结果 (只 需 将 两 题 中 的 习 改 记 为 2), 就 有 

92z D2z 2 92z 90zZ ，，0z 
2 92z D2z 2 92z D2z 2 02z O0z O0z 
-3 本 ee 人 (e 委 +y 玉 | 
一 7 ( 榴 | 扇 2 -对 12 人 一 7 四 一 Mo 
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习题 3488 引入 新 的 自 变 量 上 =z 一 o 凡 7 = 二 ot 解 方程 
92 加 2 02 


Di2 由 0z2 


提示 在 86.2.5 的 习题 3326 中 己见 过 这 个 弱 振 动 方程 , 又 在 该 小 节 的 习题 3353 的 
解 1 中 对 于 a = 1 解 出 该 方程 , 其 中 的 方法 可 用 于 本 题 . 


习题 3492 取 v= -2 ,= 一 琳 亿 为 新 的 自 变 量 , 变换 方程 
2 十 V 2 十 V 
D2z 9z _0 
0z2 07? 


提示 “参见 86.2.4 的 习题 3308, 本 题 也 是 后 面 的 习题 3502 的 特例 . 


习题 3496 取 风 = z 十 外 5= 二 十 二 为 新 的 自 变 量 , 变换 方程 
2 92z 2 2、02z 记 瑟 区 902> 
光 DZz2 (2 2 3 1 972 = 0. 


解 ”以 如 v 为 中 间 变 量 . 由 于 方程 可 改写 为 


(2 2 让 22(2 站 -一 0， 


7 仑 UL UV 
因此 先 计算 
2 了 工 > 
也 2 
1 
， 2 一 2 SS 到 2 
于 是 得 到 
1 1 / 
六 
以 下 计算 
1 
(20)2 本 过 
1 
(2 过 人 


然后 就 可 将 所 给 的 方程 变 成 为 


名 的 本 做 二 届 放 三才 生 的 本 全 站 让 人 


三 丽人 
z2y 


吧 习 呈 
从 自 变 量 ww 的 代 换 公式 可 以 得 到 世 二 人 = ww 人 wa - 和 ,于 是 新 的 方程 为 


若 以 思 为 新 的 未 知 函 数 , 则 就 可 作为 一 阶 常 微分 方程 求解 . 
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习题 3498 取 必 = ztan 车 ， 一 2 为 新 的 自 变 量 , 变换 方程 


2 
解 ”由 方程 可 见 , 若 以 z,y 为 自 变 量 , 则 在 
dz 一 2dz2 十 2z0d7zdy 十 2 do 
中 令 dz = z, dy = 一 siny 就 可 将 方程 化 为 d2z = 0. 
以 2 为 中 间 变 量 写 出 


D2> 2 92> 
5257 十 Sin 3 一 0. 


一 27gSiny/ 


dz 一 2 do 十 220 dudo 十 20do 十 2 十 2d2v. 


然后 先 计算 出 


dz 一 tan dz 十 sec2 卫 dy， du = dz， 


2 人 人 2 2 2 2 2 
d“ 沪 三 Sec 休 dzdy] 5 SeC tan 仿 dy du 三 0. 
于 是 当 dz = z, dy = 一 siny 时 就 得 到 


后 
dv 一 0，du=z，d2v = 一 zsiny， d2o = 0. 

将 以 上 结果 代入 d2z 的 前 述 表 达 式 中 , 就 得 到 
2Z22/ 一 ZSiny/Z 


最 后 将 上 述 方程 中 的 系数 用 新 自 变 量 表 出 , 就 得 到 新 方程 头 


习题 3500 取 尽 = zu = 二 2: 为 新 的 自 变 量 , 变换 方程 
D2> 0z 3 
ozoy | 
解 ” 本 题 的 新 自 变 量 与 因 变 量 > 有 关 , 但 z 仍 为 因 变 量 . 
根据 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 以 如 v 为 中 间 变 量 , 计算 > 的 全 微分 : 


里 ,， 人 刀 


dz 三 2 十 为 d 三 2dZz 十 动 (dy 十 dz)， 


并 整 里 成 为 
(1 一 为 )dz 王 罗 dz 十 2dy， 
即 得 到 
2 轧 天 1 2 二 和 广 二 1 7 
二 拓 :25 1 工 一 2 工 一 


然后 将 2 对 了 求 导 得 到 
// 1 1 量 1 / \/ 
一 1 一 2 全 汪 (1 二 双 )2 (的 


反 Tt 十 2oo 2) 


1/ 好 -2 
Qi | ZouAu 


人 
代入 所 给 的 方程 就 得 到 新 的 方程 为 
( 工 一 田 )2 人 十 2 人 2 一 工 , 


UV 一 记 
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习题 3501 利用 线性 变换 
< 一 Z 十 和 1V， 了 7 一 2 十 入 2 


把 方程 
D2u Du mo 
光村 2B 3 C 3 =0 
(其 中 4, 已 和 C 为 常数 , 且 4C - B2 < 0) 变换 为 以 下 形式 
D2 
汪 7 = 0. () 


求 满足 方程 (1) 的 函数 的 一 般 形式 . 


提示 若 取 4= o2, 忆 =0,C = -1 又 记 y = 坊 则 就 变 为 习题 3488. 它 与 本 题 的 
计算 是 类 似 的 . 


习题 3502 证 明 : 拉 普 拉 斯 方程 


2 
Az 三 9 十 2 一 0 

的 形式 在 满足 条 件 马 

op% _ oo op 9 

0 ov ” ov OV 
的 任何 非 退 化 变换 

2 一 9)，2 = 人 wy) 
下 保持 不 变 . 


李 4 好 
解 题 意 表明 , 若 > 一 z(z, 切 是 方程 3 和 十 全 部 一 0 的 解 , 则 当 w 少 是 满足 柯 


西 - 黎 最 方程 的 非 退化 变换 时 , z(Pp(w oj),w(w 吕 ) 是 方程 3 上 3 = 0 的 解 
以 z,y 为 中 间 变 量 , 则 有 
dz 一 zdZz 十 为 dy 
一 35(O du 十 Oo do) 十 为 ( 罗 du 十 加 do) 


二 (zz 十 鸭 移 ) du 十 (59o 十 区 各) du， 
这 样 就 求 出 了 
思 二 292o 十 田 巡 ， 
轧 二 2o9o 十 芍 猴 ， 
然后 即 可 计算 得 到 


2 十 2oo 一 (2 十 为 多 私 十 (zz2po 十 为 狗 ) 
一 28 十 9 士 22 十 屹 胃 ) 十 2 十 罗 
十 22(2s 十 Poo) 十 为 (Wi 十 Wo 
于 败 三 锣 吃 三 一 办 因此 就 有 几 几 十 几 王 0 十 只 三 % 十 % 且 有 
中 这 组 等 式 经 常 称 为 柯 西 - 黎 曼 方程 . 在 86.2.4 的 习题 3308 已 经 见 到 过 (参看 该 题 的 解 后 的 注 ). 


86.4 


变量 代 换 (习题 3431-3527 ) 


于 是 得 到 
2 于 信人 2 
注 以 上 推导 | 


(20 十 9 (2 十 为 ) 一 0 
没有 用 到 题 设 


的 变换 非 退化 的 条 们 


oO 十 = 二 = 
成 立时 , 就 可 保 详 


F. 实际 上 , 在 条 件 
站 天 
6 
F 变 换 z = 2(w oh) 三 (oo) 的 反 函 数 (局 部 ) 存在 , 且 可 从 zu 十 zt 三 
0 反 推 出 玖 。 十 2 = 一 0. 
习题 3507 证 明 : 方程 
D2z 9 02z ，02> 
oz2 “ozoy 902 
的 形式 在 变换 
从 一 和 十 2 三 UV 十 忆 
下 保持 不 变 . 
解 条 件 表明 d2z = zs dz2 十 2z 信 dzdy 十 2 dy2 在 
以 新 自 变 量 ww v 为 中 间 变 量 , 则 为 了 计算 
只 


E dz = dy = 1 时 等 于 0. 
d2z 王 2 do 十 2zdudo 十 2zdo2 十 允 d2u 十 田 d2w， 
要 先 求 出 dz = dy = 工时 的 duw, du, d2w 和 d2v. 
从 变换 的 表达 式 可 得 到 


是 就 得 到 


dv 人 一 dZ 十 dz 三 1 十 dz， 
于 是 前 


du 一 dy 十 dz 三 工 十 dz， 


d2v 一 qd2v 一 d2z = 0. 


9(w,V) 


看 1 十 和 为 
此 得 到 ww， 十 2z/ 十 2 一 0 


dz)2 =0 
FF 这 时 1+ dz = 工 + 办 十 为 ,而 非 退化 变换 炎 = zz 十 2 三 十 过 的 有 


可 比 行列 式 
1 十 为 0 
习题 3510 令 & 二 ,=4 一 2 变换 方程 
2020 2902， 2020 D2u ， D2u ， 92 
”32 972 0 上 0V0z 二 
解 1 (概要 ) 按照 《习题 集 》 对 本 题 的 提示 , 引入 算 子 
9 
4 


二 1 0 
一 az 737 


9 


色 
0z， 
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则 可 以 验证 所 给 的 方程 可 表示 成 为 42v - 4 = 0. 然后 可 计算 得 到 
4u=e9，4(4 四 -= 2 关 = 0. 
解 2 所 给 的 方程 表明 , 在 dz = z, dy = 包 dz = > 时 就 有 dzu = 0. 然后 以 避 思 
为 中 间 变 量 , 计算 出 
证 二 -每 dz+ 寺 dy 四 = 一 坷 dz+ 二 dz， 民 一 电 一 dz 


de= 弄 dz- dzdy， dm = 中 dz2 -2 dzdz d6=0， 
也 
且 用 dz = z, dy = dz = > 代入 得 到 
d46=d1=0，d46=0，d6=d27=d426=0. 

最 后 将 以 上 结果 一 起 代入 

du 一 1 人 dd 和 十 wd 十 dc 十 20 约 dd 十 24 人 dd 十 2uled6dE 
十 性 d 十 邮 d27 十 由 和 人 
即 可 见 左 边 为 0, 右边 除 第 三 项 之 外 也 都 等 于 0, 因此 即 得 到 62?uwle = 0. 


习题 3511 令 〇 
2 一 rsinpcos0，Vy 三 7rsnopsnO 2 一 7 COS 0 


把 表达 式 


ev (路 ) + ( 吕 )( 台 se 吕 + 给 + 吕 


变换 为 球 坐 标 下 的 形式 . 


解 1 按照 《习题 集 》 对 本 题 的 提示 , 球 坐 标 变换 可 分 解 为 两 个 特殊 的 变换 组 成 : 
2 一 忆 cos0，V 三 尺 Sin0， > 一 2 


及 =7rsinpP，0 三 0， 2 一 7COS0. 


于 每 一 个 都 可 以 看 成 为 关于 某 两 个 变量 的 极 坐 标 变换 , 而 另 一 个 变量 不 变 , 因此 只 要 


套用 前 面 的 习题 3483 和 3484 的 结论 就 可 以 了 . 
以 下 分 别 计 算 Al 和 A>. 
(1) 两 次 引用 86.4.2 的 习题 3483 的 结论 , 即 可 得 到 
Auv 三 1 十 忘 7 十 22 
二 2. 1 /2 1 /2 
人 7r2 sin2 人 
(2) 先 对 第 一 个 变换 引用 习题 3484 的 结论 , 就 有 
Axu= 赂 8+ 冰 哆 + 让 风 + 败 


Se 


然后 再 作 第 二 个 变换 . 这 时 再 套用 习题 3484 的 结论 , 就 有 


@ 本 书 对 球 坐 标 代 换 采 用 [11] 等 多 数 教 科 书 中 的 记号 , 与 原 题 略 有 不 同 , 即将 记号 op 与 9 对 换 . 还 应 指 
出 ， 《习题 集 》 在 本 题 所 用 的 球 华 标 代 换 记号 与 88.6 的 三 重 积分 一 节 中 的 记号 也 不 一 致 . 
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多 二 
同时 又 有 
1 j 荆 于 
R2 2 7r2sin2p 22 
中 天 六 1 ( 必 冯 2 2 和 ] = 1 ( 必 s | 
责 4 二 FSinD 5 十 Lo 了 间 WUr Sn 十 Wo 本 


(其 中 第 二 式 套用 极 坐标 变换 y = rsinp,z = rcosy 时 的 和 ), 于 是 就 得 到 


工 1 工 灿 3 COS 
A 记 二 Vir 十 Upp 十 元 作 十 瑟 一 了 一 Ub6p 十 一 USinp 十 Wo 和 
水 亿 7 SIn” 7S10 2 剖 ， 
AN/ 2 Cotm 1 // 
Verr dr 3 VLoo 2 PP “2 2 00 
加 六 六 7 ”Sin 0 


解 2 ”学 过 场 论 之 后 本 题 的 答案 可 从 88.17 中 的 几 个 习题 的 结论 推出 , 
首先 , 如 88.17.2 的 习题 4434 所 示 , 考虑 三 维 空间 中 的 一 般 正 交 曲线 坐标 ww 
柱 坐 标 和 球 坐 标 只 是 它 的 特例 ). 这 时 的 变换 式 为 


Cs 


5 


2Z 一 vsU)， 4 三 9g(Ut)， 2 一 屎 (wu ). 
定 其 中 两 个 变量 , 变动 奶 一 个 变量 得 到 坐标 线 , 这 样 就 可 生成 相互 正 交 的 三 个 单位 向 
( 共 中 了 了 二 (2 直 


回 


1 工 or 9m 
2 


引用 8$8.17.1 的 习题 4415(a) 的 注 , 就 得 到 函数 已 = 已 (woyw) 的 梯度 为 


二 rm/ 5 
grad 太 王 元 人 如 ev F 六 


其 次 , 拉 普 拉 斯 算 子 可 以 通过 在 梯度 运算 后 接着 散 度 运 算得 到 , 这 就 是 88.17.2 的 
习题 4425: 


1 工 or 1 or 


/ 
Zeu - 


/ 
授 ， 5 


AP =YV.VP = div(grad 三 ). 


然后 引用 习题 4434 的 答案 , 即 对 于 a = auev + avuev 十 auew 有 
7 也 CNao)+ 名 (Noo)+ 友 (EMao)| 
综合 以 上 结果 就 得 到 拉 普 拉 斯 算 子 在 一 般 的 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 为 
A = div(grad 三 ) 
1 [9 (AMN rm 9O (VLrN 0 ZLMM mm 
而 | 站 交 生 和 和 (区 
回 到 本 题 , 改 记 玉 = 风 这 时 对 于 球 坐 标 mp,0 有 艺 =1M=N=rsinp( 见 习 


题 4434 的 解 ), 于 是 得 到 


div a 一 


有 1 /2 1 1 
Ai =||gradu 必 = Up 十 0 人 f ， 
二 [各 2 和 认 记 和 95 于 92 本 一 这 
人 7r2 Sin |L9r 0 0p 人 900 人 Sin 0) 
2 1 cot 1 
二 屁 你 加 UL 总 以 at 本 2 
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6.4.4 多 元 函数 的 变量 代 换 III (习题 3512-3527) 
这 一 小 节 仍 涉 及 二 阶 偏 导数 的 计算 , 但 在 代 换 中 因 变 量 ( 即 函 数 ) 也 要 改变 . 
4 一 2 为 新 的 自 变量 , 而 w = zz 一 9 为 新 图 数 , 变换 方程 


习题 3513 取 灾 一 


解 将 w=2z 一 对 y 求 导 , 得 到 wy = 2 为 一 1 因此 有 


/ 1 1 / 1 1 / 1 1 / 
J = 去 + 去 邮 = 二 + 二 :能 二 五 
将 上 式 再 对 乡 求 导 , 得 到 
1 (1 1 21rwy 
芍 = (2 太 ui 一 现 2 本 (oujs 
邑 1 2 
人 
将 以 上 两 个 结果 代入 方程 就 有 
/]/ 天 、 -= 沪 / AM /1/ 沙 2 琶 3 9 2 
0 玖 加 二 
整理 后 得 到 wb = 


2 


习题 3514 取 炎 =z 十 包 ， = 二 为 新 的 自 变量 , 而 w = 羡 为 新 函数 , 变换 方程 
02z 902z> 02z 
97? 90z0y 92 
解 以 zy 为 自 变 量 , 则 可 见 取 dz = 1, dy = -1 时 所 给 的 方程 就 是 d2z = 0. 
这 时 新 自 变量 wwv 为 中 间 变 量 , 计算 它们 的 微分 得 到 
du 一 dzZ 十 dy/， d2v = 0， 


于 20 一 2dz2_ 2 
du 一 了 本 dz 十 元 dy， dv= 有 dZ 2 d2 d7/. 


j dz = 1 dy = -1 代入 得 到 dv = d2v = 0， 服 芋 此 一 二 d2v 一 人 
02 化 23 02 


又 可 类 似 地 得 到 这 时 的 函数 w 的 微分 为 


duw 王 小 du 十 Wo du 一 du， 


d2 刀 二 da 十 200 dudo 十 do2 十 d2 十 id2o 一 人 do2 十 也 d20. 
最 后 从 z = zuw 出 发 计算 得 到 dz =dz+zdo,d2z=2dwdz+zZd2w0. 用 dz = 1 
dy = -1 代入 得 到 
0=d2z=2u du 二 zuo 思 do2 十 td2o) 


ES 4 1 ; 人 人 人 
一 2o0f 2 元 十 ZWvwv 2 上 0w 3 


1 (Z 十 切 ? 壮 间 人 (1 十 中)3 


UV 3 UV 亿 


可 见方 程 在 代 换 后 为 人 思 = 0. 
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习题 3525 证 明 : 方程 


902> 092z> D2z \2 
2 Ce 人 


的 形式 与 变量 z,y 和 所 分 别 担任 的 角色 无 关 . 


解 对 称 性 可 见 , 不 妨 只 对 于 z 为 因 变 量 而 W > 为 自 变 量 的 情况 作出 证 明 . 
与 86.4.2 的 习题 3470 类 似 , 这 只 是 从 方程 z-z(z,y) = 0 中 确定 隐 函 数 z = z(oy, >). 
为 计算 z 的 3 个 二 阶 偏 导 数 , 采用 全 微分 法 . 
记 住 z 为 因 变 量 , y > 为 自 变量 . 又 为 了 将 自 变 量 > 与 函数 zx(z,y) 区 分 开 来 , 将 上 
述 方程 改 记 为 z- zy) = 0, 并 将 坟 的 住 导数 记 为 方 和 户 . 
在 yz 为 自 变 量 的 约定 下 接连 对 方程 zx- /z,y) = 0 求 两 次 微分 得 至 
dz 一 万 dz 一 户 dy = 0， 
玫 dz2 一 2jiodzdy 一 户 dz- Pd 罗 =0， 


ie 


其 中 利用 了 这 时 有 d2y = d2z = 0. 然后 将 上 面 的 第 一 式 改 写 为 
dz=- 腾 四 + 二 dz 
并 代入 第 二 式 , 则 就 可 整理 为 
dz=- 天 归 -3dzg- 兰 
=-- 酉 ( do dydz+ 直 d2] 2( -将 由 + 二 az)dy 
=- (将 )apta(2 攻 - 瞪 )ud- 生 电 


这 样 就 得 到 了 z 关于 自 变量 yw > 的 所 有 二 阶 偏 导数 , 然后 计算 得 到 
//  _ // 1/ 2 2 
0020 一 22 一 ( 万: 用 万 2 万 ?2 ) ( 万 1 | (二 关 浓 ) 


许 用 万 放 用 用 
加 用 有 户 2jo 放 户 站 万 1j22 人 2 亡 1 广 2? 户 3 
帮 大 让 帮 大 插 
0 
双 


其 中 最 后 利用 函数 zx = jz,y) 满足 所 给 的 方程 . 


习题 3527 运用 勒 让 德 变换 
一 9z 一 9z .92 |， 92z 
人 二 | 人 的 
1 了 = ZX Y), 变换 方程 
0z gz\VD2z ， 0z 90z\ 02z 0z gz\o2z 
天 3 5 本 有 二 (和 全 全 
已 


4 
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解 求 2 的 全 微分 
dZ = 和 dz+zdXT 3 dy+ydY 一 dz 一 zdX+ydZ 


0 Dy 
于 是 就 得 到 
92 一 92 _ 
3 一 7，37 一 少 
然后 对 以 上 两 式 再 求 其 微分 , 则 得 到 
_ 97 027 
人 
092 .027 
0 
又 从 新 自 变量 的 定义 入 = 3 ,了 = 3 求 微分 , 则 得 到 
02z D2z 
全 和 Dz2 到 9020V dy， 
D2z D2z 
将 以 上 两 次 计算 的 结果 写 为 矩阵 向 量 形式 并 将 它们 合并 为 一 个 等 式 , 就 可 得 到 
0927 927Z 
dz | 85 557 |14X 
dyV 02Z 027 dy 
0OXOoY DY 


| 2 027 02z 922 
0OXo 六 0Y2? 9Z97/ 972 
这 表明 等 号 右边 两 个 抢 阵 互 为 另 一 个 的 道 矩 阵 . 将 它们 分 别 记 为 五 ?7 和 五。 则 它们 的 


行列 式 都 不 等 于 0. 于 是 就 可 得 到 


927 027 92z D27 
9X2 9Xo7 az 9z0y | 1dz | 
dy 


D2z D27 922 9027 
万 -| or” 9zoy | 一 | 9X? 9Xo7 
多 D2> 22> 927 927 
9z9y ”92 5XD7 37? 
92Z 9022 
本 | DY 5X9T 
全 z| 0927 92Z 
5XD5Y DX2 


其 中 | 瑟 z| 是 算 阵 互 z 的 行列 式 . 
这 样 就 将 z = z(z,y) 的 二 阶 偏 导 数 用 2 = 2(X,Y) 的 二 阶 偏 导 数 表 出 , 即 有 


oz 1 097 oz 1 97 oz 1 92 
0z2 “|Zz| 9X2 ” 9zoy IEz| 5XO7， 92 zz 572 
将 它们 代入 所 给 的 方程 中 , 就 得 到 变换 后 的 方程 为 
9027 027 0927 _ 
CC 且 全 = 


注 ， 本 题 为 涉及 两 个 自 变量 的 勒 让 德 变换 . 其 中 求解 的 过 程 可 以 与 82.5.2 的 习题 
1144 中 的 求 导 过 程 作 比较 . 又 可 参见 86.4.1 的 习题 3457 的 注 . 
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86.5 几何 上 的 应 用 (习题 3528-3580 ) 
线 的 切线 和 法 平面 , (2) 曲面 的 


内 容 简介 “本 节 按照 以 下 内 容 分 为 三 个 小 节 : (1) 
切 平面 和 法 线 , (3) 包 络 线 与 包 络 面 


6.5.1 ”曲线 的 切线 和 法 平面 (习题 3528-3538) 


空间 曲线 的 切线 和 法 平面 的 计算 方法 因 曲 线 的 给 定 方 式 不 同 而 有 所 不 同 . 空间 
线 主要 有 两 种 给 定 方式 . 

(1) 曲线 由 下 列 参 数 方程 给 定 : 

2 一 2 二 yy 鸭 2=2b (aa<t<D)， 

其 数 z(b,y 人 ,z( 人 连续 可 微 . 在 六 人 鸭 ,W 的 , 交 的 不 同时 为 0 的 点 处 , 曲线 存在 切 
线 , 其 切 向 量 为 士 [z (8 十 丸 (了 十 闷 (的 了 .由 此 即 可 写 出 其 切线 方程 和 法 平面 方程 . 

(2) 曲线 由 两 个 曲面 的 交 线 给 定 : 
F(zo2) 王 0，G(2) 一 0， 
其 中 媚 G 为 连续 可 微 函 数 . 若 点 在 两 个 曲面 的 交 线 上 , 且 在 该 点 的 雅 可 比 矩 阵 


及 
2 


满 秩 , 即 在 该 点 的 两 个 梯度 向 量 V 忆 = (瑟瑟 , 术 ) 和 YVG = (Go G0,G2) 不 共 线 , 则 在 
点 丁 附 近 曲 面 的 交 线 有 切线 , 其 切 方向 与 上 述 两 个 梯度 向 量 正 交 , 因此 切 向 量 为 
士 VF xX VG. 


NS AH 
上 
- 贡 


巧 
Hi 


习题 3530 写 出 曲线 y = zz =22 在 点 MU,1LD 的 切线 和 法 平面 的 方程 


解 1 这 时 的 曲线 由 两 个 曲面 的 方程 
下 (Zi 力 2 人 一 一 2 一 0，G( 思 2 一 2 一 22=0 
确定 . 写 出 在 点 M(,1LD) 的 两 个 梯度 向 量 


VFlaay = (一 1 1,0)， VcGclu in 一 (一 2,0,1)， 
则 就 得 到 切 向 量 为 
1 了 大 
-1 1 0| = 上 + 了 十 2. 
-2 0 1 


于 是 即 可 写 出 切线 方程 为 
2 一 1 2 一 1 2 一 1 


I I 2 ， 
同时 得 到 其 法 平面 方程 为 (z- 了 +( = 了 TJ)+2(z 一 1 站 =0,, 整理 为 z+y 十 2z = 4. 

解 2 引入 参数 忆 将 曲线 用 参数 方程 z = 上 yy = 也 > 一刀 表 出 , 则 点 MGLDTD 对 
应 的 参数 值 如 = 1. 于 是 即 可 求 出 切 向 量 关 
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以 下 计算 同 解 1 


习题 3536 证 明 : 斜 驶 线 
tan (下 + | 一 eke (为 常数 ) 
(其 中 po 是 地 球 上 点 的 经 度 , % 是 地 球 上 点 的 纬度 ) 与 地 球 的 一 切 子午 线 相 交 成 定 角 . 


解 ”按照 经 度 p 和 纬度 风 , 地 球 表 面 的 点 的 直角 坐标 方程 为 
2 一 已 cosWcogs，4 三 及 cosWsinPp，2= 尽 Sin， 
其 中 羽 为 地 球 半径 . 
子午 线 就 是 经 线 , 即 在 上 述 方程 中 取 9p 为 常数 所 得 的 曲线 , 因此 其 切 向 量 为 
71 一 (一 及 Sin cos ,一 及 sinwWsin p, 民 cos 切 ). 
从 题 设 的 斜 驶 线 方程 可 以 确定 p = p( 轨 ,将 它 代入 前 述 坐 标 方程 即 可 得 到 以 沙 为 
参数 的 斜 驶 线 的 参数 方程 为 
2 一 尽 cosWcosw(V)，7y 三民 cosmusinp(V)， 2 一下 sin 示 . 
将 此 和 斜 驶 线 的 参数 方程 对 沙 求 导 , 并 利用 题 中 给 出 的 p 与 人 的 关系 式 求 上 


下 


人 
yp 一 天 (全 ) 天 cos 荡 ， 


然后 就 可 计算 得 到 斜 驶 线 的 切 向 量 六 

72 一 (一 及 sinW cos wp 一 区 sin Oo, 一 尺 sin sin 2 十 天 cogs p, 尽 cos 功 )， 
于 两 个 切 向 量 的 长 度 分 别 为 lmill = 尽 和 |lrz|| = 羽 ,/1L 十 
为 71. 72 一 尺 2， 忆 此 从 余 弱 定理 班 


cos(71,72) 一 


而 它们 的 标量 


积 


本 


赤 
知 斜 驶 线 与 子午 线 的 相交 角 为 常 值 : 


和 7 二 1 


PTal 人 


注 _ 斜 驶 线 也 称 为 斜 航线 . 如 本 题 所 示 , 按照 斜 驶 线 航 行 时 , 只 要 使 前 进 方向 与 罗 
盘 指针 的 夹 角 不 变 即 可 , 因此 相当 方便 . 然而 可 以 证 明 , 一 般 来 说 , 斜 驶 线 不 是 从 一 地 到 
另 一 地 的 最 短 航 线 巴 . 由 于 斜 驶 线 将 以 无 限 盘 旋 的 螺 线 方式 趋 于 地 极 , 因此 在 高 纬度 区 
域内 其 使 用 价值 更 为 有 限 . 


| 


6.5.2 ”曲面 的 切 平 面 和 法 线 (习题 3539-3565) 
与 曲线 的 情况 类 似 , 曲面 的 切 平面 和 法 线 的 计算 方法 因 曲 面 的 给 定 方式 不 同 而 有 
所 不 同 . 曲面 主要 有 三 种 给 定 方式 . 


Q@ 球面 上 联接 两 点 的 距离 最 短 的 曲线 只 能 是 该 球面 上 的 大 圆 弧 . 而 在 地 球 上 除了 赤道 和 经 线 之 外 的 大 
弧 都 不 是 斜 驶 线 . 


河 | 
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(1) 曲面 由 二 元 函数 的 显 表 达 式 > = /zy) (或 z= 9( zy = AZ)) 给 定 . 
若 点 已 (zo,yo, 2z0) 满足 20 一 jzo,yo)， 且 汰 在 点 (Zo,yo) 唱 可 微 ， 则 曲面 > = JI 
在 点 古 存在 切 平面 , 其 法 向 量 为 


ER 


人 二 工 


(六 (zoyo), 亡 (zoyo), 一 1) 


(2) 曲面 由 方程 (zy >) = 0 给 定 . 


连续 可 全 且 


数 存在 定 到 


知道 , 若 点 瑟 (zo,yo, 20) 满足 条 件 下 (zo,yo,zo) = 0, 下 在 点 古 


在 该 点 的 梯度 向 量 VF 不 是 零 向 量 , 则 方程 在 点 玉 的 一 个 邻 域内 确定 形 


式 为 >=z(z 妇 或 =z( 人 或 9 = 2zZ) 的 曲面 , 且 在 点 而 有 相应 的 切 平面 . 这 时 
曲面 在 点 而 的 法 向 量 为 
72 一 主义 太 | 
(3) 曲面 由 双 参 数 方程 给 定 : 
Z 一 2Z(u)， 2 三 (0U)， 2 一 2(U JU)， 
经 纬度 确定 地 面 上 点 的 位 置 就 是 双 参 数 曲 面 的 最 常见 例子 (参见 86.5.1 的 习题 3536). 
若 点 而 (zo,yo;,20) 的 坐标 由 参数 值 w = wo,u = vo 通过 上 述 参数 方程 给 定 , 设 
Z(o)U(o (ou 在 点 (wuo;vo) 的 一 个 邻 域内 连续 可 微 , 且 其 雅 可 比 和 矩阵 
2 0 
ZW yu 
2 
在 点 (wo,vo) 处 满 秩 , 则 由 隐 函 数组 存在 定理 知道 , 前 述 的 双 参 数 方程 在 点 古 的 一 个 邻 
域内 确定 形式 为 zx = z(z, 作 或 了 =z(2) 或 4 = ae z) 的 曲面 , 且 在 点 瑟 有 相应 的 
切 平 而 . 记 人 人 一 (Zoo 0 二 |， 和 (z 0 0 2 人 的 | 贡 则 曲面 在 点 如 的 法 向 量 为 
本 9 2 902) 9 
人 起 oo) ov) ou) 让 
注 对 于 以 上 情况 (1) 中 的 显 表达 式 > = 放大 令 FDC02 三 2 一 2 细则 
就 成 为 情况 (2) 的 特例 ; 又 大 令 z = yy = 2 = /wo 则 就 成 为 情况 (3) 的 特例 . 
习题 3545 写 出 曲面 z=awcosucos po)y 一 bcoszsin oz 一 csin 纱 在 点 Mo(po;Vo) 
的 切 平面 和 法 线 的 方程 . 
解 1 记 zo =acosWocoswo, yo =bcoswWo sin oo, 20 = csin Wo. 
如 前 所 述 , 不 妨 先 计 算 三 个 雅 可 比 行列 式 : 
一 psSinWsSinw ccos 幼 人 
DCcosWcos 0 
ccosW 一 asinWwcoso| 
一 accos2Wsin P， 
0 一 Q coswWsinol 
人 一 psSin Sin Op 人 
一 Qcos 劝 SinpD bcosW cos OP 
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下 在 点 Mo 的 法 向 量 可 取 为 
汪 守 人 co 0 COS 0 0 ) 四 全 名 ， 3 )， 
其中 约 去 了 因子 -abccosW%o. 由 于 cosyw%o = 0 时 上 述 三 个 雅 可 比 行列 式 均 等 于 0, 因此 
违反 了 前 述 牙 可比 矩 阵 满 秩 的 条 件 . 实际 上 这 种 情况 对 应 的 两 个 点 为 (0, 0, 士 oj 而 参数 
值 p 是 任意 的 . 题 设 的 双 参 数 表 示 方 法 对 这 两 个 特殊 点 是 不 合适 的 , 这 与 地 球 上 的 北极 

和 南极 的 经 度 不 定 是 一 样 的 . 然而 约 去 这 个 因子 后 得 到 的 m 对 这 两 个 点 也 是 适用 的 . 
于 是 可 写 出 切 平 面 方程 为 


2 (X 一 2Zo) 十 人 -oo) 二 号 (Z-z0)=0， 
QW 0 


于 是 该 曲 


还 可 整理 为 


同时 可 写 出 法 线 方 程 为 


池 09: 20 20 
人 02 C2 
解 2 (概要 ) ”本题 的 曲面 可 用 下 列 方程 给 定 : 
2 2 2 
2 


这 时 的 计算 要 简单 得 多 , 而 且 在 点 (0, 0, 士 c) 也 不 会 有 困难 , 从 略 . 


习题 3548 求 曲面 
Z 一 4 二 TU， 4 一 妇 十 oz 一 十 W3 
的 切 平面 当 切 点 Muwv) 化 夫 思 无 限 接近 于 曲面 的 边界 线 业 =， 上 的 点 Mo(uoyvo) 时 
的 极限 位 置 . 


解 ”本 题 的 曲面 在 86.3.3 的 习题 3407 中 已 经 研究 过 , 该 曲面 的 双 参 数 方程 中 的 
Z 一 ++uw 和 1 = 人 妇 十 2 将 wu 平面 上 由 炎 < 和 >w 所 定义 的 两 个 半 开 平面 同时 
映射 成 为 在 坐标 面 zOy 上 的 区 域 ! > 广 z2. 在 此 区 域 上 有 曲面 > = z(z, 妇 . 在 该 是 
已 经 求 出 了 当 习 入 ， 时 有 


9z 
07 


因此 在 点 Mu uv) 处 的 切 平 面 即 是 
3uo( 和 一 可 十 (+ 了 - 凡 -( 2 一 菩 =0 


可 


二 9z -3 
三 一 3uv， 到 5(u 十， 


其 中 z = 二 yy 三 2 十 oz 一 十 v3. 

令 点 MUwo) 趋 于 点 Mo(uwo,uo), 则 就 可 整理 得 到 切 平面 的 极限 位 置 为 下 列 平面 : 
了 yo(X 20) 3 zo( 了 yo) 十 和 一 20=0， 
其 中 zo = 2uo, yo = 2u0,， 20 = 2u1. 


注 “ 若 从 题 设 的 双 参 数 方程 消去 www, 即 可 得 到 本 题 的 曲面 的 显 表达 式 为 


总 
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3 
2 一 2UV 和 


于 这 个 表达 式 在 整个 坐标 面 zOy 上 有 定义 , 因此 在 抛物 线 y = 亏 z2 处 存在 切 平 二 


于 是 这 里 的 情况 与 前 面 的 习题 3545 的 解 1 中 出 现 两 个 特殊 点 的 情况 有 类 似 之 处 , 即 


于 本 题 的 双 参 数 表示 方法 本 身 的 缺陷 , 它 只 对 于 > 六 z2 有 效 , 且 只 能 于 改 夭 w 时 写 ! 


切 平 面 , 从 而 当 v = * 时 只 能 用 古 设 的 方法 求 出 此 时 的 切 平面 的 极限 位 置 . 而 实际 上 


. 
由 


HT 
| 


从 


上 述 方程 x(z, 乡 看 , 该 处 的 切 平面 本 来 就 是 存在 的 . 在 满足 加 = 于 z2 的 点 (zo,yo,z0) 


2 


处 直接 写 出 的 切 平面 方程 与 前 面 题解 得 到 的 结果 完全 相同 . 
习题 3556 求 顶 球面 


22 十 只 十 2 一 2 =1 


在 各 坐标 面 上 的 投影 


以 


解 ” 先 考虑 在 坐标 面 xzOy 上 的 投影 . 显然 投影 的 边界 曲线 是 由 椭 球 面 上 法 向 量 
坐标 面 zxOy 的 那些 点 投影 而 成 的 . 由 于 椭 球 面 的 法 向 量 为 

也 一 土 (22 一 2 29 一 0,22)， 

因此 取 > = 0 即 可 . 于 是 本 题 的 椭 球 面 在 坐标 面 zxOy 上 的 投影 是 以 z2 十 妇 2-zVy =1 
边界 的 椭圆 . 
同样 可 知 该 酉 球面 在 坐标 面 *Oz 上 的 投影 是 以 二 z2 + 22 = 1 为 边界 的 棋 圆 ,而 
坐标 面 yOz 上 的 投影 是 以 二 刀 十 22 = 1 为 边界 的 椭圆 ， 


臣 
纺 1 


习题 3557 分 正方 形 {0 和 zx 冬 10 冬 y 所 1 为 直径 不 大 于 6 的 有 限 个 部 分 c. 才 


曲面 

区 一 二 一 02 一 妨 
在 属于 同一 部 分 c 的 任何 两 点 P(z,y) 及 态 (zt) 的 法 线 方向 相差 小 于 1?, 求 数 
上 界 . 


解 点 Plzy) 和 玉 (zu 位 ) 对 应 的 曲面 上 的 两 个 点 处 的 法 向 量 可 取 为 
也 一 (一 22, 一 20, 一 ])， ml = (一 201,) 一 2 一 1)， 
可 见 有 | 兰 了 mi >1. 它们 的 夹 角 2 可 以 从 上 述 两 个 向 量 的 向 量 积 得 到 , 即 有 


|m xm 


ma 


lsino|l= < lm x ml 


计算 m x mi 的 模 得 到 
lm x ma =2V(za 一 2z)2 十 ( 一 幼 2 二 42 一 Z19)2， 
在 |z| 乏 1 可 乏 工时 对 上 述 根 号 下 的 第 三 项 可 作 如 下 估计 
(zj 一 zi = [(z 一 zz 人 +(z 一 2 和 =[( 一 几 +yz 一 2 
乏 2z( 轴 一 凡 十 20 一 入 2[( 一 人 妨 十 (zl 一 2 
记 p(P,P) = V(W 一 g 人 二 (zl 一 z)2 为 点 书 与 已 之 间 的 距离 , 则 就 可 以 从 |sin p| 乏 
lm x mi 和 上 述 估计 得 到 |sin ep| 乏 6p( 已 , 己 , 从 而 有 估计 


2 


为 


在 


的 
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bp( 司 站 种 林 sbp(R 间 
其 中 利用 o < 1 时 , 有 民 s1@. 由 于 点 性 和 尸 同属 一 个 c 时 , 距离 p(P, P) 不 
超过 e 的 直径 , 因此 只 要 65 和 人 (这 是 1? 的 角度 在 弧度 制 中 的 数值 ), 即 当 
Ti 
5< TXT80 祥 0.003， 
就 可 以 保证 角度 |o| 不 超过 1?. 
注 在 [5 中 得 到 了 更 宽裕 的 上 界 5 < 0.008727. 
习题 3558 ( 李 雅 普 诺 夫 不 等 式 ) 设 
2= zy)， 其 中 (zy) EDD () 
为 曲面 的 方程 . p( 已 , 己 ) 为 曲面 (上 在 点 P(z,yJ) E 万 及 太 (zz 人 ED 二 点 的 法 线 之 间 
的 夹 角 . 证 明 : 若 厂 为 有 界 闭 区 域 , 函数 /z,y) 在 区 域 刀 内 具有 有 界 的 二 阶 导 数 , 则 
有 不 等 式 
oO( 疡 ， 忆 ) 去 Cp( 忆 ,万 ) 
成 立 , 其 中 C 为 常数 , p( PP) 为 点 书 与 已 之 间 的 距离 . 

分 析 “本题 的 问题 与 上 一 个 习题 3557 类 似 , 证 明 的 思路 也 相同 , 只 是 习题 3557 是 
对 于 一 个 简单 函数 的 一 个 数值 分 析 , 而 本 题 要 证 明 的 却 是 适用 于 一 般 情 况 的 一 个 通用 
不 等 式 . 从 以 下 的 证 明 过 程 还 会 发 现 , 本 题 又 与 8$6.2.1 的 习题 3254 有 关 . 在 [5, 9，25] 
中 都 指出 , 在 本 题 中 必须 补充 万 为 凸 的 条 件 , 否则 结论 不 能 成 立 . 这 与 习题 3254 的 注 3 
是 一 致 的 . 

解 ”首先 将 习题 3254 的 注 3 中 的 例子 改造 一 下 , 用 以 说 明 对 本 题 的 区 域 刀 必须 增 
加 凸 性 条 件 才 行 . 

于 本 题 的 区 域 九 是 有 界 闭 区 域 , 因此 将 习题 3254 的 
注 3 中 的 开 区 域 媚 取 闭 包 ( 即 单位 圆 ), 然后 如 附 图 所 示 去 


措 


5 


JJ(T， 


-| 


| 边 的 扇形 , 其 定义 妇 
万 ={(z 人 | 到 十 吧 乏 1 而 当 z>0y>0 时 > zz4. 

然后 在 刀 上 定义 (与 习题 3254 的 注 3 相同 ): 

如 (zy 人 EDD 且 z>0,y > 0， 

如 (z;, 妇 是 万 中 的 其 他 点 . 


3 


? 


0， 


中 下 : 


习题 3558 的 附 图 


现在 取 点 已 (z,z3), P(z,-z3) ED, 其 中 0 <z<1/2. 于 是 有 p(P,P) = 2z3. 根 
据 函 数 太 的 定义 , 在 这 两 个 点 处 的 法 向 量 分 别 为 mi = (3z2,0, -Ti,m = (0,0,- 贡 . 于 
是 它们 的 向 量 积 为 mi x 即 = 3z27, 因此 有 
@ 不 难 计算 得 到 ， 困 子 | 2 | 在 lo| < 19 时 不 超过 1.000 051. 


Sin 2 
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| x al 372 
Sin (万 , 厂 ) 三 一 
本 
这 样 就 有 
IOP5 Pi 、lsineP | 
O( 忆 ,万 ) 人 0( 忆 ,局 ) 
= (Z 一 十 0) 
27z3VI 二 924 ， 


从 而 不 可 能 存在 常数 C, 使 得 p( 忆 ,P) 和 Cop( 己 ,P) 在 厂 上 成 立 . 
现在 设 题 中 的 万 为止 有 界 闭 区 域 . 
于 /了 在 刀 上 的 所 有 二 阶 偏 导数 有 界 , 因此 可 引用 8$6.2.1 的 习题 3254 推出 厂 的 所 
有 一 阶 偏 导数 连续 (参见 $6.2.1 的 前 言 、 附 图 及 其 注 ). 由 于 有 界 闭 区 域 上 的 连续 函数 必 
定 有 界 , 从 而 存在 常数 M，, 使 得 在 娓 上 |z 乏 M 和 | 直入 成 立 , 
记 点 已 ,PE 所 对 应 的 曲面 上 的 点 处 的 法 向 量 为 
ma 一 ( 鸭 ( 书 ), 罗 (Ph -D， 和 = ( 鸭 (P), 坊 (PP), 一 1 
然后 重复 习题 3557 中 的 计算 , 就 有 
lm x mal 
ja Ta 
= V 芍 (Pi) 一 发 (P 和 2 十 欧 (P) 一 动 (P2 二 [区 (P) 芍 (P) 一 长 (P) 芭 (PP)]2. 
于 根 号 下 的 第 三 
[2(P)z 站 一 为 ()z(P)] 
= { 鸭 (PP)[ 攻 (可 ) - 田 (P)] 十 才 (P)[ 攻 (P) 一作 (PO] 
2 (Pi) 一 鸭 (P)+ [ 攻 ( 己 ) 一 为 (P)]?}. 


sin %( 忆 ,万 )| = 志 | xil| 


|sine( 忆 ,PS VIT2202 V 区 (有 ) 一 z(P) 天 十 [ 动 CPD) 一 为 (P) 
根据 题 设 条 件 , 偏 导 函 数 必 和 思 具有 有 界 的 偏 导 数 , 再 次 引用 习题 3254 的 结论 及 
其 注 卫 可 知 世 和 2 都 是 在 万 上 满足 利 普 希 获 条件 的 连续 函数 . 从 而 不 妨 设 前 面 所 用 
的 常数 M 已 经 足够 大 ， 使 得 当 点 已 ,PEeDPD 时 , 还 同时 成 立 不 等 式 
[ze(P) 一 政和 MoP PP)，| 为 CP) 一 为) 入 MPp( 记 万 ). 


lsinoe(P ,PS VI+2M2.V2Mp( 记 ,P). 
最 后 , 由 于 当 夹 角 2( 已 , 己 ) 为 锐角 . 利用 当 0 乏 z < 四 时 的 若 
尔 当 不 等 式 zZ 乏 也 sinz ( 见 $2.7.2 的 习题 1290), 就 得 到 李 雅 普 诺 夫 不 等 式 : 


oO, 己 到 V1 二 2M 2.V2Mp(PI,P). 
注 对 于 夹 角 w%( 书 ,D) 人 mm 利用 余弦 定理 


| 上 村 十 | 此 一 人 aa 一 并 
2 | 


cos oO( 忆 ,也 ) = 
可 见 分 子 大 于 0 等 价 于 夹 角 为 锐角 . 
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于 mi 和 7 的 模 大 于 等 于 1, 而 
上 一 ?= 履 ( 丙 ) 一 鸭 轨 了 二 区 ( 避 ) 一 将 
乞 21M207( 户 ,局 )， 
因此 只 要 po(P,P) < 六 ,就 保证 (Pi,P) 为 锐角 .这 时 前 面 的 证 明 有 效 ， 对 于 
po(PP)> 二 的 


| 


< 
青 况 , 适当 放大 常数 C, 例如 取 C 是 前 述 估 计 值 与 Mr 中 的 较 大 的 一 
个 数 , 就 可 以 使 李 雅 普 诺 夫 不 等 式 对 任何 情况 成 立 . 


习题 3562 当 入 = 和 ,入 = 和 ,入 = 和 as 时 , 经 过 每 一 点 M(z,y, z) 有 三 个 二 次 曲 


02 _)2 1 到 2 一 7 1 已 一) 一 一 1 (ao >b>c>0). 


证 明 : 这 些 曲面 是 正 交 的 . 


解 ”首先 要 对 于 题 设 条 件 , 即 经 过 每 一 个 点 存在 三 个 曲面 进行 讨论 . 它们 必须 对 应 
于 三 个 互 异 的 入 值 . 显然 过 原点 是 不 可 能 有 任何 这 样 的 曲面 的 . 由 于 将 题 设 的 曲面 表达 
式 通 分 后 得 到 关于 入 ” 的 不 超过 三 次 的 代数 方程 , 因此 即 可 看 出 对 于 任何 坐标 面 上 的 点 
也 不 可 能 存在 题 设 的 三 个 曲面 . 
以 下 只 需要 对 于 坐标 均 大 于 0 的 点 M(z,y z) 作 讨论 . 
如 附 图 所 示 , 作出 以 入 为 自 变 量 的 函数 
万 (2) 车 2Z2 | 2 | 过 罗 
02 -2)2 有 -2 一 和 
的 图 像 . 则 有 和 2 = c2, 刀 ,a2 三 条 垂直 渐 近 线 ,， 又 以 
书 = 0 为 水 平 渐 近 线 . O 
于 Fe -0)= 天 (2 一 0) = Fo 一 0)=-A+oo， 
严 (cz 十 0) = 开 (2 十 0) = Fa2 +0) = -co, 因此 在 区 网 
间 (ce 的，(B2,o2) 和 (oz +eo) 上 瑟 的 图 像 与 水 平 直 习题 3562 的 附 图 
线 下 = -1 必定 相交 , 从 而 得 到 和 的 三 个 根 . 
如 前 所 述 , 这 就 是 给 定 M(z,y 2) 时 所 要 求 的 三 个 相 异 实 根 , 记 为 Xi, 和 > 和 和 sa, 且 
不 可 能 再 有 其 他 根 了 . 
曲面 在 点 M(z,y >) 处 的 法 向 量 可 从 方程 直接 求 出 为 


测 二 27 2 2z ) 
a2 一) 妇 2 一 和 co2 一 人 
2 27 2z ) 
7 一 党 本 ? 
(二 2 一 X2 ” c2 一 和 2 
吧 帮 27 2z 
na=( 了 7)2 ， 了 7， 7 天 
0 一 3 久 一 和 3 一 和 3 


它们 的 正 交 性 可 以 直接 计算 得 到 . 例如 
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472 402 422 
.22 一 十 十 
有 
本 人 ER ES 
双 一 双 \ 束 -类 丈 - 姑 /双双 \ 束 -和 双 克 一双 
422 ( 1 1 ) 
和 一 cc 一 3 
友 二 [EC - PCO 
二 人 1 一 (= 
人 
其 余 从 略 ， 


6.5.3 包 络 线 和 包 络 面 计算 3566-3580) 


给 定 含有 单 参数 的 一 族 曲 线 , 设 其 方程 为 
人 
则 在 一 定 条 件 下 有 可 能 存在 曲线 族 之 外 的 某 一 曲线 , 它 与 上 述 曲 线 族 内 的 每 一 曲线 相 
切 . 称 此 曲线 为 曲线 族 的 包 络 线 . 

关于 包 络 线 的 介绍 材料 在 数学 分 析 教 科 书 中 首 推 [11] 的 第 一 卷 的 238 和 239 小 节 . 
这 里 只 指出 , 若 玉 关于 za 连续 可 微 , 则 当 存 在 包 络 线 时 , 它 可 以 从 

F(zao 王 0， 开 ( 人 (za) 王 0 

消去 a 而 得 到 , 一 般 称 所 得 到 的 曲线 为 判别 曲线 , 因 其 中 除了 可 能 包含 包 络 线 ( 若 存 
在 的 话 ), 还 可 能 是 曲线 族 的 奇 点 的 轨迹 中 , 甚至 还 可 能 是 曲线 族 中 某 参数 值 对 应 的 一 条 
曲线 . 

以 上 概念 可 以 推广 到 空间 中 的 曲面 族 , 相应 地 得 到 包 络 国 

这 里 只 指出 , 对 于 以 如 下 方式 给 出 的 曲线 族 
FE(z 四 oO 一 0，C(a,b) =0， 
则 除了 用 C(a 世 =0 消 去 已 中 的 一 个 参数 的 方法 之 外 , 还 可 以 用 后 面 86.7.2 中 的 拉 格 
朗 日 乘 子 的 方法 来 做 . 这 就 是 引入 辅助 函数 

卫 王 下 (zaD) 十 和 C(a,D)， 


四 , 并 有 相似 的 计算 方法 . 


然后 从 
及 =0， 天 =0，C=0， 下 =0 
中 消去 wb 和 入 即 可 得 到 判别 曲线 . 
利用 隐 函 数 存在 定理 即 可 知道 这 个 方法 与 消去 两 个 参数 之 一 后 再 用 前 面 的 对 单 参 
数 曲 线 族 求 包 络 线 的 方法 是 一 样 的 . 此 外 , 这 个 方法 也 可 以 推广 于 包 络 面 的 计算 中 . 
@ 对 于 平面 曲线 F(z, g) 二 0, 在 奇 点 处 的 梯度 立 严 必须 为 零 向 量 . 见 后 面 的 86.6.2 中 关于 奇 点 的 定义 . 


@ 在 《习题 集 》 的 $6.3 中 , 习题 3426-3429 就 是 与 含有 参数 的 曲面 族 的 包 络 面 有 关 的 习题 . 由 于 其 中 还 
含有 任意 函数 , 因此 问题 是 求 出 包 络 面 所 满足 的 偏 微分 方程 . 
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习题 3570 设 有 长 为 ; 的 线段 , 其 两 端 沿 不 同 坐标 轴 滑 动 , 求 所 产生 的 线段 族 的 包 
络 线 . 


解 1 从 原点 作 该 直线 段 的 垂直 线 , 取 其 与 Oz 的 夹 角 0 为 参数 , 则 可 见 直 线段 与 
标 轴 相 交点 的 坐标 分 别 为 sin0 和 1cos0. 因此 即 可 写 出 其 ( 截 距 式 ) 直线 方程 为 巴 


SinO0 cosO 


| 六 


将 此 方程 对 参数 0 求 导 , 得 到 
人 2 


sin30 cos30 


又 将 上 式 改写 为 
和 3 2 3 呈 
sin0 cos0 


然后 与 前 述 直线 方程 联合 , 看 成 为 关于 sin -10 和 cos-10 的 线性 方程 组 , 即 可 解 出 
于 


》 


工 工 1 
从 水 动 瑟 二 人 3 人 
Sin 0 一 二 二 7 (zZ3 十 9 
LV 3 
1 1 和 
3 3 2 2 
cos0 二 工 人 = 也 (z3 +y3). 
1DZ 3 


将 上 述 两 式 代 入 恒等式 sin20 + cos20 = 1 就 可 
里 得 到 判别 曲线 方程 为 
js 十 | 央 三 吧 ， 
于 原 曲线 族 没有 奇 点 , 而 上 述 判 别 曲线 又 不 是 直线 ， 
忆 此 它 就 是 所 求 的 包 络 线 . 
注 所 得 到 包 络 即 是 附 图 中 的 星 形 线 . 在 第 一 册 
附录 一 的 习题 370.1(d) 中 给 出 了 1! = 8 的 星 形 线 的 图 
象 . 在 《习题 集 》 的 82.3 的 习题 1070 则 要 求证 明 : 星 


议 
嘱 


形 线 的 切线 介 于 坐标 轴 之 间 的 部 分 的 长 为 一 常量 | 
解 2 将 直线 段 在 坐标 币 上 的 截 距 o 和 取 为 参数 , 则 得 到 ( 截 距 式 ) 直线 方程 为 
十 半 =1 
业 


其 中 两 个 参数 满足 方程 


a2 十 2 一 712. 
如 前 所 述 , 引入 拉 格 表 日 函数 
ZL(zoob 和 = 到 丰 二 MXMa2 十 成 一 站)， 
然后 将 二 对 wb 求 导 , 得 到 方程 


用 =- 辣 +2ha 一 0， 及 = 一 砍 二 22 一 0 
加 这 里 及 以 下 运算 中 均 假 设 0 < 0 < 90。. 对 于 0 = 0 和 8 90。 的 两 条 特殊 直线 可 以 在 求 出 包 络 线 后 
验证 它 与 这 两 条 直线 也 相 切 
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消去 入 就 得 到 妆 一 莓 : 两 边 开 立 方 , 然后 从 联 立 方程 组 


D3 
工 工 
人 
Q b 这 
也 | 刀 一 
页 个 矶 1 


解 出 ww 岂 再 代入 吐 十 妈 = 如 即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 , 从 略 . 


习题 3572 炮弹 在 真空 中 以 初速 度 vo 射出 , 当 投 射 角 a 在 竖 直 平面 中 变化 时 , 求 
炮弹 轨迹 的 包 络 线 . 


解 记 59 为 重力 加 速度 常数 , 又 用 27 等 记 关 于 时 间 守 的 导数 , 则 有 
利用 初始 速度 WO) = wsina 和 20) = wecosa 且 设 W0) = z(0) = 0, 则 就 可 得 到 


2Z(b 一 (uocos ah)tb 


g( = 一 疙 妇 + (oosin ar 站 
消去 守 就 得 到 炮弹 的 轨迹 曲线 为 
9 呈 
1 一 7 2 十 (tana)zZ. 
将 上 述 方程 对 参数 a 求 导 , 得 到 
2Z Sec2 a 一 < 0. 
ua cos3 a 
从 上 述 两 式 消去 a 后 就 得 到 让 
2 2 2 
-7 20 0 如 
4 三 207 十 29 LU 中 
于 原 曲 线 族 没 有 奇 点 , 而 上 述 判 别 曲 


线 也 不 在 曲线 族 中 , 因此 它 就 是 包 络 线 . 
在 附 图 中 作出 了 投射 角 从 0* 到 90。 


SN 
EES 


ER 卫 
每 陋 了 5 的 炮弹 轨迹 . 可 见 在 真 裤 和 件 下 一 一 SS 
下 当 w = 45。 时 射程 最 远 (在 附 图 中 用 


粗 黑 曲线 表 习题 3572 的 阶 
粗 黑 曲线 表示 ). 习题 3572 的 附 图 


习题 3574 研究 下 列 曲线 族 的 判别 曲线 的 性 质 (c 是 参 变量 ): 


(a) 立方 抛物 线 y = (z 一 oj bp) 半 立 方 抛物 线 内 = (z 一 
(c) 尼 和 尔 抛物 线 由 = (z 一 o2; d) 环 索 线 (9 一 术 一 太 二 


解 (概要 ) “本题 的 计算 并 无 困难 , 下 面 只 对 它们 的 图 像 作 些 说 明 . 

(al)y = 0 是 包 络 线 . 前 面 几 个 例子 中 的 包 络 线 恰好 是 曲线 族 所 占据 的 范围 的 边界 
曲线 (这 确实 是 包 络 线 这 个 词 的 原来 含义 ), 但 本 题 的 包 络 线 y = 0 并 不 具有 “ 包 络 ”的 字 
而 上 的 意义 . 
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(b) 直线 y = 0 既是 包 络 线 , 也 是 曲线 族 的 奇 点 的 轨迹 . 
(c) 直线 y = 0 是 曲线 族 的 奇 点 ( 尖 点 ) 的 轨迹 , 但 并 不 是 包 络 线 . 
d) ( 设 a > 0) 判别 曲线 由 两 条 直线 组 成 , 其 中 z = 0 是 奇 点 (二 重点 ) 的 轨迹 ,而 


< 全 交 < 人 > 
XXZX 
DNSAAOAAOROSA 


习题 3574 的 附 图 


习题 3576 求 球 族 


(Z 一 tcosao)2 十 (一 tcosB)2 十 (z 一 tcos7) 2 一 1 
(其 中 cos2 a + cos2 8 + cos27y = 1, 寺 是 参 变量 ) 的 包 络 面 . 


解 ” 将 方程 对 上 求 导 得 到 


一 coga(2 一 tcosa) 一 cogs 有 By 一 tcosB) 一 cos7(z 一 zcos7T) =0， 


即 可 解 出 
才 一 coSQ 十 Cos 十 zcoST， 
将 它 代入 原 方程 就 可 以 整理 得 到 
22 十 2 十 妇 一 (zcogsa 十 ycosB 十 zcosy)2 一 1. 
于 原来 的 球 族 没 有 奇 点 , 而 上 述 判 别 曲面 也 不 是 球 , 因此 它 就 是 所 要 求 的 包 络 面 . (可 
以 验证 它 是 一 个 圆柱 面 .) 
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习题 3579 有 一 发 光 点 位 于 坐标 原点 . 若 2 十 由 十 中 > 及 ?, 求 由 球 
(一 Zo) 十 (一 加 关上 (一 2 六 忌 
投影 所 生成 的 阴影 圆锥 . 


解 1 如 附 图 所 示 , 在 经 过 发 光 点 O 和 球 心 
Mo(zo,goao) 的 一 个 平面 上 , 以 刀 为 半径 的 球 与 此 平 


| 交 于 一 个 医 
考虑 球 心 在 直线 段 ONWMo 的 延长 线 上 的 如 下 球 族 : 
2 (Z 一 她 0) 二 (一 芭 o 关 十 (z 一 to)=( 雪 ) 仁 关 ]， 
号 则 所 求 的 阴影 圆锥 的 边界 面 就 是 这 个 球 族 的 包 络 面 . 
可 是 357 的 出 国 将 上 述 方程 对 参数 上 求 导 得 到 


2Z0(Z 一 1z0) 一 % 人 一 怒 0) 一 20(z 一 zz) = 二 
与 原 方程 联 立 消去 上 就 得 到 阴影 圆锥 区 域 的 边界 的 圆锥 面 方程 为 
(2 十 多 十 加 一 瑟 )( 人 十 儿 十 节 ) 一 (22Z0 十 yo 十 220) 
解 2 可 从 题 意 直接 写 出 所 要 求 的 阴影 圆锥 的 边界 曲面 . 如 附 图 所 示 , 只 要 从 发 光 
点 出 发 作 射 线 与 球 相 切 , 这 样 的 射线 就 是 圆锥 面 的 母线 . 
附 图 中 的 点 M(z,yz) 就 是 射线 与 球 的 切 点 . 所 有 这 样 的 切 点 组 成 为 圆锥 面 的 准 
线 . 一 方面 , 由 勾 股 定理 有 


22 十 妇 2 十 和 =28 十 则 十 站 一 玉 ?， 
另 一 方面 , 可 以 看 出 所 有 这 样 的 点 M (形成 一 个 圆周 ) 又 在 与 直线 OMo 正 交 的 一 个 3 
机 上. 于 是 向 量 OMo 和 OM 的 标量 积 
D 克 .5 下 =IoM:IoMolcosZMOM =10M 

应 当 等 于 常数 . 于 是 就 有 zzo 十 yyo 二 zz20 一 22 十 妇 十 22. 

这 样 就 得 到 了 准 线 的 方程 为 
2Z2 十 2 十 2 一 zzZo 十 Wo 十 220 一 21 十 吧 十 妇 一 瓦 2 
记 母 线 上 的 点 的 坐标 为 (X, 六 2 而 (zy 2) 是 在 准 线 上 的 点 , 则 母线 方程 就 是 

芝 一 故 三 直系 三 友人 冯 山 : 
将 母线 方程 代入 准 线 方程 中 消去 w, 刀 : 和 二 就 得 到 与 解 工 相同 的 答案 
X2 二 Y2 十 2G2 一 tXzo 十 Yoo 十 220) 


尽 


到 


瑟 (地 二 阁 一 到 
1 


生 . (Xzo 十 Yo 十 Zazo)2. 
2 十 好 十 好 二 大 人 0 20 0) 
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86.6 泰勒 公式 (习题 3581-3620 ) 


内 容 简介 “本 节 含 三 个 内 容 ; (1) 多 元 函数 的 泰勒 公式 (82.10 的 推广 ) (2) 多 元 对 


数 的 泰勒 级 数 (85.5 的 推广 ) (3) 平面 曲线 的 奇 点 讨论 , 即 当 86.3 中 的 隐 函 数 存 在 定 到 


的 条 件 不 满足 时 的 研究 . 


6.6.1 多 元 函数 的 泰勒 公式 和 泰勒 级 数 (习题 3581-3604) 


多 元 函数 的 泰勒 公式 是 一 元 函数 的 泰勒 公式 的 直接 推广 (参见 82.10). 
以 二 元 函数 为 例 , /z,y) 在 点 (ob 处 展开 的 泰勒 公式 为 


天 
Hz， -e+2 直 [e-。 也 TO 有 六 | 7 二 局， 


其 中 右边 和 式 中 的 项 理解 为 


天 CR DR 

) 竟 ] fo =cie-o- 太 | 
2 二 

尼 为 余 项 . 余 项 有 各 种 形式 . 最 常用 的 有 两 种 . 引入 记号 

r= VE= 屯 了 


尼 =o07) 一 0) 
当 了 在 点 (w 昌 处 十 工 阶 连 续 可 微 时 , 也 有 
尼 =O0) 一 0 
和 即 有 
心 王 (十 1 [ec 0 十 忆 一 切 有 jae+onz 一 oo 一人)， 
其 中 0。e (0,1). 
在 wa =)= 0 时 , 也 称 泰 款 公 式 为 麦克 劳 林 公式 . 


若 了 在 点 (ob 处 无 穷 次 连续 可 微 , 且 在 该 点 的 某 个 邻 域内 尺 。 一 0 一 co), 则 


就 得 到 多 元 泰 款 级 数 . 多 元 泰勒 级 数 就 是 多 元 震级 数 . 
仍 以 二 元 函数 为 例 , ftz,y) 在 点 (ww D 的 一 个 邻 域内 展开 的 泰勒 级 数 可 写 为 


jz 必 = Jog+ 呈 让 [ee-a 闵 十 @- 昌 亲 | 7 


7 
Ei 


co 计 J ra 
SS 


171 1 

人 7 了 
io 07 09/ 
“十 7 一 1 


对 于 wa =!= 0 的 泰勒 级 数 , 也 称 为 麦 殉 劳 林 级 数 . 


二 元 蝴 级 数 是 二 重 级 数 的 一 种 特例 . 在 数学 分 析 教 科 书 中 可 参考 [1H] 的 第 二 卷 的 


396-397 小 节 . 如 其 中 所 述 , 这 里 只 称 绝对 收敛 的 级 数 为 收 敛 级 数 . 这 时 级 数 的 和 在 重 


排 下 不 变 . 此 外 , 还 可 以 参考 [22] 的 第 一 卷 第 二 分 册 的 813.20 等 . 
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习题 3581 在 点 4(1, -2) 的 邻 域内 根据 泰勒 公式 展开 函数 
jz 人 =222 一 2 一刀 一 6z 一 3 十 5. 


解 1 用 全 微分 法 求 偏 导数 , 则 有 
dj =(4z--y 一 6)dz 十 (-Z 一 27 一 3)dy， 
d2 =4dz2 一 2dzdy 一 2dy2， 
而 当即 >3 时 d"j = 0, 因此 就 得 到 

友人 目 -9 人 =0， 恩 卫 分 一 0 三 机 一 一 2 

更 高 阶 的 偏 导 数 均 为 0. 又 有 1, -2) = 5, 于 是 就 得 到 所 要 求 的 泰勒 公式 为 
je 必 =54+26 谤 到 -1 上 + 人 -人 + 下 
解 2 于 为 二 元 二 次 多 项 式 , 又 利用 泰勒 公式 的 唯一 性 , 因此 只 要 作 初 等 代数 
计算 就 有 

jz 幼 =2(z 一 了 二 于 一 [zz 一 了 十 ][y 十 人 一 引 一 [十 轨 一 中 

6[(z 一 I)+H-3(v+2) 一 2?] 二 5 


H (4 十 2 一 6)(z 一 IJ) 二 (-1+4 一 3)( 二 2) 十 (2 十 2 一 4 一 6 十 6 十 5) 
=5 十 2(z 一 1 一 (一 TO 二 2 二 (7 十 2 


习题 3585 写 出 函数 


jy) 一 2 
在 点 4(1,1) 的 邻 域内 的 展开 式 , 到 二 次 项 为 止 . 
解 1 jd,1D = 1. 用 全 微分 法 计算 其 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 如 下 : 

dj =yzy dz 十 zy(nz)dy， 

d2j =V 一 TDzy dz2 十 2[zo 二 oWzoLnz)ldzdy 十 zy(lnz)2dy2， 
因此 得 到 
万 ( 山 贡 三 1 ， 广 山 芒 =0， ja 三 0， 放 ED 三 1 态 1T)=0. 
这 样 就 可 写 出 


jz 人 )=1+(z-H+z 一 1 一 1TD+R2. 
解 2 用 间接 法 可 计算 如 下 : 
jz 人 =expyinzl=expf+( 一 JI+(z 一 sJ]) 


=explL+G-DlIz-D) 一 寺 e-D2+ZPo]} 
=expl[e -DJ 一 到 -02+C-DO 一 TD+ 肿 ] 


二 才 汪 二 作用 三 坝 性 吉 于 克 二 让 竺 旋 


xs 


=1 二 (zz 一 TJ)+(Z 一 1 一 1 十 五 2. 


90 


4 


注 “以 上 推导 中 的 各 行 表达 式 中 的 余 项 妨 只 表示 它 是 当 z 一 1 yy 一 工时 的 高 了 
2 阶 的 无 穷 小 量 , 在 各 行 之 间 的 余 项 Ra 未 必 相 等 . 此 外 , 在 《习题 集 》 的 答案 中 还 写 出 
了 书 2 的 拉 格 朗 日 型 余 项 的 表达 式 , 为 此 需要 计算 出 三 阶 俩 导数 , 但 原 题 并 无 此 要 求 . 


习题 3591 按 放 与 上 的 过 次 展开 函数 
Aayj 帮 cg=JZz 二 1 二 1 一 zz 十 有 0) 一 2 十 有 十 及) 


解 ” 按 照 泰 勒 级 数 公式 写 出 


eofem= [en+ 二 (人 训 
-ea+ 二 号. 六 7 
-|ree 本 号 He +He 


z) je 


力 mKn 严 3 
9 jz 局 > 后 


了 一 3 7 一 工 

注 注意 到 右边 的 第 一 项 , 可 以 将 此 题 与 教科 蔬 中 关于 二 阶 混合 篇 导 数 与 求 信 导 

顺序 无 关 的 定理 相 联系 . 在 该 定理 的 证 明 中 , 一 般 是 先 证 明 六 -， 0, 大 -0 时 的 表达 式 
人 sy @ 贡 的 两 个 时 次 极限 就 是 两 个 顺序 不 同 的 一 阶 混 全 篇 导 数 ， 从 而 将 问题 归结 


两 个 累 次 极限 相等 的 问题 . 


习题 3592 依 o 的 震 次 展开 函数 
2T 
玉 (p) 一 去 | jz 二 pcosp;,y 十 Psinp)dop. 


解 先 将 了 按照 p 的 晨 次 展开 如 下 : 


Ooe 


省 济 三 0 
jz+pcospg 二 psingp) = 人 二 >， 仙 (cosp 总 + sine 冯 jy)， 


抽 三 于 


然后 对 2 从 0 到 2r 逐 项 积分 (并 除 以 2r) 得 到 


0 
FUO) 三 帮 功 十 款 浊 可 | (cosy 总 +siny 癌 jy) dp 


人 


天 Oo 也 D7 D | ， 
joy) 乞 CE jz 鞠 下 本 可 


于 是 问题 归结 为 最 后 一 式 中 的 定 积分 计算 ， 
下 面 将 证 明 , 只 要 在 大 和 郊 中 出 现 奇数 , 该 积分 就 等 于 0 以 下 分 两 种 情况 讨论 (其 
ee 

(大 和 呈 中 有 一 个 是 奇数 , 另 一 个 是 偶数 . 这 时 呈 一 大 为 奇数 , 于 是 从 


Se 一 O)sin" (2f 一 DO) 一 一 cosg pgsin7 op， 


也 一 开 


0 dm. 
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可 见 cosg psin" op 在 区 间 [0,27x] 上 关于 其 中 点 元 为 奇 函数 , 因此 积分 


2T 
| cosg psin" opdo = 0. 
0 


( 2) 大 和 7 都 是 奇数 . 这 时 被 积 函数 cosg osin" op 在 区 间 [0,2r] 上 关于 z = 区 是 


个 函数, 因此 有 


2 
| cosg psin" op do 一 
0 


然而 从 


cosk(T 一 p) sin7 (一 


2 | cosg op Sin op dp. 
0 


OD) 一 一 cosg psinn op， 


可 见 cosg psin" oo 在 区 间 [0,x] 上 关于 其 ， 


2T 
| cosg psinr epdo 一 2 
0 


点 T/2 为 奇 函数 , 因此 又 得 到 积 4 
攻 cosg psin" opdo = 0. 
0 


对 于 风 和 有 都 是 偶数 的 情况 , 将 它们 改 记 为 2 和 2K, 直接 引用 8$4.2.6 的 习题 2290 


的 答案 , 就 得 到 


ib| 


2 
远 - | cos 交 psin2n 一 2 pdp 一 三 | cos28 op sin2n 一 28 op dp 


Cj JU27 一 25 一 1) 
27” .1 

(25)!(2m 一 2K)! 

227724KLm 一 及 ) 


27 
。 2 27 一 2 有 jz y) 


0 亿 
人 
.2290 和 0z240y/ 


-e+ 呈 到 + ) 7G 沙 


的 


习题 3594 将 函数 ffz,y) = In(l +z 二 y 展开 成 麦克 劳 林 级 数 . 


解 1 (直接 法 ) 计算 /0,0) = 0, 然后 套用 一 元 函数 Inz 的 高 阶 导 数 公式 ( 见 82.5.5 


开始 的 表格 之 V) 得 到 
9 “jz (有 (十 了 下 ! +n-1 
| 一 (一 DJm+n 一 DT)! 
902z7moom 1(0.0) ( 工 十 和 十 切 亚 + (0;0) ( 人 
于 是 即 可 得 到 
它 一 | Ce 十 多 一 工 玖 和 
In(1 二 2 十 四) 三 >》， sa 二 帮 5 2 . 
7 过 0 
7 十 也 一 1 


在 满足 条 件 |z| + |y| < 工时 ,就 可 以 订 
7 十 且 = 六 后 , 这 就 可 以 从 下 列 级 数 


FE 明 上 式 右 边 的 级 数 绝 对 收 和 敛 . 实际 上 , 取 


Ooe 


co  NV 
2 ln" 二 六 广 ( 人 | 十 ly)> 


mN=17m=0 


的 收敛 性 得 到 


AN=1 
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解 2 (间接 法 ) 利用 一 元 函数 mn(1 + z) 的 麦克 劳 林 级 数 展开 就 可 以 得 到 


ln(1+zZ 二 yy 三 >》， 人 (Z 十 2 
到 六 二 》、 Cmzm3m 一 中 
用 一 70 一 0 
三 
用 一 7 一 0 


如 解 1 一 样 可 以 证 明 当 |z| 十 四 < 工时 , 最 后 得 到 的 级 数 绝 对 收敛 . 若 记 兄 一 到 =m， 然 
后 又 将 7 改 记 为 w% 则 就 得 到 与 解 1 相同 的 结果 . 


习题 3601 展开 函数 
zz,y) = |a 十 ZJ2y dt 
0 
为 麦克 劳 林 级 数 并 写 出 前 三 项 . 


解 ”展开 被 积 函 数 如 下 : 
(1 十 2) 一 exp[tylin(1+z]=1+1yln(1+Z) 十 …: 


多 
其 中 用 省 略 号 表示 的 是 加 十 见 关 4 的 zmoym 项 之 和 . 
然后 对 于 二 在 [0,1] 上 逐 项 积分 就 得 到 所 求 的 前 三 项 为 


1 2 
2 二 化 三 二 二 区 
| rt 人 fe -本 )| 生 =1: 了 2ZY 67Z 十 is， 


习题 3604 设 z 为 由 方程 妈 一 2zz+Vy = 0 定义 的 z 和 y 的 隐 函 数 , 且 当 z = 1 和 
= 工时 z=1. 写 出 函数 >z 按 二 项 式 z--1 和 yY 一 LI 的 升 寺 排 列 的 展开 式 中 的 若干 项 . 


解 1 用 全 微分 法 求 > = z(z;,g 在 点 (1 1) 处 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 . 
对 方程 求 其 一 阶 和 二 阶 微分 得 到 
(322 一 2z)dz 一 2zdz 十 dy = 0， 
6zdz2 -2dzdz+(322 一 2z)d2z 一 2dzdz = 0. 
jz=y=:=1 代 入 并 整理 得 到 
dz 一 2dz 一 dy/， 
d2z 一 -6dz2 十 4dzdz= 一 16dz2 十 20dzdy 一 6dy2， 


、 


于 是 有 

党 仁 ;三 多 2 人; 1) 三 -1，20(11T) = 一 16， 2 1) = 10， 入 厅 (]， 1) = 一 6. 
这 样 就 可 写 册 
2z(zZ 人 = 一 1I+2 一 1 一 一世 一 8z 一 112+10z 一 1 一世 一 3 一世 十 五 2. 
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解 2 根据 隐 范 数 存 在 定理 可 以 肯定 > = z(z,y) 在 点 (1 1) 存在 泰勒 公式 

2 一 1+alz--T)+b -TD)+cez 一 DT+dz 一 1 一 TI)+e 一 1 十 已 >， 
其 中 Ra 一 olr2),r 一 V(zZ 一 1 二 (一 1)2. 

以 下 用 待定 系数 法 . 

为 计算 方便 起 见 , 令 z=2Z+lz= 和 上 +1y = 关上 二 1 代入 方程 得 到 关于 X, 冯 2 
的 方程 为 


-2X 二 TY 上 +T2Z-2XZ7+3272+23 = 0. 


然后 用 


2 一 aX+bY 二 cX2 上 +dXY+ey2 十 已 2 

代入 方程 , 并 弃 去 所 有 高 于 二 次 的 项 , 这 样 就 得 到 等 式 
2X 十 站 二 (aoX+bz +TcX2 TadX +ey2) 一 2X(aoX 二 DJ)+3(0X+0) 一 
将 上 式 按照 和, 立 X2, XYZY2 归并 同类 项 , 得 到 
(ae 一 2)X+( 十 HH)7 上 +(-2a++3a2 二 ce)X2 十 (-20 十 6a 十 四 XY 二 (32 二 ely72 = 0， 
并 令 它 们 的 系数 等 于 0, 就 可 得 到 
4 一 2,0 一 一 1 c 一 一 8 dd =10,e 3. 


6.6.2 ”平面 曲线 的 奇 点 判定 (习题 3605-3620) 


隐 函 数 存 在 定理 表明 , 若 在 点 (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 函数 斑 连 续 可 微 , 满足 条 件 
下 (zo,y0) = 0， 
且 梯 度 向 量 YF(zo,yo) = Ge(zo,yo) ,FEy(zo,yo)) 不 是 零 向 量 , 则 在 点 (zo, yo) 的 一 个 
邻 域内 , 方程 (zy) = 0 或 者 确定 y = y(z), 或 者 确定 Z = z( 四 , 这 时 在 该 邻 域内 没有 
其 他 点 满足 忆 (z,y) = 0. 将 这 样 的 点 (zo,yo) 称 为 平面 曲线 忆 (z,y) = 0 的 通常 点 . 
若 下 (zo,yo) = 0, 但 (zo,yo) 不 是 通常 点 , 则 称 为 奇 点 . 对 于 连续 可 微 的 羽 来 说 , 点 
(zo;,yo) 为 平面 曲线 下 =0 的 奇 点 的 必要 条 件 是 
ELzoyo) 三 0， 瑟 (Zoo) = 三 0， 本 (zoyo) = 0 
设 下 在 点 (zo,yo) 处 二 阶 连续 可 微 , 则 可 用 环 在 该 点 处 的 二 阶 偏 导 数 判定 
点 的 类 型 . 记 4 = 玉 2(zogo) 已 = El(zogo) C = Ri(zoyo), 则 有 以 下 结论 : (1) 若 
4C-B2 >0, 则 Mo 为 孤立 点 ; (2) 若 4C - B2 < 0, 则 Mo 为 二 重点 ( 结 点 ). 
小 节 86.6.3 的 命题 6.2 中 将 对 此 作出 证 明 . 


瑟 


习题 3605 研究 曲线 7 = az + 23 的 奇 点 , 并 作 其 图 像 . 


解 这 时 oa 为 参数 . 记 P(z,y) = az2 二 2z3 一 2 则 有 

到 (2 = 2az 十 372， 天 (2， y) = 一 29， 

Fl 人 (2 人 一 20 二 6rz，Fo(z) 三 0， 开 0 三 一 2. 
机 


下 (人 = 有 (全 (2 0 可 和 定 出 只 互 能 有 个 奇 点 (0,0)， 
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、 


(aj a > 0, 这 时 在 点 (0,0) 处 , 4 = 2a, 巨 =0,C= -2, 4C- B2= -4a<0, 因 此 
奇 点 (0,0) 是 二 重点 . 
(b) a = 0, 这 时 在 点 (0,0) 处 , 4 = 0, 下 = 0, C = -2, 4C - 82 = 0, 方程 变 成 
y 一 xz 过 该 曲线 即 是 86.5 的 习题 3374(b) 中 的 半 立 方 抛物 线 , 奇 点 (0.0) 为 尖 点 . 
(c) a < 0, 这 时 在 点 (0,0) 处 , 4 = 2a, 已 = 0, C 2, 4C -2 = -4a > 0, 因此 
奇 点 (0,0) 是 孤立 点 


习题 3606 五 


于 穷 


提示 “这 是 策 


卡 儿 叶 形 线 (参见 81.4.4 的 习题 


分 交 


习题 3607 五 


线 友 十 妇 一 3zy = 0 的 奇 点 , 并 作 其 


图 像 


370.1(b) 和 8$2.12.3 的 习题 1541)， 


九 


提示 “参见 86.3.1 


的 习题 3366 及 其 附 网 . 


习题 3608 研究 


线 友 十 妇 =2 十 叹 的 奇 


多 


点 , 并 作 其 


像 . 


线 z2 十 只 =z6 的 奇 点 , 计 


4 是 


了 


解 (概要 ) 令 Ptz, 几 二 妇 十 只 一 z6, 计算 
(人 一 27 一 6z5， 甩 (z 妇 一 4 


(Dr 攻 =2 一 307 FE 人) 凡 =0 BO 人 =1207 


后 下 


像 . 


F(zg) = 尼 (z) = 尽 (m 妇 = 0 可 知 只 可 能 有 奇 
点 (0,0)， 计算 得 到 在 该 点 的 4 = 2, 盛 ,CC = 0， 
4C - 52 = 0. 因此 不 能 由 命题 6.2 作出 结论 . 然而 从 
下 (从 =22(1 一 2 十 妨 
即 可 看 出 , 当 |z| < 1 时 满足 方程 F(z, 妇 = 0 的 点 只 可 
能 是 (0,0), 因此 它 是 孤立 点 ( 见 附 图 )， 人 


习题 3609 研究 


提示 “这 是 伯 努 甩 


线 (到 十 办 关 二 时 ( 玉 一 色 ) 的 奇 点 , 并 作 其 图 


j 双 纽 线 , 参见 86.3.1 的 习题 3367 及 其 附 


像 . 
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习题 3610 研究 曲线 (y - z2)2 = zs 的 奇 点 , 并 作 其 图 像 


解 令 F(zy)=( 才 一 Z 关 一 2 计算 得 到 

慌 (mi 几 = 一 名 二 12 人 一 20， Bo(z 人 = 一 4 丽 y( 攻 =2. 
Fo 一 ED 人 = =0 可 见 只 可 能 有 奇 点 (0,0). 计算 得 到 在 该 点 的 
4= 巨 =0,C=2, 4C- B2= 0, 因此 不 能 用 命题 6.2 来 判定 


然而 要 作出 本 题 的 平面 曲线 的 图 像 并 不 难 , 从 方程 即 可 见 只 

在 zy>0 时 有 图 像 . 直接 解 出 两 个 单 值 函 数 文 : 
页 国 二 天 +z， 久 加 = 天 -=o=2201- 人 同 ， 

就 可 见 它们 都 经 过 奇 点 (0. 0) 旦 在 该 处 的 导数 为 0 其 中 太 ( 四 在 
2 > 0 时 严格 单调 递增 , 而 z2(z) 则 先是 严格 单调 递增 , 然后 严格 
单调 递减 , 在 z 二 工 处 与 Oz 轴 相 交 ,， 然后 继续 严格 单调 递减 又 
利用 页 (o) > 克 (o) (z > 0)， 这 样 就 不 难 作出 附 图 中 的 图 像 . 奇 上 
(0, 0) 为 尖 点 . 

如 [1] 的 第 二 卷 的 236 小 节 所 述 , 由 于 从 尖 点 出 发 的 两 支 
线 在 尖 点 邻近 处 于 公 雪 线 的 同一 侧 , 因此 称 为 第 二 美 尖 点 ，( 相 应 习题 3610 的 图 估 
地 在 习题 3605 的 参数 w = 0 时 的 奇 点 称 为 第 一 类 尖 点 .) 


习题 3611 研究 曲线 (e+ z)2 = (ae 一 z)z22 的 奇 点 , 并 作 其 图 像 . 


提示 “这 是 环 索 线 , 对 于 u > 0 可 参见 86.5.3 的 习题 3574(d) 及 其 附 图 . 当 w < 0 
时 , 其 图 像 与 la| 对 应 的 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 当 u = 0 时 , 曲线 退化 为 直线 z = 0. 其 中 
的 点 (0,0) 满足 作为 奇 点 的 必要 条 件 , 旦 4 二 已 C = 0, 但 并 没有 “ 奇 性 ,因此 仍然 只 
是 一 个 通常 点 . 


习题 3612 研究 参量 wbc (ao 入 5 芯 c) 的 值 与 曲线 2= (zolz 一 DZz 一 co) 的 
形状 之 关系 . 

提示 “由 于 三 次 多 项 式 jz) =(z-alz--Iz 一 ec) 的 图 7 
像 很 容易 作 , 因此 只 要 将 该 图 像 “ 开 平方 ”就 可 以 作出 所 要 的 1 
线 , 然后 即 可 看 出 有 和 否 奇 点 以 及 在 有 奇 点 情况 时 的 奇 点 类 型 . 

以 ac=12=2 和 oc=3 为 例 , 在 附 图 中 用 虚 曲 线 表 示 上 9 
述 三 次 多 项 式 的 网 像 (也 称 为 三 次 抛物 线 ), 用 粗 黑 曲线 表示 
=(z-lz-2(z-3) 的 图 像 (已 见于 第 一 册 附 录 二 的 习 
题 1486). 由 此 图 已 可 推 知 当 ac < < c 时 , 曲线 无 奇 点 . 习题 3612 的 附 图 


进一步 可 从 上 述 附 图 推测 出 以 下 三 种 情况 的 结论 , 而 且 都 可 以 用 本 题 的 特例 , 即 习 
题 3605 的 图 像 来 说 明 ， 
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( 贡 若 wa=5<c 图 上 的 圈 将 缩小 为 一 个 孤立 点 ( 即 习 题 3605 的 w < 0 的 情况 ). 
(2) 若 ww<5=c, 图 上 的 两 文 曲 线 结 合成 环 索 线 ( 即 习 题 3605 的 w > 0 的 情况 ). 
(3) 若 a=5=c, 则 为 半 立 方 抛物 线 ( 即 习题 3605 的 wa = 0 的 情况 )， 


注 “对 图 像 * 开 平方 "运算 是 在 81.4 中 学 习 的 一 种 技巧 , 见 81.4.2 的 习题 266, 81.4.3 
的 习题 328(ej, 329(d) 和 81.4.4 的 习题 368(d) 等 . 


在 习题 3602-3612 的 方程 (z, 妇 =01 


, 函数 忆 都 是 代数 多 项 式 , 其 曲线 称 为 代 


数 曲 线 . 下 面 的 习题 3613-3620 则 是 由 超越 方程 确定 的 曲线 , 称 为 超越 曲线 . 
如 上 面 的 习题 所 示 , 若 能 用 8$1.4 (以 及 8$2.12) 中 的 方法 画 出 曲线 的 草图 或 图 像 , 则 


对 于 奇 点 的 分 析 很 有 帮助 . 
习题 3613 (2 = 1 一 e-7 ), 3614 (2 = 1 一 e 7 ), 3618 (2 = sam 二) 3619 (2 = 
sinz2),， 3620 (2 = sin3 z) 等 都 可 用 习题 3612 中 的 图 像 * 开 平方 ”解决 , 留 作 练习 . 
习题 3615 (y = zlnz) 的 作 图 比较 简单 , 习题 3617 (y = arctan ( 二- )) 可 参见 第 
册 附 录 一 的 习题 324.1(d),， 从 略 . 
以 下 分 析 习 题 3616, 它 有 一 些 新 的 特点 . 


这 


习题 3616 研究 超越 


上 线 y = 


工 
人 


1 十 e 
解 于 yy(z) 在 定义 域 (-oo,0)U(0, +eco) 内 均 
连续 可 微 , 因此 只 0 处 需要 研究 . 
从 j(+0) = -0) = 0 可 见 , 点 z=0 是 可 去 不 
连续 点 . 补充 定义 y(0) = 0, 则 zx = 0 为 连续 点 . 
为 研究 ( 延 拓 后 的 ) y(z) 在 z = 0 是 否 可 微 , 可 用 
和 侧 导数 极限 定理 ( 见 82.6.4 的 习题 1258.1). 


人 AN 


习题 3616 的 附 图 


对 z 关 0 可 求 导 得 到 
工 
W(z) 二 上 | 一， 
工 十 ez z(1T+Tes ) 
于 是 就 有 
工 证 
外 加 =YHO = im 一 +im( 一 2 一 汪 )=0+0=0， 
1 十 ez 1 上 er 1 二 ez 
1 
匈 (0D) =yY(-0) = lim 一 工 ; + lm ( 二 ) =1+0=1 
下 生 0 Se 
1 十 ez ez (li+ez) 
可 见 曲线 上 的 点 (0,0) 为 角 点 (在 附 图 中 还 用 虚线 画 出 了 曲线 的 斜 渐 近 线 y = 
1 1 
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现在 给 出 平面 曲线 lz, 人 = 0 在 4C-B2 关 0 时 的 奇 点 类 型 的 证 明 , 并 对 
4C - B2 = 0 作 注解 . 


命题 6.2 设 函 数 F(z,y) 在 点 Mo(zo,yo) 的 一 个 邻 域 内 二 阶 连 续 可 微 , 且 满 足 
下 (2o,yo) = 本 (zo,yo) 三 (0Z0, 0) 一 0. 


交 启 
4==TFzz(zoyo),=Foy(zo bo) C = Footzoyo)， 
则 当 4C - 2 和 关 0 时 , 由 方程 R(z,y) = 0 确定 的 平面 曲线 在 点 Mo(zo,yo) 处 有 以 下 两 
种 可 能 类 型 ; 
(和 若 4C -- 肆 ?> 0, 则 Mo 为 狐 立 点 ; 
(2) 若 4C 一 已 ?<0, 则 Mo 为 二 重点 ( 结 点 ). 


证 ”为 简明 起 见 , 设 zo = yo = 0. 显然 这 只 要 通过 平移 即 可 实现 . 
写 出 带 佩 亚 庄 余 项 的 泰勒 公式 

天 (zyV) 三 于 (4 HH2PBzy : CW) Holr2) (r 一 0)， 

VE 可 

(人 若 4C--B82>0, 则 当 4>0 时 , 由 高 等 代数 知道 4z” +2Bzy 十 CV2 为 正定 二 
次 型 , 且 存 在 d > 0, 使 得 对 一 切 z,y 成 立 不 等 式 

4z2 二 2Bzy+CoW > dl(z2 二 02) = dr2. 

将 前 述 泰 勒 公 式 的 余 项 改写 为 o(1)r2, 其 中 o(1) 是 一 0 时 的 无 穷 小 量 , 则 就 得 到 
天 (ZUV) 区 十 om (7 一 0). 

因此 存在 ro > 0, 使 得 当 0 乏 7 < ro 时 ， 


上 
压 


六 
AT 


天 (zy) 卫 dr2. 


此 可 见 , 在 邻 域 z2 十 2 < 对 内 ,方程 Flz,y) =0 只 能 在 点 (0,0) 处 成 立 , 从 而 该 奇 
点 为 扳 立 点 . 

对 于 4 < 0 的 情况 , 证 明 是 类 似 的 , 从 略 . 

(2) 若 4C - B2 < 0, 则 二 次 型 4z2 + 2Bzy 十 Cy2 为 不 定 , 它 既 可 取 到 正 值 , 也 可 
取 到 负 值 . 从 高 等 代数 知道 , 存在 正 交 变换 (对 于 二 维 情况 就 是 华 标 轴 的 一 个 旋转 变换 ) 


2 一 2fcosaw 一 Wisna，y=2 sna 十 W cosa， 


使 得 成 立 


下 (Z 人 一 az 十 do 二 oll)r2 (r 一 0)， 


其 中 al > 0， ad2 < 0， 72 一 22 赴 02 一 002 十 32. 为 方便 起 见 ， 记 di 一 a2， a2 一 一 02， 
其 中 ob > 0, 则 就 得 到 
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开 (zU) 一 a2z2 一 2g2 十 ol)r2 


= (az' 一 by)(az 十 b)+ollr2 (r 一 0). 

若 将 上 式 最 后 的 余 项 弃 去 , 则 方程 R(z, 几 = 0 就 确定 出 在 点 (0,0) 相交 的 两 条 直 
线 az' 一 录 =0 和 az' 十 =0. 可 以 证 明 , 考虑 余 项 之 后 , F(z,y) = 0 确定 的 平面 曲 
线 在 点 (0,0) 附近 是 两 条 于 (0,0) 相交 的 曲线 , 且 分 别 与 上 述 两 条 直线 在 点 (0,0) 处 相 
切 . 这 些 证 明 可 在 [1 的 第 二 卷 的 236-237 小 节 或 者 [14] 的 853 中 找到 ,从 略 . 称 这 样 
的 奇 点 为 二 重点 或 结 点 

注 在 4C-B82=0 但 4,B,C 不 全 为 零 时 ， 《习题 集 》 在 86.6 的 前 言 处 说 奇 点 
为 尖 点 或 孤立 点 , 这 是 不 够 完整 的 . 实际 上 这 时 与 4, B,C 全 为 零 的 情况 类 似 , 需要 利 
居 更 高 阶 项 作 进一步 研究 , 包括 前 述 二 重点 在 内 的 更 复杂 情况 都 可 能 出 现 . 以 下 举 出 各 
种 可 能 性 的 例子 . 
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(1) 第 一 类 尖 点 , 见习 题 3605(b) 及 其 附 图 . 
(2) 第 二 类 尖 点 ,见习 是 3610 及 其 附 图 . 
(3) 二 重点 , 见 86.7.1 的 习题 3682 及 其 附 图 . 该 题 中 的 方程 为 2z2 - 3zy2 十 史 = 


(z=-22)(2z 一 2) =0. 在 点 (0,0) 处 4=4B=C=0. 与 4C-52<0 时 的 二 重点 
不 同 的 是 两 支 曲 线 在 奇 点 处 有 公共 的 切线 . 

(4 在 (3) 中 的 两 支 曲 线 完全 重合 , 无 任何 奇 性 ,点 (0,0) 为 通常 点 ， 例 如 方程 
2 一 2z29 二 2z = 一 2z2)2=0 在 点 (0,0) 处 就 是 如 此 . 

(5) 孤立 点 , 见习 题 3608 及 其 附 图 . 
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86.7 多 元 函数 的 极 值 (习题 3621-3710 ) 


内 容 简介 “本 节 的 习题 可 分 为 以 下 部 分 : (D) 无 条 件 极 值 问题 , (2) 条 件 极 值 问题 ， 
(3) 最 值 问题 , (4) 应 用 题 . 


6.7.1 “无条件 极 值 问题 (习题 3621-3649, 3651-3653，3681-3682) 


这 里 的 主要 思路 可 以 仿照 一 元 函数 的 极 值 和 最 值 问题 来 考虑 (参见 82.11.1). 首先 
是 将 费 马 定理 推广 于 多 元 函数 而 得 到 下 列 命题 . 


命题 6.3 (多 元 函数 的 费 马 定 理 ) 设 /zi ……，,zn) 在 史 维 区 域 忆 上 有 定义 , 点 
Q&= (ai …，,an) ED 是 上 的 极 值 点 , 且 了 在 该 点 存在 所 有 的 一 阶 俩 导数 , 则 有 


及 (al ,an) 一 0 ， 太 (al) , an) 一 0. 


注 1 上 述 命题 也 可 写 为 多 元 可 偏 导 函 数 上 在 极 值 点 a 的 梯度 向 量 为 零 向 量 : 
grad Fa) = 0. 
注 2 老将 命题 中 的 条 件 加 强 为 了 在 点 a 可 微 , 则 在 该 点 的 微分 为 0: 
dj(a) = 0. 

与 一 元 函数 类 似 , 我 们 将 满足 条 件 grad fa) = 0 或 df(a) = 0 的 点 a 称 为 驻 点 
(或 临界 点 ), 即 极 值 嫌 疑点 . 偏 导 数 不 存在 或 函数 不 可 微 的 点 也 都 是 极 值 嫌疑 点 . 

若 了 在 点 a 处 二 阶 连续 可 微 , 即 存在 所 有 的 二 阶 连 续 偏 导 数 , 则 就 可 将 多 元 函数 / 
在 驻 点 a 附近 的 增 量 用 带 佩 亚 诡 型 余 项 的 泰勒 公式 表示 如 下 : 

jz) - fa) = 广 Azz 甩 Az+olr2) (r 一 0)， (6.5) 


二 人 ( 安 二 2 章 罗 Az = 三 (Zi 一 Q1 yyYm 一 an) 7 ， 人 |Azl2， 五 为 了 在 点 Q 的 
所 有 二 阶 偏 导数 组 成 的 实 对 称 和 矩阵 


ja) ja(o ja) 
ja) jpo(o 0 jo(m) 
mta) ja(a) jn 


称 为 黑 塞 矩 阵 (已 见于 86.2.6 的 习题 3350 和 3351 中 ). 可 以 看 出 , (6.5) 右边 的 第 一 项 乘 
以 2 就 是 函数 三 在 芽 点 a 处 的 二 阶 微分 : 

d2jFa) = Az7 万 Arz. 

利用 高 等 代数 中 的 二 次 型 知识 就 可 以 得 到 下 列 命题 . 


命题 6.4 (多 元 函数 极 值 的 充分 条 件 ) 设 /(z) 在 驻 点 a 的 一 个 邻 域内 二 阶 连续 
可 微 , 吾 为 了 在 该 点 的 黑 塞 和 矩阵 , 则 有 以 下 结论 : 
(GD 若 殖 为 正定 阵 , 则 a 为 极 小 值 点 ; 


< 
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(2) 若 五 为 负 定 阵 , 则 a 为 极 大 值 点 ; 

(3) 若 互 为 不 定 阵 , 则 a 不 是 极 值 点 . 

注 情况 (3) 在 一 元 函数 中 没有 对 应 . 此 外 , 命题 6.4 留 下 的 情况 是 黑 塞 和 矩阵 为 半 
定 和 矩阵 的 情况 , 其 中 包括 所 有 二 阶 偏 导数 在 点 a 全 等 于 0 的 特例 在 内 . 

为 方便 起 见 , 将 命题 6.4 对 于 二 元 函数 的 情况 另 列 为 一 个 命题 如 下 . 


命题 6.5 设 二 元 函数 > = zy) 在 身 


点 (Zoo) 的 一 个 邻 域 内 二 阶 连 续 可 微 , 且 


满足 条 们 
则 有 以 下 结论 : 
() 若 万 >0,4>0(C>0)) 贝 
(2) 若 万 >0,4<0(C<0); 贝 
(3) 知 万 < 0, 则 (zo,yo) 不 是 极 值 点 . 


注 1 D=0 的 情况 相当 于 命题 6.4 的 
0 的 特例 在 内 . 
注 2 可 以 将 此 


命题 


由 


极 什 


与 86.6.3 的 命题 6.2 
[问题 之 间 的 密切 联系 . 例如 , 命题 6.5 的 情况 (3) 


F=4C 一 万 ? 天 0， 其 中 4 = Je(Zo) yo)， 已 = 记 (zZo,yo)， C = 及， (Zoo)， 


上 (zo,yo) 为 极 小 值 点 ; 
上 (zo, yo) 为 极 大 值 点 ; 


包括 4= 嘱 =C = 


所 指出 的 情况 , 其 


注 


作对 比 ， 从 而 理解 平面 奇 点 与 二 元 函数 的 
与 命题 6.2 的 二 重点 相对 应 . 这 时 


- 司 有 过 


在 点 (zo,yo) 的 充分 小 的 邻 域内 满足 条 件 jz;,y) - /zxzo,yo) = 0 的 点 集 恰 好 是 经 过 点 
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(zo,yo) 的 两 条 曲线 , 它们 将 该 邻 域 分 成 


个 区 域 ，F(z,y) - zxzo,yo) 在 其 中 的 了 


个 区 


域内 大 于 0, 而 在 另外 两 个 区 域内 小 


六 0， 从 而 点 (Zo,V0) 不 可 


台 已 
能 是 


极 值 点 . 


本 小 节 的 习题 一 般 都 可 以 用 上 述 三 个 命 


六 题 求解 , 只 需 注意 以 下 几 点 : 


Se 地 


明 闭 区 域 上 连续 函数 达到 最 大 值 


,往往 可 以 直接 判定 茶 些 驻 


和 最 小 人 


人 


(1) 利 
点 为 极 值 点 , 而 不 必 计 算 该 点 处 的 二 阶 偏 导 


的 定理 , 往生 


数 ; 


(2) 求 极 值 时 只 需 考 虑 定义 域 的 内 点 , 1 


(3) 根据 各 个 习题 的 具体 情况 , 也 可 能 找 至 


j 在 求 最 值 时 则 要 考虑 定义 域 的 边界 点 ; 
更 为 便捷 的 方法 ; 


命题 


比 上 述 几 个 


命题 


(4) 对 于 6.4 和 6.5 所 不 能 履 


习题 3622 研究 函数 >=z2 一 (7 一 12 


局 


解 1 计算 一 阶 仿 导 数 并 列 出 方程 


盖 的 情况 需要 另 作 讨 论 . 


的 极 值 . 


为 =20=0， 为 =-20 一 贡 =0， 
就 得 到 驻 点 为 (0,1).， 又 计算 二 阶 偏 导数 为 (恰好 都 
是 常数 ) 

4=2z=2 也 =2 三 0C=2 三 一 2， 
可 见 有 万 = 4C-B2 =-4<0, 因 此 点 (0,1) 不 是 


多 


极 值 点 . ( 附 图 中 是 >=22 一 O 的 图 像 .) 


解 2 由 于 表达 式 王 -人 一 芒 的 第 
二 项 则 与 z 无 关 , 于 y = 1 处 达到 极 大 值 


习题 3622 的 附 图 
项 与 y 无 关 , 于 z = 0 处 达到 极 小 值 , 而 第 
1, 因此 即 可 知 上 只 有 一 个 驻 点 (0,1), 且 在 该 点 
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的 任何 邻 域内 , 函数 值 x = z(z,y) 既 可 能 大 于 z(0,1) = 0 (只 要 令 y = 0), 又 可 能 小 于 
2(0,1) = 0 (只 要 令 z = 0), 从 而 (0,1) 不 是 极 值 点 . 于 是 本 题 的 函数 没有 极 值 . 

注 函数 z>=2z2- (一 1 的 图 像 是 以 点 (0,1) 为 中 心 的 双 曲 抛物 面 , 俗称 马鞍 面 ， 
点 (0,1) 称 为 鞍点 巴 . 在 附 图 中 作出 的 是 > = z2 一 妇 2 的 图 像 , 只 要 将 它 沿 着 Oy 轴 的 正 
方向 移动 一 个 单位 长 度 就 得 到 本 题 函数 的 图 像 . 


习题 3624 研究 图 数 z>=22 -zy+ 妇 -2z+y 的 极 值 . 


解 ” 从 求 偏 导 得 到 的 方程 区 =27z -yy 一 2=0 和 为 = 一 十 20 二 =0 即 可 求 出 
唯一 的 驻 点 为 (1 0), 又 从 黑 塞 矩阵 ( 二 也 ) 为 正定 , 可 见 点 (10) 为 极 小 值 点 , 极 小 值 
为 z(1,0) = 一 |. 

注 “ 一 元 函数 中 的 y = az? 二 bz 十 c 当 oa > 0 时 ,其 图 像 是 开口 向 上 的 执 物 线 , 存 
在 唯一 的 最 小 值 点 . 与 此 相似 , 二 元 函数 > = az2 十 20zy 十 cy%2 十 2dz 二 2ey 十 三 当 和 矩 阵 
(22) 为 正定 时 , 其 图 像 为 开口 向 上 的 椭圆 抛物 面 , 存在 唯一 的 最 小 值 点 . 本 题 求 出 的 极 
小 值 点 就 是 最 小 值 点 . 这 些 结论 可 以 推广 到 冯 元 函数 , 因为 这 时 在 公式 (6.5) 中 没有 余 
项 , 因此 命题 6.4 的 结论 不 是 局 部 的 , 其 情况 (1),(2) 中 的 点 (zo,yo) 为 唯一 的 最 值 点 . 


习题 3625 研究 函数 > = z2%3(6 -Z 一 切 的 极 值 . 


解 计算 一 阶 偏 导 数 并 令 其 为 0, 得 到 
Dz 一 2z 风 (6 一 7 一 几 一 到 疙 =20012 一 37 一 2%) =0， 


入 一 3z292(6 -7 一 几 一 2z203 = 27202(18 一 37z 一 490) = 0. 

此 即 可 解 得 所 有 驻 点 为 : (1) 满足 zx = 0, 即 Oy 轴 上 的 所 有 点 ; (2) 满足 y = 0, 即 Oz 
轴 上 的 所 有 点 ; (3) 点 (2, 3). 
于 本 题 的 方程 非常 简单 , 用 几何 分 析 方 法 即 可 解决 问 
题 . 如 附 图 所 示 , 其 中 的 三 条 粗 黑 直线 zZ = 0,y=0,z+V=6 
就 是 满足 z = 0 的 点 集 全 体 . 这 三 条 直线 将 坐标 面 zOy 分 成 
7 个 区 域 , 且 容 易 确 定 每 一 个 区 域 上 二 元 函数 > 的 符号 . 
芷 这 些 区 域 中 只 有 一 个 是 有 界 的 闭 区 域 , 在 图 中 标 以 灰 
色 . 在 该 区 域内 > > 0, 而 前 面 求 出 的 驻 点 (2,3) 恰好 是 这 个 
区 域 的 内 点 . 利用 连续 函数 在 有 界 闭 区 域 上 达到 最 大 值 和 最 
小 值 , 可 见 点 (2,3) 就 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 x(2,3) = 108. 习题 3625 的 附 图 

对 于 满足 z = 0 的 点 , 即 Oy 轴 上 的 点 , 从 附 图 可 见 , 满足 y > 6 和 yY<0 的 点 都 是 
极 大 值 点 , 而 满足 0 <yY < 6 的 点 则 是 极 小 值 点 . 这 些 点 处 的 极 值 都 是 0. 然而 点 (0,0) 
和 (0, 6) 却 不 是 极 值 点 , 因为 在 它们 的 任意 小 的 邻 域内 函数 > 可 同时 取 到 正 值 和 负 值 . 
同 理 可 见 , 对 于 满足 y = 0 的 点 , 即 Oz 轴 上 的 点 , 也 都 不 是 极 值 点 . 
Q@ 同样 也 将 命题 6.5 中 情况 (3) 的 驻 点 称 为 较 点 . 


T 
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习题 3627(b) 研究 函数 
2 一 2z4 十 只 一 2 一 202 的 极 值 . 


解 “与 习题 3622 类 似 , 将 函 
数 写 为 z= jz)+g9g(), 其 
jz) = 2z4 一 z2， 


g( 仿 三 太一 2 
则 就 可 以 分 别 研究 两 个 一 元 函数 
jz) 和 9(9) 的 极 值 . 习题 3627(b) 的 附 图 


如 附 图 所 示 , 通过 导数 计算 即 可 知道 函数 f(z) 有 一 个 极 大 值 点 x = 0 和 两 个 极 小 
直 点 z = 土 寺 ,而 函 数 g(y) 则 有 一 个 极 大 值 点 y = 0 和 两 个 极 小 值 点 = 士 1， 
此 可 见 , 本 题 的 二 元 函数 z(z,g) 有 9 个 驻 点 . 容易 看 出 其 中 点 (00) 为 极 大 什 点 
极 大 值 为 > = 0; 点 ( 士 寺 , 士 1) 为 两 个 极 小 值 点 , 极 小 值 为 > = 一 1 言 ; 其 余 6 个 驻 点 则 如 
习题 3622 的 解 2 所 示 都 是 先 点 . 


习题 3629 研究 丽 数 = = obj - 写 - 抱 (a > 0,5 > 0) 的 极 1 


解 函数 z(z;,9y) 的 自然 定义 域 是 财 


如 附 图 所 示 , 用 粗 黑 线 表示 > = 0 的 下 人 万 可 分 为 4 个 子 区 域 , 在 它们 的 边界 
上 都 有 >z = 0. 又 用 十 号 标 出 z(z,y 的 符号 . 

附 图 可 以 看 出 , 原点 (0,0) 不 是 极 值 点 (而 是 鞍点 )， 

利用 函数 和 区 域 的 对 称 性 可 以 断定 , z 在 第 一 象限 中 的 阴影 区 域内 有 最 大 值 点 , 且 
是 极 大 值 点 . 从 对 称 性 可 见 , > 在 第 三 象限 有 取 到 相同 最 大 值 的 最 大 值 点 , 而 在 第 
其 最 小 值 等 于 最 大 值 乘 以 -1. 这 些 最 值 点 都 是 极 值 点 . 


sa 
IITT 


CC 


这 
记 A=1- 瑟 - 货 , 于 是 有 z = zyV 人 .由 此 式 2 
计算 Zn 如 下 : [四 
二 这 人 2z2 2 
二 区 - 
对 称 性 可 直接 写 出 
2 02 27? 
” VA 2 22 1/ 习题 3629 的 附 图 
然后 求解 下 列 方 和 
2 二 2 20 
Q 帮 0 aQ2 02 三 人 


2 
它 在 第 一 象限 中 的 唯一 解 为 
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前 面 的 分 析 可 知 , 所 求 出 的 驻 点 就 是 极 大 值 点 (也 是 最 大 值 点 ). 将 它 代入 z(z, 人 g 
中 , 得 到 极 大 值 (也 是 最 大 值 ) 为 -2 由 对 称 性 可 求 出 极 小 值 点 和 极 小 值 , 从 略 . 


3V3 
注 ， 本 题 利 用 有 界 闭 集 上 连续 函数 的 最 值 定理 , 在 计算 之 前 就 可 以 断定 最 值 点 的 
存在 性 . 又 由 于 利用 了 函数 与 区 域 的 双重 对 称 性 , 因此 不 必 计 算 所 有 的 驻 点 (例如 鞍点 
(0,0)), 也 不 必 计 算 它 们 的 黑 塞 矩 阵 . 


习题 3630 研究 函数 > - _Z 十 好 十 (ao2 十 大 十 co 区 0) 的 极 值 


V2Z2 十 2 十 1 
提示 此 题 可 归结 为 一 个 简单 的 几何 问题 . 考虑 三 维 空间 的 向 量 (z,y1) 和 


员 


(o 2 c), 则 从 三 角 学 的 余弦 定理 可 见 这 两 个 向 量 的 夹 角 0 的 余弦 为 
三 QZ 十 0 十 C 
Vz22 十 好 十 1.Va2 十 好 十 c2 


_ 1 
”V 而 万 
然后 对 于 c 尖 0 和 c = 0 的 两 种 情况 分 别 进行 讨论 . 由 问题 的 几何 意义 即 容易 猜测 到 前 
者 有 极 大 值 和 极 小 值 (也 就 是 最 大 值 和 最 小 值 ), 而 后 者 没有 极 值 
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习题 3643 研究 函数 业 = 23 十 好 十 妈 十 122y 十 2z 的 极 人 


解 ”计算 三 元 函数 炎 的 一 阶 俩 导数 为 


信 二 3z2 十 12y， 
2 一 2 十 127， 
他 一 2z 十 2， 
于 是 可 求 出 两 个 驻 点 为 (0,0, -1) 和 (24, -144, 一 1 
代替 计算 两 个 驻 点 处 的 黑 塞 和 矩阵 , 可 以 直接 计算 v 的 二 阶 微分 如 下 ; 


du = (3z2 十 12y)dz+(2 十 12z)dy 十 (2z 十 2)dz， 
d2=(6zdz 十 12dy)dz 二 (2dy 十 12dz)dy 十 2dz? 
一 6zdz2 十 24dzdy 十 2dy2 十 2dz2. 


于 是 可 直接 得 出 在 驻 点 (0,0, -1) 处 的 黑 塞 矩 阵 为 ( 名 喇 8 ) . 容易 看 出 它 有 两 个 正 特 征 
站 和 一 个 负 特征 值 , 因此 是 不 定 阵 , 可 见 驻 点 (0,0, 二 1) 不 是 极 值 点 . 
4 


ER 


又 可 得 出 在 驻 点 (24, -144, 一 1) 的 黑 塞 矩 阵 为 ( 赣 全 8 ) , 它 是 正定 矩阵 9, 因此 昔 
点 (24, -144, -1) 是 极 小 值 点 , 函数 的 极 小 值 为 
243 十 1442 十 1 一 12.24.144 一 2 = 一 6913. 


@ 这 里 的 常用 方法 是 利用 高 等 代数 中 的 西 尔 维 斯 特定 理 , 即 实 对 称 阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 矩阵 的 各 阶 顺 
序 主子 式 都 大 于 0. 对 本 题 来 说 可 看 出 点 (24, -144, -1) 处 的 黑 塞 矩 阵 的 特征 值 均 大 于 0, 因此 是 正定 阵 ， 
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习题 3646 研究 函数 尽 = 玫 | 国 | | (Z>0y>0z>0a>0D>0) 
的 极 值 . 
提示 “一 种 初等 解法 是 设法 将 函数 尽 写 成 15 项 之 和 , 且 使 得 这 15 项 的 乘积 为 正常 
数 , 因此 用 平均 值 不 等 式 即 可 求 出 函数 v 的 最 小 值 . 另 一 方面 , 使 得 这 15 项 彼此 相等 的 
条 件 与 费 马 定 理 提 供 的 驻 点 条 件 完 全 相同 , 因此 最 小 值 点 就 是 唯一 的 极 小 值 点 . 


习题 3651 设 由 方程 z2 十 好 十 22--2z 上 +27y 一 42 一 10=0 定 义 变量 z 和 y 的 隐 
函数 >, 求 其 极 值 . 


分 析 “容易 看 出 方程 的 几何 图 像 是 三 维 空间 中 以 点 (1 -1 2) 为 心 的 球面 , 因此 题 
中 的 隐 函 数 > 的 图 像 即 是 其 上 半球 面 和 下 半球 面 . 

解 为 了 求 > 的 极 值 , 除了 先 求 出 它们 的 显 表 达 式 后 求解 之 外 , 也 可 以 用 隐 函 数 方 
法 计算 . 

将 题 设 的 方程 记 为 (zz =0, 则 有 屎 =2z 一 4. 因此 对 于 点 P(zo,yo, zo), 只 
要 20 入 2, 就 可 以 在 点 己 的 一 个 邻 域内 确定 唯一 的 隐 函 数 > = z(z, 人 当 z = 2 时 则 方 
程 成 为 (z 一 1 + 十 1 = 16, 因此 不 可 能 确定 形状 为 xz = z(z;,y) 的 隐 函 数 ， 

将 隐 范 数 代入 方程 R(z,y 2) = 0 并 求 微分 得 到 

2zdz 十 20dy 十 2zdz 一 2dz 十 2dy 一 4dz=0， (6.6) 


然后 整理 成 

dz 一 过 (1 ZJ)dz 十 (--1 一 ydy， 

即 可 确定 当 z = 1y = -1 时 dz=0. 将 z=1y= -1 代入 方程 达 十 好 十 妈 一 

2 十 2 一 4z 一 10 = 0, 可 求 出 > 的 两 个 值 为 6 和 -2. 于 是 可 知 在 点 (1, -1,6) 和 点 

(1 一 1 -2) 的 某 个 邻 域 内 方程 Flzo 2 = 0 分 别 确定 了 两 个 隐 函 数 > = z(z;, 妇 ,而 点 

(1 一世) 为 它们 的 共同 驻 点 . 
为 确定 上 述 两 个 隐 函 数 在 驻 点 (1, -1) 处 是 否 取 极 值 , 可 对 (6.6) 再 求 微分 得 到 

2dz2 十 2dy%2 十 2dz2 十 2zd2z 一 4d2z = 0， 

为 此 d2z = d2y = 0. 又 因 在 驻 点 处 dz = 0, 于 是 就 有 
d2z 一 -二 (dz? 十 dzy2). 

.4 (或 命题 6.5) 知道 x = 6 是 极 大 值 , 而 z = -2 是 极 小 值 . 


习题 3653 设 由 方程 (z2 十 好 十 2 好) = a2(z2 十 好 一 22) 定义 变量 z 和 Y 的 隐 冰 
数 >, 求 其 极 值 . 


提示 “这 是 坐标 面 xzOz 上 的 双 纽 线 (z2 + 22)2 = a2(z2 - 22) 围绕 Oz 轴 旋 转 得 到 
的 旋转 曲面 方程 , 由 此 曲面 的 图 像 即 可 在 计算 之 前 猜测 到 可 能 会 有 什么 样 的 结论 . 这 里 
可 参考 第 一 册 附 录 一 的 习题 371.1(g) 和 84.7.3 的 习题 2483.2, 此 外 还 可 参考 $6.1.2 中 关 
于 旋转 曲面 方程 的 习题 3172. 


其 中 由 于 2,y 是 上 自 变量 ， 


因此 可 从 命题 


CO) 
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习题 3681 证 明 : 函数 > = (1+ey)cosz - yey 有 无 穷 多 个 极 大 值 而 无 一 极 小 值 . 


解 ”计算 一 阶 微分 得 到 
dz=[-(1+ey)sinzldz +[(cosz 一 1 一 y)ey] dy. 
于 是 从 dz = 0 可 求 出 无 穷 多 个 驻 点 为 
2Z 三 TV 三 (一 1)7 一 1 (2EZ). 
然后 再 计算 二 阶 微分 得 到 
d2z = [一 (1 二 ey)coszldz2 +2(-eysinzJ)dzdy 二 [(cosz 一 2 一 力 ey]dy2. 

于 是 当 交 = 25 (KEZ) 为 偶数 时 , 在 驻 点 (2kr,0) 处 的 黑 赛 矩阵 为 ( 陪 ), 可 兄 

这 些 驻 点 均 为 极 大 值 点 . 


然而 当即 = 2 一 1 (keZ) 为 奇数 时 , 在 驻 点 ((25 - Jr -2) 处 的 黑 塞 和 矩阵 为 
(人 ”0 ), 可 见 这 些 驻 点 都 是 鞍点 
综 上 所 述 , 函数 > 有 无 穷 多 个 极 大 值 点 , 但 没有 任何 极 小 值 点 . 


注 ， 这 种 情况 对 于 一 元 连续 函数 是 不 可 能 发 生 的 . 这 与 后 面 86.7.3 的 习题 3650 的 
注 中 所 说 的 情况 有 联系 , 即 鞍 点 的 存在 起 了 关键 作用 . 

习题 3682 函 数 /zy 在 点 Mo(zo,yo) 有 极 小 值 的 充分 必 
要 条 件 是 和 否 为 此 函数 在 通过 点 Mn 的 每 一 条 直线 上 有 极 小 值 呢 ? 
研究 例子 jz,g) = (z 一 内)(C2z 一 吃 )， 


解 ”必要 性 显然 成 立 , 但 从 所 提供 的 例子 可 知 充分 性 不 成 立 , 

如 附 图 所 示 , 在 抛物 线 z = 内 和 2z = 给 之 间 的 灰色 区 
域 的 内 点 处 , 函数 zx(z;,y) < 0, 而 在 该 区 域 及 其 边界 之 外 均 有 
2(z;y) > 0. 于 是 如 图 上 绘 出 的 三 条 虚 直线 所 示 , 函数 zx(z, y) 在 每 
一 条 虚 直 线 上 所 取 的 值 在 原点 总 是 达到 极 小 值 0, 然而 作为 二 元 函 
数 的 z(z,g) 在 原点 的 任意 邻近 既 可 取 到 正 值 , 又 可 取 到 负 值 , 因此 
原点 (0, 0) 不 是 该 函数 的 极 值 点 . 


习题 3682 的 附 图 


6.7.2 条件 极 值 问题 (习题 3654-3671) 


这 里 只 考虑 存在 等 式 约束 条 件 时 的 条 件 极 值 问题 , 其 中 的 主要 方法 是 拉 格 朗 日 乘 
子 法 . 以 下 对 于 存在 一 个 等 式 约 束 条 件 和 多 个 等 式 约束 条 件 的 情况 分 别 给 出 合理 应 用 
该 方法 的 主要 根据 . 为 简明 起 见 , 对 于 一 个 约束 条 件 的 命题 只 对 二 元 函数 的 条 件 极 值 问 
题 来 叙述 . 这 些 命 题 的 证 明 见 本 节 的 最 后 补 注 小 节 86.7.5. 

命题 6.6 (单个 约束 条 件 下 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 ) 设 函 数 /z,y) 和 2(z,y) 在 区 域 
刀 C 限 * 内 连续 可 微 . 若 点 (ob E 是 满足 约束 条 件 pe(z, 轨 =0 下 的 目标 函数 六 z,y) 
的 条 件 极 值 点 或 条 件 最 值 点 , 且 梯 度 向 量 gradp = (pz,py) 在 点 (ab) 处 不 是 零 向 量 ， 
则 存在 Xo, 使 得 在 o, 5 Xo 处 , 拉 格 衣 日 函数 
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工 (Z, 入 ) 二 Jo 9) 十 入 p(Z 0) 


的 偏 导数 均等 于 0: 
Ta， D， 入 0) 一 0， Za， D 入 0) 于 0， 了 (Q， 0， 入 0) = 0. 


注 1 命题 6.6 给 出 的 方程 组 是 条 件 极 值 点 应 当 满 足 的 必要 条 件 . 与 费 马 定理 的 意 
义 相似 , 从 上 述 方程 组 求 得 的 解 只 是 条 件 极 值 嫌疑 点 , 也 称 为 驻 点 . 此 外 , 函数 户 2 的 
不 可 微 点 , Ye = 0 的 点 也 都 是 条 件 极 值 嫌 疑点 
注意 : 从 8$6.7.5 中 对 命题 的 证 明 可 知 , 对 于 olz, 妇 = 0 这 样 的 等 式 约 束 而 言 , 条 件 
最 值 点 也 是 条 件 极 值 点 . 这 相当 于 一 元 函数 中 当 最 值 点 为 内 点 时 也 是 极 值 点 . 

注 2 区 =0 就 是 约束 2=0. 条 件 玫 = 肋 =0 则 可 写 为 向 量 形式 : 

grad 太 人 和 Xo grad 9| = 0. 
这 表明 在 点 (o, 世 处 产 的 梯度 与 o 的 梯度 共 线 . 利用 梯度 向 量 与 等 值 线 的 正 交 关系 ( 参 
见 86.2.6 和 习题 3342 及 其 附 图 ), 可 见 在 点 (ob) 处 约束 条 件 的 曲线 we(z,y) = 0 与 等 值 
线 /zy) = ab) 相 切 . 
更 一 般 的 条 件 极 值 或 条 件 最 值 问题 为 : 设 函 数 ftzi ……，,zn) 与 上 < 浆 个 函数 
oilzi 2n) =1 ,1 在 区 域 站 CR"” 上 连续 可 微 , 要 求 在 满足 等 式 约束 条 件 
oilz 2 一 0 0 一 1 7 
时 的 目标 函数 > = /zi…… ,zn) 的 条 件 极 值 或 条 件 最 值 
定义 这 时 的 拉 格 朗 日 函数 为 
也 (2 一 (Cn]) 一 >》 和 ipi(zDh Zn， 
汪汪 


其 中 的 和， … ,和 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 @， 
在 命题 6.6 中 解决 了 天 = 工 和 兄 = 2 时 的 问题 , 它 的 推广 如 下 . 
命题 6.7 (多 个 约束 条 件 下 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 ) 设 函 数 flz ,rz ) 和 大 < 交 个 
函数 oilz za) 6 二 ,有 在 区 域 D c Rn 内 连续 可 微 . 若 点 用 (z9,…… ,zo) E 
万 是 满足 约束 条 件 ol 二 … 二 只 二 0 下 的 目标 函数 广 的 条 件 极 值 点 或 条 件 最 值 点 , 有 
8 可 比 敌阵 (32 ) ;<iey 在 点 及 处 满 秩 , 则 存在 大 个 数 允 ,和 ， 它 们 与 邓 ，…… ,到 
J 17 入 mw 
起, 使 得 ， 十 大 元 的 拉 格 朗 日 函数 
碟 
了 (2Z1) ;Zn 和 1 ) 人) 一 jz Zn) 一 》 和 api(Z1 区 
汪 


在 该 处 的 仿 导 数 均等 于 0: 
有 一 0 


兴 / 


化 


注 1 与 命题 6.6 相同 , 这 时 的 条 件 最 值 点 也 是 条 件 极 值 点 . 同时 定理 的 结论 只 是 

玉 为 条 件 极 值 点 的 必要 条 件 . 也 称 满 足 命题 最 后 的 即 十 天 个 侦 导 数 等 于 0 的 点 为 驻 点 . 
命题 中 的 雅 可 比 天 阵 满 秩 在 只 有 一 个 约束 条 件 ( 即 有 = 1) 时 就 是 梯度 向 量 非 零 . 

@ 从 下 面 的 注 2 可 见 , 在 工 的 定义 中 于 乘 子 前 不 取 正 号 而 改 取 负 号 则 更 为 自然 , 但 这 个 符号 的 选取 对 计 

算 没有 影响 . 


=0 有 =0… ,区 =0. 


本 
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注 2 利用 梯度 概念 可 将 前 ， 个 方程 允 = …: = 太 ，= 0 写成 为 一 个 有 明显 几何 
意义 的 向 量 等 式 : 大 
grad jF( 让 ) = 汉 和 grad wo; (6.7) 
下 二 直 
即 在 点 处 目标 函数 坟 的 梯度 向 量 可 以 用 约束 条 件 中 的 函数 oz，… ,ex 在 该 点 的 大 
个 梯度 向 量 线性 表 出 , 其 组 合 系数 就 是 拉 格 朗 日 乘 子 的 值 3 (; = 1 … 有 )， 


如 上 记 说 , 拉 格 朗 日 乘 子 法 相当 于 无 条 件 极 值 问题 ， 
求 得 的 还 只 是 极 值 嫌 疑点 , 因此 还 需要 有 判定 它 是 否 为 极 值 


一 般 不 等 于 0, 因此 不 可 能 用 无 条 件 极 值 问题 中 的 命 古 
命题 , 其 中 的 记号 与 命题 6.7 相同 . 


若 关 于 dzi (= 1 ,nm) 的 二 次 型 


) 
即 命题 6.3), 所 
. 由 于 这 时 的 dj 


1 6.5. 这 方面 的 推广 是 下 列 


命题 6.8 设 z0) = (zt ,zf 人) 和 和 XGO = (MO ,NO) 是 命 古 6.7 中 得 到 的 
驻 点 和 乘 子 , 函数 和 on … ,1 在 点 玉 (z(0，… ,zt0)) 的 一 个 邻 域内 二 阶 连 续 可 微 . 


07 OO 
2 (Z 入 )dzi dz (6.8) 
在 满足 线性 约束 条 件 
0 (6.9) 
OZ1 OZ 
时 为 正定 ( 负 定 ), 则 点 媚 为 条 件 极 小 值 点 ( 极 大 值 点 ). 又 若 (6.8) 在 满足 条 件 (6.9) 时 
为 不 定 号 的 二 次 型 , 则 西 不 是 极 值 点 . 


小 结 ” 拉 格 衣 日 乘 子 法 是 解决 条 件 极 值 问题 的 有 力 工具 , 然而 在 


该 方法 之 前 应 


当 检查 雅 可 比 和 矩阵 满 秩 的 条 件 是 否 成 立 , 凡是 不 满足 该 条 件 的 点 也 都 是 极 值 嫌疑 点 . 


习题 3654 求 函 数 > = zy 的 条 件 极 值 , 若 z 十 y = |. 


解 ”目标 函数 > = zy 的 梯度 为 


grad2z 一 ( 沪 2)， 
它 在 点 (z,9) 满足 约束 条 件 z 十 y = 工时 不 会 是 零 向 量 , [ 


此 满足 命题 6.6 的 条 件 . 作 拉 格 衣 日 函数 
也 =2ZV 十 入 (Z 十 一 二 )， 
计算 得 到 方程 组 为 


此 可 解 得 驻 点 为 
ER 
0 一 了， 一 了， 时 2 


帮 = 三 十 入 = 和 功 =2Z 二 入 7= 王 2 二 一 1=0. 


习题 3654 的 附 图 


计算 亏 关 于 z,y 的 二 阶 偏 导数 , 得 到 黑 塞 矩阵 为 (8 1， 于 是 (6.8) 的 二 次 型 为 
2 dz dy, 又 从 约束 条 件 z 二 yw = 工 得 到 微分 dz 和 dy 满足 的 约束 条 件 ( 即 (6.9)) 为 


dz 十 dy = 0， 


于 是 在 dz 和 dy 不 全 为 0 时 有 
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2dzdy = -2dz2 < 0， 
命题 6.8 可 见 点 ( 寺 , 去 ) 是 条 件 极 大 值 点 , 条 件 极 大 值 maxz = 于 
在 附 图 中 用 粗 黑 直线 作出 了 约束 条 件 z +y = 1L 的 图 像 , 又 用 细 曲 线 作 出 了 目标 
国 数 > =- zg 的 若干 条 等 值 线 . 可 以 看 到 , 在 极 值 点 ( 去, 亏 ) 处 等 值 线 zy = 于 与 直线 
zz 十 乡 二 工 相 切 . 又 从 附 图 中 可 见 , 在 直线 十 y = 工 上 除了 上 述 极 值 点 之 外 , 在 其 他 点 
处 都 与 > = zy 的 某 条 等 值 线 相交 , 但 不 相 切 , 从 而 都 不 是 目标 函数 的 极 值 点 . 
注 “ 若 将 本 题 的 要 求 改 为 求 最 大 值 , 则 可 用 初等 不 等 式 求解 @. 这 时 可 见 只 需要 考 
虑 z > 0,y > 0 的 范围 . 从 平均 值 不 等 式 得 到 
Z 二 ”1 
同人 
且 当 z = 纪 时 成 立 等 号 , 就 可 知道 最 大 值 为 1/4, 且 仅 当 z = y = 1/2 时 达到 
另 一 个 方法 是 利用 约束 条 件 > 上 = 1 消去 其 中 一 个 变量 , 例如 令 y = 1 z, 则 就 
得 到 > = zy = 2Z(1 一 2), 然后 即 可 求 出 于 z = 1/2 时 > 达到 最 大 值 17/4. 
习题 3655 求 函 函数 > = 十 芯 的 条 件 极 值 ， 若 z2 十 岂 = 1 
解 此 时 梯度 grad z = ( 寺 , 亏 ) 不 是 零 向 量 . 作 拉 格 衣 日 函数 
Zoo 入 = 于 十 二 Mo2 十 儿 一 ])， 
求 偏 导 得 到 方程 组 
有 = 二 +2)z=0， 肋 = 至 +2Mg 一 0 
它们 与 约束 方程 zz 十 刀 = 1 一 起 即 可 确定 出 两 个 驻 点 为 
D Q Y 
PT LT 
已 ( > 2 
a2 十 2 Va2 十 友 2 
于 满足 约束 条 件 妇 十 妇 = 1 的 点 集 为 有 界 闭 集 , 因此 ROSE 
z 必 有 最 大 值 和 最 小 值 , 且 不 相同 . 从 命题 6.6 知道 相应 的 
最 值 点 也 是 极 值 点 , 因此 所 得 的 两 个 驻 点 就 是 极 大 值 点 和 
极 小 值 点 . 将 它们 代 人 z(z, 切 就 得 到 两 个 极 值 为 ; 
z(P) = Yo 十 六 z(P) = 一 Vo 十 呈 习题 3655 的 附 图 
Qb QD 
注 附 图 中 对 于 wb 同 号 的 情况 作出 了 目标 函数 > = 蔚 + 萎 的 若干 条 等 值 线 , 两 
个 小 圆 点 是 极 值 点 , 在 该 处 的 等 值 线 与 约束 条 件 z2 十 只 = 1 的 图 像 相 切 . 
习题 3656 求 函 数 = z2 十 妨 的 条 件 极 值 ， 若 巴 艺 一 工 


提示 “本题 是 后 面 的 习题 3667 在 即 =2 时 


的 特例 . 几 


可 


1 上 的 点 到 原点 距离 平方 的 极 值 , 显然 有 极 小 值 但 无 极 大 值 


法 也 容易 求解 , 即将 问题 归结 为 一 元 函数 的 极 值 问题 . 
@ 下 面 的 习题 


3655-3657 等 也 都 是 如 此 . 


上 即 是 考虑 直线 工 十 也 - 
Q D 


本 题 


和 消 


去 一 个 变量 的 方 
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习题 3657 (a) 求 函 数 > = 4z2 + 2Bzy 十 Cy2 的 条 件 极 值 ， 若 z2 二 92 = 1 


示 “ 木 题 是 后 面 的 习题 3671 在 = 2 时 的 特例 , 本 质 上 是 一 个 线性 代数 问题 . 本 
于 [32] 的 例题 21.4.1, 其 中 给 出 了 三 个 解法 . 


习题 3663 (a) 求 函 数 必 = zyz 的 条 件 极 值 ， 若 z2 十 只 十 和 =1z 二 yy 十 zz 一 0. 


解 1 从 有 界 闭 集 上 连续 函数 必 有 最 值 可 见 问题 有 解 , 且 可 看 出 最 大 值 必 大 于 0， 
最 小 值 必 小 于 0. 这 时 的 约束 条 件 的 雅 可 比 和 矩阵 为 


27 2 2z 
| 1 1 1 | 

除非 z=y = >, 矩阵 一 定 满 秩 . 然而 在 满足 约束 条 件 z+yY+z=0 和 和 友 2 十 妇 十 冯 =1 
时 z =y 三 :不 可 能 成 立 . 于 是 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 的 条 件 满足 . 

作出 拉 格 明日 函数 元 = zyz 十 X(z 十 y 十 四 十 AZz2 十 2 十 2 一 1), 求 偏 导 得 到 

有 二 0Z 十 和 十 207 一 0 功 二 32 十 入 十 2 一 0 帮 二 2 十 入 十 204z = 0. 

从 这 三 个 方程 和 两 个 约束 条 件 可 以 组 合 得 到 z 帮 二 yZ 上 + =3zyz 十 2 = 0. 

这 样 就 可 以 从 前 三 个 方程 得 到 


3 

固定 一 组 人 , j 则 可 见 z,y > 满足 同一 个 二 次 方程 , 因此 其 中 至 少 有 两 个 相等 . 如 
前 所 说 , 满足 约束 条 件 的 点 的 三 个 坐标 不 可 能 全 相等 , 于 是 只 能 是 恰好 两 个 坐标 相等 

从 问题 的 对 称 性 知 , 这 种 极 值 点 或 最 值 点 的 个 数 应 当 是 3 的 倍数 , 即 成 组 出 现 , 是 
在 每 一 组 中 的 极 值 或 最 值 相同 . 因此 不 妨 设 > = y 业 > 直接 求解 . 以 下 已 经 不 再 需要 上 
述 驻 点 方程 组 , 也 没有 必要 去 求 出 拉 格 朗 日 乘 子 ), 信 

于 是 问题 已 经 转化 为 在 约束 条 件 2 十 z = 0,2z2 十 刀 =1 下 求 妨 = 2z2z 的 最 值 . 从 
前 两 个 约束 已 经 可 以 解 出 = 一 二-，= 一 于 到， 从而 得 到 。 一 于 可 利用 在 有 办 
闭 集 z+y+z= 0z2 十 只 十 22=1 上 一 定 有 最 值 , 可 见 已 经 得 到 条 件 最 大 值 一 二 


3V6 
和 条 件 最 小 值 ~_ 工 _， 它 们 也 同时 是 条 件 极 大 值 和 条 件 极 小 值 


3V6 
解 2 本 题 的 条 件 最 值 可 利用 代数 方程 的 根 与 系数 关系 求 出 . 先 由 约束 条 件 得 到 
zy 十 gz 十 zz 一 吉 [(z 二 9 十 区 (Z2 只 二 2] = 一 计 ， 
因此 z, 妨 > 是 关于 未 知 数 v 的 下 列 三 次 方程 的 三 个 实 根 ; 
一 zw 一 一切 三 好 一 (z 二 V 士 202 十 (zy 十 0 十 22Ju 一 ZUZ 
= 妇 一 二 "一 zyz 一 0 


只 十 各- < 0, 因此 就 可 从 = -1/2 和 4 = -zyz 得 到 
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(Z22) < 志方 = 蛮 ， 
两 边 开 平方 即 可 见 w = zyz 的 最 大 值 和 最 小 值 为 2 

注 ， 本 题 的 其 他 解法 还 很 多 , 例如 从 两 个 约束 条 件 消去 >, 这 样 就 减少 了 用 拉 格 朗 
日 乘 子 法 时 的 变量 个 数 . 另 一 个 方法 是 从 两 个 约束 条 件 消去 z,W， 从 而 将 问题 转换 成 为 
关于 > 的 一 元 函数 的 最 值 问 题 . 这 时 需要 确定 > 的 变化 范 


芭 


习题 3665 求 函数 尽 二 与- 小 > 的 条 件 极 值 , 若 z2 十 碾 十 妇 一 1, zcosa 十 
4%cosB 二 zcosy 三 0 0 cos? 人 有 8 上 +cos27y 二 了). 


解 ”根据 连续 函数 在 有 界 闭 集 上 达到 最 值 , 可 见 函 数 v 有 条 件 最 大 值 和 条 件 最 小 
值 , 它们 同时 也 是 条 件 极 大 值 和 条 件 极 小 值 . 
这 时 函数 ol(z 妨 2 一 22 十 妇 十 妈 一 1 和 wo(z 凡 2) 一 Zcosa 十 ycosB 十 zcosM 


的 雅 可 比 和 矩阵 
20 29/ 2z 
CosSQ cosD cos7y 


在 满足 pl(z;,b2) = pz(z2 =0 的 点 处 满 秩 (这 里 的 细节 请 读者 补充 ). 
作出 拉 格 明日 函数 


2 2 2 
了 (ZU 2 和 1N) 三 了 | F 2 一 入 (22 十 吧 十 和 一 了 一 AU(zcosa 十 ycosB 十 zcos7)， 
就 可 求 侦 导 得 到 方程 组 


0 2 一 2 人 MZ 一 cosa = 0， 
aQ2 

轧 = 品 - 一 2 人/ 一 cosB = 0， 
22z 


有 = 和 一 2z 一 cosy=0. 
cC2 


将 这 三 个 方程 组 合 为 z 太 十 9 十 2z72 = 0, 并 利用 两 个 约束 条 件 , 就 得 到 尽 = 入 . 这 表 
明 只 要 求 出 乘 子 和 的 值 就 得 到 所 要 的 极 值 . 
从 方程 组 矿 = 肋 三 及 =0 解 出 zz 并 代 人 第 二 个 
约束 条 件 中 , 就 得 到 只 合 年 乘 子 入 的 方程 
FO= -各 所 。 业 =0 
Q2 六 c? 
以 下 先 处 理 三 个 方向 余弦 cos a, cos 8B, cosy 都 不 等 于 
0 的 情况 . 这 时 上 述 方程 中 的 每 一 项 的 图 像 都 是 单调 递增 
的 双 曲 线 ， 0 ( 见 81.4.3),， 就 得 到 附 图 
所 示 的 图 像 , 其 中 三 条 垂直 渐 近 线 是 z = 访 


z = 由 此 可 见 , 上 述 方程 恰好 确定 了 两 个 和 值 , 记 为 
)， < )2。 如 前 所 述 , 它们 就 是 所 要 求 的 极 小 值 和 极 大 值 


(JJ) 


习题 3665 的 附 图 
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将 下 (X) = 0 的 三 个 分 式 通 分 , 即 可 得 到 关于 入 的 两 个 根 的 方程 为 
2 _ /sinza ， sim 9 sin 7 cos2aw ，cos2D cos27yN 
ac 儿 b2c2 co2 oa202 】 
以 下 简 述 在 方向 余弦 cos a, cos 8B, cosy 中 出 现 0 的 处 理 方法 . 对 于 方向 余 驳 中 只 有 
一 个 为 0 的 情况 , 例如 设 cosy = 0, 则 可 从 第 一 个 约束 条 件 中 消去 z 得 到 目标 函数 为 
1 1 1 1 工 
有 
约束 条 件 为 zcos a + ycos 8 = 0. 这 与 习题 3656 类 似 , 只 是 目前 还 多 一 个 妆 十 内科 1 
再 消去 y 就 成 为 0 科 z2 冬 1 上 的 一 元 函数 的 极 值 问题 . 
对 于 方向 余弦 中 恰 有 两 个 为 0 的 情况 , 例如 设 cos a = cos8 = 0， 则 丛 第 一 个 约束 
本 、 吕 、 2 2 
条 件 可 见 z = 0, 于 是 问题 变 为 在 约束 条 件 2 十 妈 = 工 下 求 w= 区 十 让 的 极 值 . 这 


可 以 参见 习题 3657(a). 


习题 3666 求 函数 凡 = (z-2? 上 (一 四 2? 十 (z 一 0)2 的 条 件 极 值 , 若 4z+By+Cz = 0， 
2Z2 十 邮 2 十 22 一 玖 2， 二 1 党 < ,其 中 cos2 a + cos2 8 十 cos2 7 一 |， 
提示 “这 里 只 指出 对 本 题 的 两 种 理解 方法 . 
第 一 种 理解 是 将 最 后 两 个 条 件 , 即 -= -1 = ,其 中 cosza+cos28 二 
COS Q: Cos DO COS 让 
cos2 了 = 1, 看 成 为 关于 炎 = 常数 的 球 心 (5 76) 的 一 个 限制 , 但 球 心 还 是 固定 的 . 这 与 


《习题 集 》 的 答案 一 致 . 
第 二 种 民 


理解 见 [ 引 , 可 供 参 考 , 其 中 
点 的 无 限 直线 上 任意 选取 . 引入 


& 


认为 球 心 (46 6) 可 以 在 方向 余弦 给 定 且 


1/ 症 汪 


一 osa 


1 


cosD cosT 


则 目标 函数 飞 成 为 z,y, >, po 的 四 元 函数 
4 一 开 一 2p(Ccosaw 十 ycosB 十 zcosy) 


Fo2， 


于 对 p 无 限制 , 因此 函数 v 不 可 能 有 
将 飞 中 关于 p 的 项 配 平方 得 到 

尺 一 玉 2 

则 在 求 最 小 值 时 可 以 售 去 右边 的 


AAA 一 
广 当 
所 


的 最 小 值 . 


习题 3667 求 函 数 赤 
0; ;一 12, 7)， 


解 这 时 lz …. 2 


, Zn) 


2 


H [op 一 (zcosaw 十 ycosBG 十 zcosT) 
项 , 即 


4 一 尼 2 一 (zcosa :| 


24 十 … 十 23 的 条 从 


一 一 全 十 2 十 
Q1 


最 大 值 , 但 可 以 有 最 小 值 . 


2 


一 (zcosa 十 ycosB 十 zcos7)2， 
取 p 使 其 为 0, 然后 只 要 求 


HycosB 十 zcos 了 yy)? 


极 值 


2 的 梯度 不 会 是 零 . 作 拉 格 朗 


尼 1 尼 几 


Leo 


旦 到 


忌 


,Zn 人) 


则 求 仿 时 就 得 到 方程 组 


一 01 有 和 


2 村 X( 吕 ， 


Q1 Qm 
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区 =2z+ 二 =0…, 玫 ,=2zn+ 六 =0 
然后 再 联合 约束 条 件 即 可 确定 出 只 的 这 里 可 以 不 必 求 出 驻 点 . 利用 柯 西 不 等 
式 ( 见 82.7.2 的 习题 1293 及 其 注 ), 就 有 
和 
于 是 可 见 有 
凤 一 23 十 rzn 并 一 
0 0 

又 从 柯 西 不 等 式 成 立 等 式 的 条 件 知道 , 当 且 仅 当 zial = … = znan 时 业 达到 右边 的 条 
件 最 小 值 . 由 于 这 也 就 是 条 件 极 小 值 ， 因此 前 二 的 唯一 驻 点 即 是 条 件 极 小 值 点 . 

注 1 若 本 题 改 为 求 最 值 , 则 只 要 用 柯 西 不 等 式 即 可 . 

注 2 ”从 几何 上 看 , 本 题 即 是 在 维 空间 中 求 原 点 到 超 平 面 人 7 下 
的 点 的 距离 (平方 ) 的 极 值 . 容易 看 出 , 这 个 距离 的 最 小 值 就 是 原点 到 该 超 平面 的 距离 ， 
但 没有 最 大 值 . 


习题 3671 在 》 码 = 1 的 条 件 下 , 求 二 次 


3 


包 


0 aij2i27 (aij = aii) 的 极 值 . 


解 1 这 时 函数 (zi … ,7 -2 的 梯度 不 会 是 零 向 量 . 作 拉 格 衣 日 函数 


卫 王 > Qi72427 一 X(> ， 22 一 卫 )， 


汪 二 寺 


2 一 工 


然后 束 可 求 侦 导 得 至 


若 用 矩阵 向 量 
程 组 写 为 


47z = 一 入 


于 约束 条 件 为 |z|| = 
与 此 特征 值 对 应 的 单位 特征 
于 4 为 实 对 称 阵 ， 因 出 


是 ， 这 前 
存在 


作 


;因此 从 线性 代数 尔 
多 是 所 求 的 驻 点 . 
个 实 特 和 


位 特征 向 


, 则 


是 


(z 人 …,z 人 )7 是 与 和 对 应 的 和 
u(Z()) 一 

可 见 函 数 习 在 驻 
以 下 有 几 种 可 能 


QU 为 呆 
除 此 之 外 ， 


则 入 1 出 


(Ze 


常 值 函 数 , 满足 约束 条 件 的 每 一 个 zz 者 
沈 是 最 小 值 , 就 是 最 大 值 . 它们 同时 也 是 极 小 1 


站 


了 是 极 1 


7T4mz 
点 处 的 取 值 就 等 于 相应 的 拉 格 朗 日 


性 . 若 和 ai = 和 例如 人 为 单位 和 


2n)7， 则 就 可 以 将 上 述 方 


二 


j 识 可 见 , 取 入 为 4 的 特征 人 
点 


正 值 和 忒 
就 有 
人 一 入 i， 

乘 子 . 

E 阵 的 倍数 时 就 是 如 此 . 这 时 函数 


去 王八 


和 


3 


[和 极 大 值 . 
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若 有 介 于 它们 之 间 的 特征 值 XNi, 即 Xi < 和 < 入, 则 可 以 用 命题 6.8 中 带 有 约束 条 

件 的 二 次 型 来 证 明 和 ; 不 是 极 值 . 
这 时 的 二 次 型 (6.8) 是 

jdz) = 2(dz)7 (4 一 和 )dz 


约束 条 件 是 
z())7dz = 0. 
于 实 对 称 阵 的 对 应 于 相 腊 特征 值 的 特征 向 量 相互 因此 zt 和 zt") 都 满足 
上 述 约束 条 件 , 于 是 当 dz 不 是 零 向 量 时 就 得 到 


jz0) =201 一 Xildzl2 < 0， 
以 及 
jzOD) =20m 一 Ndzl2 > 0， 
可 见 fdz) 在 约束 条 件 下 为 不 定 号 的 二 次 型 , 因此 入 不 是 极 值 . 
解 2 (概要 ) ”由 于 实 对 称 阵 可 以 通过 正 交 变换 化 为 对 角 阵 , 而 正 交 变换 保持 向 量 的 
模 长 不 变 , 因此 不 妨 设 二 次 型 w 己 经 是 平方 项 的 代数 和 : 


2 一 > 和 iT2， 


出 与 解 工 相同 


革 开 


且 满 足 入 冬 和， 同时 约束 条 件 仍 然 是 . 由 此 即 可 直接 导 
结 


6.7.3 “最 值 问题 (习题 3650, 3672-3680, 3683-3685) 
习题 3650 ( 惠 更 斯 问题 ) 在 c 和 刀 二 正 数 间 插 入 郊 个 数 zi, za,… ,Zn 使 分 数 


T102 .07 
(十 2Z1)(zl 十 Zo) (Zn 十 中 


2 一 


的 值 最 大 . 


解 ”本 题 是 求 最 大 值 问题 . 由 于 作为 m 元 函数 的 定义 域 为 mn” 维 立方 体 [a, 中 "， 
此 利用 有 界 闭 集 上 的 连续 本 必定 有 最大 对 可 见 最 大 值 点 的 存在 性 是 有 保证 的 . 
记 最 大 值 点 为 (zf z 和 zi)， 然后 在 函数 中 国定 mi = 下 (人 = 2 7)， 
则 得 到 以 zi e [oa 可 为 自 变 量 的 一 元 基数 

鹿 2 2 
(Qa 十 21)(zZ1 十 z00)) z00) 十 z00)) ， (zt 十 切 
它 必定 在 zi = zfo) 时 达到 最 大 . 由 于 上 式 的 第 一 个 因子 可 写 为 
01 1 
(Qa 十 Z1)(zZ1 十 z0)) 国 站 az0) (0) 


男 


114 第 六 章 


多 元 函数 微分 学 


而 分 母 前 两 项 的 乘积 为 常数 zfo)， 


因此 当 且 仅 当 这 两 项 相等 时 分 母 达 


全 


得 到 
(ci )2 = az2， 
且 有 ax<s zto < z@). 用 同样 的 方法 可 得 到 
(的 用 = 克 2 (用 二 2 
目 满足 


oa 和 zf <zg) <…. 


此 即 可 得 到 比例 等 式 


Z1 z00) 本 
Q 2 人) 


将 上 述 比例 记 为 %, 可 见 数组 fa zto ,zt ， 


可 将 上 述 + 工 个 分 式 相 乘 , 则 就 可 求 得 5 一 ag"+l, 即 9 一 人 


(0) 


zt0) ,0 为 公 比 为 7 的 等 
工 


去 zi) 苹 记 


Zn 
2 


4 


上 最 小 台 . 这 样 就 


比 数列 . 为 求 gw， 


Q 


) 也 十 工 
汉 


了 同时 得 到 


2 一 0 (一 1) 2 7) 
这 样 就 可 以 求 出 最 大 值 
人 
TEST 
(0) ,.,“(0) 
2 工 多 
(0) (0) 
(0) (0) 习 2 0 
az 人 (1+ 1 ) 和 (13 -而 )(1; - 
_ 1 1 
oa 二 gt 二 ri 
D 也 十 1 
ore) | 
1 
壮 是 四 也 十 1 
(a 7 十 十 bn+l ) 

注 “ 若 用 费 马 定理 计算 驻 点 , 则 可 求 出 与 上 述 解 中 相同 的 点 (zt ,zfo)), 且 可 
计算 出 该 点 处 的 黑 塞 矩阵 为 负 定 , 因此 可 知 该 驻 点 为 极 大 值 点 . 然而 多 元 函数 在 有 界 闭 
集 上 只 有 唯一 的 极 大 值 点 时 不 能 推出 该 点 一 定 是 最 大 值 点 @, 因此 这 样 的 解法 是 不 完整 
的 . 除非 能 够 证 明 该 极 大 值 不 小 于 函数 在 边界 上 的 所 有 可 能 取 值 , 这 才能 够 确定 它 就 是 
最 大 值 . 然而 , 本 题 在 边界 上 的 讨论 也 不 很 简单 . 因此 本 书 采取 以 上 解法 


惠 更 斯 问题 来 上 


于 一 个 有 趣 的 力学 问题 , 见 


33] 88.4 的 例 5. 


小 结 “ 习 题 3650 是 最 值 问 题 , 它 与 本 小 节 
区 间 上 的 一 元 函数 的 最 值 问 题 一 样 , 若 最 值 在 函 
@ 这 可 从 中 学 数学 的 基本 不 等 忆 
当 且 仅 当 au = 总 时 成 立 等 号 
@ 这 是 一 元 函数 的 最 值 问题 与 多 元 函数 的 最 值 
附注 及 其 中 的 例子 , 其 中 壕 点 的 存在 起 了 关键 作 


KVa5 < 2 坟 ” 推出 , 也 就 是 m”= 2 的 平均 值 不 等 式 


数 定义 域 的 内 点 处 达到 , 贝 


! 求 极 值 的 其 他 问题 均 不 相同 . 如 同 闭 


1 该 点 就 是 极 


中 ob 为 非 负数 ， 


问题 的 一 个 显著 差异 . 参见 [11] 的 第 二 卷 200 小 节 的 最 后 
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值 点 , 但 最 值 
外 还 需要 讨 # 


也 可 能 


企 边界 上 


习题 3650 的 上 述 解 法 是 利 ) 


点 , 这 是 一 种 常用 方法 . 

在 上 页 的 底 注 
点 , 即 本 节 前 面 列 出 
个 邻 域内 
时 用 


与 该 底 注 中 
练习 是 


在 定义 域 的 边界 处 达到 , 因 
的 函数 性 


指 蝇 


此 在 最 值 


太 


LN 


j 有 界 闭 区 域 


问题 中 , 一 般 除 了 五 


究 极 值 之 


ra 


日 了 一 元 


本局 音 


般 并 不 和 


色 推 出 


它们 是 函数 定义 域内 的 最 值 
在 边界 上 , 例如 习题 3625, 3629 等 . 


也 是 在 [外 上 的 最 大 值 点 (最 小 值 点 ). 


习题 3672 若 见 >1 及 zz>0,y>0, 证明 不 等 式 : 三 


解 按照 《习题 集 》: 


函数 和 多 元 函数 在 最 值 问 题 | 
的 命题 6.4-6.5 都 具 帮 
tk 有 极 值 点 的 特性 , 但 
其 他 方法 证 明 该 函数 的 最 值 点 必定 不 
指出 的 多 元 函数 的 情况 不 


上 连续 函数 必定 达到 最 值 


上 的 差异 . 这 里 
部 性 质 , 因此 它们 至 多 只 


作 
十 ~、 


然后 求 出 最 值 


于 补充 
对 点 在 某 
点 , 除非 同 


能 解 坟 


司 , 读者 可 试 证 以 下 练习 题 
设 Fe Cla, 相 且 已 知 zo e (ww 区 为 邱 的 唯一 极 大 值 点 ( 极 小 值 点 


)， 则 尼 0 


人 十 2 


2 


的 提示 ,只 要 在 z+TYy = 93,Zz>0,Y 


(寺中 


> 0 的 条 件 下 求 函 数 


:= 二 (za 十 加) 的 最 小 值 . 由 于 连续 函数 在 有 界 闭 集 上 必 有 最 小 值 , 因此 最 小 值 点 的 存 
在 性 是 有 保证 的 . 
这 时 olz, 人 =Zz+Yy 的 梯度 (1,1) 不 是 零 癌 量 . 作 拉 格 朗 日 函数 
Zi 一 去 (z+) 一 MXz+3 一 引 ， 

则 求 偏 导 后 得 到 方程 组 

7 一 了 和》 二 

乃 三 本 扩 一 入 =0， 
联合 约束 条 件 z 十 y = 3 即 可 解 得 z = = 号 . 将 目标 函数 在 该 点 的 值 

(号 , 呈 )= ( 生 ) = 训 

与 约束 集合 的 边界 点 上 的 了 数值 (5,0) = z(0,3) = 寺 S" 作 比较 , 可 见 z = 一 号 即 


最 小 值 点 , 这 时 的 


就 是 要 求证 的 不 等 式 . 


注 ， 可 看 出 本 题 的 不 等 式 只 是 82.7.3 


的 证 明 方法 完全 不 同 . 


习题 3673 证 明 赫 


共 中 ai 之 0， 01 之 0, 1 一 


| 


和 十 W 


的 习题 


人 


了 as 


1 2: 天 


2 


1296 的 结 


) 


论 (2) 之 特例 , 然而 所 用 
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提示 “本 题 即 是 第 一 册 中 的 命题 2.8， 在 $2.8.3 中 已 经 给 出 了 两 个 证 明 . 这 里 可 按 
照 《 习 题 集 》 中 的 提示 ， 疗 机 = 4 的 约束 条 件 下 , 求 


一 寺 
几 工 mn 加 
天 玉 太 / 请 
你 二 党 1 
( 袜 人 ( 袜 < 
的 最 小 值 
另 一 种 对 偶 方 法 是 在 条 件 》`zy = 1 下 求 目标 函数 "= 》、aizi 的 最 大 值 . 
十 


在 下 一 个 习题 3674 中 的 阿达 马 不 等 式 是 一 个 著名 的 基本 不 等 式 , 它 有 明显 的 几何 
意义 . 与 mn = 2,3 的 熟知 情况 作 类 比 , 可 将 mm 阶 行列 式 看 成 为 m” 维 平 行 多 面体 的 体积 ， 
阿达 马 不 等 式 表 明 这 个 体积 不 会 超过 同样 边 长 但 各 边 相 互 垂 直 的 双 维 长 方 体 的 体积 

阿达 马 不 等 式 据说 已 经 有 上 百 种 的 不 同 证 法 [四 下面 先 在 解 1 中 给 出 按照 《习题 
集 》 的 提示 的 证 明 , 然后 再 给 出 几 个 其 他 证 明 . 


习题 3674 (阿达 马 不 等 式 ) 对 于 阶 行列 式 4 = |ai, 证 明 不 等 式 


解 1 按照 《习题 集 》 中 的 提示 ， 站 Si 0 一 12 ,mn) 下 ， 
了 列 式 4 = |oij| 的 最 大 值 . 由 于 在 此 约束 条 件 下 的 最 小 值 
只 要 将 最 大 值 平方 就 得 到 42 的 最 大 值 . 
至 少 有 某 一 个 8 = 0, 则 行列 式 的 第 ; 行 的 元 素 全 为 0, 此 时 阿达 马 不 等 式 的 两 
边 都 等 于 0, 因此 其 成 立 是 平凡 的 . 以 下 设 所 有 的 S; > 0 (= 1 … ,7). 这 时 行列 式 4 
是 7m2 个 变量 的 连 连续 函数 , 而 凤 个 约束 条 件 给 出 的 是 有 界 闭 集 , 因此 最 大 值 存在 . 
记 ww 3 人 G=1 ,mm)) 则 这 人 个 函数 关于 2 个 自 变量 oa (7 = 1 7m) 


JJ 一 1 
的 交行 ?2 列 的 雅 可 比 矩 阵 (其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 0) 为 


2al11 2a1n 


- 
知 
区 


直 乘 以 -1, 因此 


2an1 .2anm 


它 在 满足 约束 条 件 SO = 3 0=12 ,四 且 5S >00=1 ,nm) 时 是 满 秩 阵 . 
大 


作 拉 格 衣 日 函数 


则 在 求 偏 导 后 得 到 方程 组 
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0 
9ai 


其 中 4; 是 行列 式 中 元 oz 的 代数 余子 式 . 由 此 知道 使 42 达到 最 大 值 的 行列 式 4 的 每 

一 行 的 元 素 与 其 代数 余子 式 成 比例 . 

于 行列 式 的 每 一 行 与 其 他 行 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 必定 为 0, 因此 作为 驻 点 的 

行列 式 的 各 行 (作为 向 量 ) 彼此 正 交 . 满足 这 个 条 件 和 约束 条 件 的 行列 式 有 无 穷 多 个 . 最 

简单 的 例子 就 是 对 第 ; 行 取 其 第 守 个 元 为 V55， 而 该 行 的 其 他 元 均 取 0 (4 = 1 ,7). 
记 行列 式 4 对 应 的 窍 阵 为 4, 则 4= det4. 又 将 4 的 转 置 阵 记 为 47, 则 对 于 

足 驻 点 条 件 的 行列 式 就 有 


一 .4i 一 2 人 iaij 王 0 (人 7 三 1 mh)， 


薄 


sf 


42 = det(447) = 1 


于 最 大 值 点 也 是 极 大 值 点 , 而 满足 驻 点 点 条 件 的 行列 起 的 平方 都 等 于 上 述 乘 和 忆 此 这 
个 乘积 就 是 42 的 最 大 值 . 


解 2 [24, 第 二 章 问 题 19] 如 解 1 所 述 ,在 》 思 =S >00G=1…，m) 的 条 件 下 


研究 42 的 最 大 值 
将 行列 式 4 按照 第 ; 行 展 开 得 到 
4=ail4il 十 十 ain4din， 
其 中 4 07 = 1 ,mm) 是 元 aij 的 代数 余子 式 . 
对 上 述 展开 式 右 边 用 柯 西 不 等 式 ( 见 82.7.2 的 习题 1293 及 其 注 ) 得 到 
生 世 ( 呈 十 :十 o)( 4 十 :十 4 和 ) 
一 Si( 4 十.… 十 42)， 

根据 柯 西 不 等 式 成 立 等 式 的 充分 必 要 条 件 可 知 , 当 且 仅 当 


Ci1 EN Qim 


?2 7 


时 上 述 不 等 式 成 立 等 号 . 

此 可 见 , 若 42 达到 最 大 值 
例 相等 以 及 其 平方 和 为 8; 的 条 
解 1. 


则 前 述 不 等 式 必 须 成 立 等 号 , 否则 就 可 以 按照 上 述 比 
F 来 修改 第 ? 行 , 从 而 使 得 42 更 大 而 引出 矛盾 . 以 下 同 


证 Ja 


解 3 [29, 875] 若 有 某 个 8 = 0, 则 阿达 马 不 等 式 平 凡 成 立 . 对 于 所 有 9S; > 0 的 情 
况 , 只 需要 证 明 该 不 等 式 的 一 个 简化 的 等 价 形式 : 在 35; =14= 1 …，,m) 的 条 件 下 42 
的 最 大 值 等 于 1. 为 此 只 需要 将 行列 式 的 第 守 行 的 元 aij 换 为 uij/S; 即 可 . 

于 单位 徐 阵 的 行列 式 已 符合 这 个 条 件 , 可 见 达 到 最 大 值 的 42 大 于 等 于 1. 

下 面 我 们 来 证 明 , 使 得 42 达到 最 大 值 的 行列 式 的 各 行 必定 相互 正 交 . 

本 解法 的 关键 在 于 一 个 简单 的 几何 分 析 . 
反 证 法 . 例如 假设 使 42 达到 最 大 值 的 行列 式 4 中 的 第 一 行 与 第 二 行 不 正 交 . 将 
它们 (作为 单位 向 量 看 待 ) 分 别 记 为 ae 和 如 附 图 所 示 , 在 和 驴 张 成 的 平面 上 , 与 w 


Se 
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E 交 的 (两 个 单位 向 量 之 一 


蔬 | 


7 
时 有 |OMil = > ol = 1 
了 


习题 3674 的 附 图 


将 行列 式 4 


足 条 件 era = 0 和 llel? = efe = 1 这 时 第 一 个 条 件 


sh 第 二 个 条 件 即 是 和 + 2XUC + 12 = 1 


MG 一 
的 第 二 行 


是 (43?)2 = 1242 > 42, 这 与 42 达到 最 大 1 
了 彼此 正 交 的 行列 式 4, 记 其 对 应 的 矩阵 为 4, 则 就 有 


对 于 满足 约束 条 件 ] 


具体 来 说 , 设 


日 其 各 和 


对 于 与 网 


) ec 必定 可 以 分 解 为 Aa + /Hb, 即 
1 的 c 相反 方 
丙 个 不 相关 的 单位 向 量 
量 积 a.p = C 满足 0 < 1C| < 1. 要 求 确定 数 入 和 心 使 得 


图 


可 的 单 


al|| 和 


1 的 c 一 D 达 十 OZ. 这 
位 向 量 也 有 相同 的 结论 . 
ll| 不 正 交 , 则 标 


c 一 入 a 十 /D 


可 量 


和 丰 
此 解 得 


C2) = 了 1 因此 | 由 > 1 


已 用 c 替 


人 


相 了 矛盾. 


尖 换 , 并 将 所 得 的 行列 式 记 为 4*, 则 有 4 


/4, 


42 = det(447) = -JIs- 人 下 

可 见 最 大 值 只 能 是 1. 

解 4[1, 8$2.11],， [18, 定理 30] 阿达 马 不 等 式 在 本 质 上 与 正定 对 称 阵 的 一 个 不 等 式 
等 价 . 现 将 后 者 作为 引 理 列 出 如 下 包 . 

引 理 设 刀 = (do) 是 半 阶 正定 对 称 阵 , 则 就 有 det D < 0 

现 设 抢 阵 4 的 每 一 行 都 是 单位 向 量 ， 若 4 - det 4 - 0 则 不 必 再 讨论 . 否则 
万 = 447 就 是 一 个 正定 对 称 阵 ,， 且 其 对 角 线 上 的 元 素 都 等 于 1. 于 是 利用 上 述 引 理 就 
得 到 所 要 的 阿达 马 不 等 式 : 

42 = det 万 苹 1. 

习题 3675-3680 是 求 函 数 在 指定 区 域内 的 上 确 界 和 下 确 界 . 若 确 界 能 够 达到 , 则 就 
是 最 大 值 或 最 小 值 . 

习题 3675 求 函数 >=zZ 一 2y 一 3 的 上 确 界 和 下 确 界 , 若 0 入 zz 芯 10 芯 y 芯 1， 
日 芝 入 未 天 要 

解 1 由 于 函数 > = z(z,y) 是 有 界 闭 集 ( 见 附 图 的 阴影 区 ),， 上 的 了 
连续 函数 , 因此 存在 最 大 值 和 最 小 值 . 了 

于 z(z,y) 为 线性 函数 , 区 = 了 2 = -2, 因此 它 的 最 值 上 只 能 在 

边界 上 达到 . 区 了 和 汪 机 所 人 角形 区 域 , 其 边界 由 三 汪 性 
条 直线 段 组 成 , zx(z,y) 在 每 一 条 直线 段 上 又 是 线性 函数 , 因此 最 值 又 
| 

于 是 只 要 计算 出 闭 三 角形 定义 域 的 三 个 项 点 处 的 目标 函数 的 值 为 


2(0,0) 三 


全 3 


2(1,0) = 一 
就 可 以 确定 z(z,y) 的 最 小 值 为 -5, 最 大 值 为 一 2. 


@ 为 不 打 断 这 里 的 讨论 , 其 证 


明 从 略 . 需要 的 读者 可 参考 上 


2(0,1) 一 一 5， 


的 82.10 或 [18] 的 82.13. 
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解 2 关 0 和 zz 和 1 即 可 有 
2 一 2 一 20 一 3 乏 1 一 3 三 一 2， 
且 于 z =1y = 0 时 达到 >zmax = 一 2. 
又 由 yy 入 1-z 和 zy>0 即 可 有 
2 一 2 一 2 一 3>-2(1 一 zZ) 一 3=27 一 5 之 一 5 
且 于 z =0,y =1 时 达到 >min = 一 5. 


习题 3676 求 函 数 > = z2 二 2 - 122 十 16y 的 上 确 界 和 下 确 界 , 若 z2 十 2 入 25. 


解 1 根据 连续 函数 在 有 界 闭 集 上 达到 最 值 , 本 题 存 在 最 大 值 和 最 小 人 
从 委 二 22 一 芭 一 0 和 为 二 2 二 16 一 0 求 出 驻 点 为 (6, 一 8), 它 个 在 指定 的 定义 域 
内 , 因此 最 值 只 能 在 定义 域 的 边界 zz + 妇 = 25 上 达到 . 于 是 问题 归结 为 一 个 条 件 最 值 
问题 ， 
在 2 十 只 =25 上 9(z 妇 =2 十 妃 的 梯度 不 会 是 零 向 量 作 拉 格 朗 日 函数 
Z(z,W 和 ) 一 25 一 127 十 16y 一 入 (22 十 思 2 一 25)， 


求 偏 导 得 到 方程 组 


用 =-12-2z=0， 必 =16-2Xy =0. 
由 此 解 出 z = -后 和 3 = 部， 代入 约束 条 件 z2 十 妨 = 25 中 , 得 到 入 = 士 2, 并 得 到 驻 
点 (-3,4) 和 (3, -4 由 于 已 知 存在 最 大 值 和 最 小 值 , 因此 这 两 个 驻 点 分 别 为 最 大 值 点 
和 最 小 值 点 . 计算 得 到 zx(-3,4) = 125 和 zx(3,-4) = -75, 它们 分 别 是 所 要 求 的 最 大 值 
和 最 小 值 . 
解 2 将 > 的 表达 式 改写 为 
2 一 (Z 一 6)2 二 (十 8)2 -100， 
即 可 以 从 几何 角度 将 问题 转化 为 在 圆 z2 十 妇 入 25 内 求 到 2(- 
达 点 4(6, -8) 的 距离 最 大 和 最 小 的 点 ( 见 附 图 ). 
从 平面 几何 知识 可 见 , 由 于 点 4 在 圆 外 , 只 要 作出 连接 
点 4 和 原点 O 的 直线 , 并 将 它 延 长 与 圆周 相交 ，, 就 得 到 所 要 人 一 
求 的 两 个 点 巨 (-3,4) 和 点 C(3, -4 和. 由 于 4 长 为 5 4C 
长 为 15, 因此 就 得 到 
zmax 一 152 -100 = 125， zxmimn = 52 - 100 = 一 75. 


习题 3679 求 函 数 妨 =Z 十 十 的 上 确 界 和 下 确 界 , 若 z2 十 妇 乏 > 所 1 


解 1 函数 wz,yz) 的 定义 域 为 有 界 闭 集 , 由 于 它 是 线性 函数 , 败 三 岂 三 几 三 了 
因此 最 值 在 定义 域 的 边界 集 上 达到 
这 个 定义 域 的 边界 集 由 两 部 分 组 成 , 即 平面 > = 1 上 满足 妇 十 妇科 1 的 点 集 , 记 为 
S1, 以 及 满足 z2 十 妇科 1 的 旋转 抛物 面 > = z2 + 2 上 的 点 集 , 记 为 95?. 下 面 分 别 求 屎 
在 5; 和 .5S2 上 的 最 值 . 
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在 9; 上 习 =2Z+y 二 1 因此 最 值 只 能 在 5; 的 边界 上 达到 . 这 时 z 三 1, 22 十 2 芯 1， 
因此 如 86.7.2 的 习题 3655 所 示 , 即 可 得 到 


内 =1+2y = 0 得 到 驻 点 ( 


j 研 


然后 


maxu 一 V2 十 1， 
二 工 
在 39? 上 习 =zZ+VT+2z2 十 2 定义 域 为 Z2 十 z2 


1 


1 
2 


main 一 一 V2 十 二 
乞 1. 从 人 几 = 工 - 


1 
厅 ， 


1 


) 


2 昌 


再 计算 . 将 这 时 得 到 的 最 人 


况 相同 , 不 必 


maxu 一 V2 十 | 
32 


4 一 和 十 V 
日 可 见 在 zx =y = 
对 于 忌 = 工 十 


之 并 十 攻 


- 广 和 z= 志 时 


于 ) 计算 得 到 w( 
究 于 Z2 十 2 =1 上 函数 =z+y 十 1IL 的 最 人 


二 


FF 22 = 0 和 


与 上 述 驻 点 处 的 尽 人 1 


22 十 人 2 三 是 


工 
2 


1 


”十 2 的 前 两 项 / 


式 即 可 有 


内 
) 地 
柯 西 不 等 


并 关于 5; 和 5 的 结果 , 可 见 函 数 _ 的 最 大 值 为 V2 十 1, 最 小 值 
条 件 z>Z2 十 2 即 可 有 


.这 与 前 面 对 于 9 上 的 情 
直 合 并 , 即 可 得 到 


Iminv 一 一 二 . 
S2 


、 1 
省 


作 一 十 十 zz 甩 V2Vz2 十 好 十 > 入 V2z 十 2 所 V2 二 1 


日 可 见 在 z = = 


习题 3680 求 


V2 > 一 1 时 陋 


2 


4 一 (Z 十 yy 十 2)e 


一 (Z 十 2y 十 3z) 


在 区 域 z > 0,y > 0,z > 0 内 的 上 确 界 和 下 确 界 . 


解 
则 它 就 是 极 值 点 . 


首先 看 函数 凿 是 否 可 


能 有 


根据 费 马 定理 


, 极 值 


最 值 . 由 于 定义 域 中 


点 的 多 


= [1L- 


(zZ 十 十 2)]e- 


(z 十 2y 十 3z) 


2)|e- 


=1[1 


2(Z 


V 


2)je 


半 


极 


up 2z) > 0 人 


值 点 和 最 值 点 . 因 


F 意 小 ， 


只 呈 


AL 仅 


此 本 题 


于 二 


再 讨论 上 确 
Z >0,V>0;,2z > 


0 < 


界 ， 它 是 否 是 有 


0 可 见 有 


U(Z;, yz) 一 


而 右边 的 最 大 值 
因 


此 就 可 以 知道 函 


数 履 存在 有 限 的 


3(z 
0 因此 函数 尽 在 给 定 的 区 域内 没有 人 
可 能 有 上 确 界 和 下 确 界 , 而 没有 最 大 值 和 最 小 值 . 
点 , 从 而 使 


(Z 十 V 十 2)e 
只 要 从 (te 一 切 一 (1 笃 四 e 二 即 可 求 得 
和 界 , 上 


如 


V 


达到 wa = V2 十 1 


的 点 都 是 内 点 ， 
“ 标 应 当 满 足下 列 方程 组 : 
一 0， 
CT+29%+32) 一 0)， 


此 若 有 


一 (zZ 十 2y 十 3z) 一 0. 


F 何 驻 点 , 当然 也 就 


有 任 


外 没 


; 而 点 (z,y 2) 在 所 给 定 的 区 域内 可 
因此 inf = 0. 
子 限 数 取 汉 


一 (z 十 


满足 


SUDV 近 ee 


工 


任意 接近 原 


三 
集 : 


有 界 ， 从 


于 函 数 飞 在 给 定 的 区 域 上 是 否 


?+ .69 一 2z 二 max{te 


最 大 值 点 为 t = 1 最 大 值 为 e 


(6.10) 
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从 (6.10) 中 风 的 表达 式 和 max(te ) 三 
意 小 的 正 数 , 则 v 的 值 


习题 3683 分 解 给 定 正 数 ac 为 妈 个 ] 


忆 此 得 到 


就 可 作 


F 意 接近 e 一 1， 


(te 引 |-1 又 可 看 


LH 
Z， 


若 取 z = 1 yz 为 任 
-1 AN 0.368. 


SUupV 一 e 


正 数 之 积 , 使 它们 的 倒数 之 和 最 小 . 


解 这 就 是 在 条 件 a = zzn 和 zi > 0 (= 1 ,mm 之 下 求 函数 尽 一 人 
5 元 的 最 小 值 . 用 平均 值 不 等 式 即 可 得 到 
4 二 二 近 ， 
这 样 就 已 经 知道 所 讨论 的 倒数 之 和 的 下 界 为 一 二 . 又 从 平均 值 不 等 式 成 立 等 号 的 充 要 
条 件 知 道 , 当 且 仅 当 zi = 二 时 上 途 : 下 界 可 以 达到 , 因此 就 得 到 最 小 值 . 
习题 3684 分 解 给 定 正 数 a 为 对 个 正 数 之 和 , 使 它们 的 平方 和 最 小 . 
解 ”这 就 是 在 条 件 zi.……+zn =a>0 下 求 妨 = 好 十 :… 十 Z2 的 最 小 值 . 对 于 这 
个 条 件 最 值 问题 可 用 柯 西 不 等 式 ( 见 82.7.2 的 习题 1293 及 其 注 ) 解决 . 写 出 不 等 式 
0< oa 一 (zi 十 :十 Zn)2 一 (1.zli 十 :十 1.2zn)? 
世 ( 玫 十 :二 了 (二 2) 二 (二 
这 样 就 已 经 得 到 不 等 式 
2 十 … :十 2Z2 之 二 
又 从 柯 西 不 等 式 成 立 等 号 的 充 要 条 件 知道 , 当 且 仅 当 宇 = … = 他 = 和 时 上 述 不 
等 式 成 立 等 号 , 因此 就 得 到 
min(z 十 … 十 2) = 马 . 
注 “ 上 两 个 习题 中 的 条 件 最 值 问题 可 以 用 简单 的 初等 不 等 式 解 出 , 这 比 用 拉 格 明 
日 乘 子 法 要 方便 得 多 . 下 一 题 也 是 如 此 , 虽然 驻 点 的 计算 不 难 , 但 如 何 用 微分 学 方法 严 
格 证 明 它 台 是 最 小 值 点 却 未 必 容 易 . 因此 我 们 还 是 用 现成 的 不 等 式 来 解 它 . 


习题 3685 分 解 给 定 正 数 c 为 即 个 了 


正 数 之 积 , 使 它们 的 给 定 正 数 次 肾 之 和 最 小 . 


解 5] 这 就 是 在 条 件 wc = zz 和 2 >00=1 mn) 之 下 求 函 数 尽 = 
271 十 … 十 29n" 的 最 小 值 , 其 中 au (= 1 ,m) 为 给 定 的 正 寡 指数 . 
为 应 用 广义 的 算术 平均 值 - 几 何平 均值 不 等 式 (简称 为 广义 平均 值 不 等 式 , 见 第 一 
册 的 命题 2.7), 作 代 换 
au; 万 
RN )“ ) 9)， 
则 问题 转化 为 在 点 > 0 (= 1 … ,7m) 和 条 件 
]TT2 一 alJa” 
由 zt 
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2 1 二 
之 下 求 函 数 w= 》 志 的 最 小 值 令 X = 区 则 从 
于 蛇 oa an 
广义 平均 值 不 等 式 有 
太 的 和 有 十 .十 入 如， 
日 当 玛 = …= 刀 时 成 立 等 号 , 于 是 就 可 得 到 
局 万 1 2 站 oa oaJT 十 … 十 oa 元 
人 上) 儿 ITs 】 
三 区 了 工 oa oa 本 十 … 十 oa 元 
- 舍 + 直 (让 呈 ) 


于 上 式 右 边 是 一 个 常数 , 且 可 以 达到 , 因此 就 是 所 要 求 的 最 小 值 . 


6.7.4 应 用 题 (习题 3686-3710) 


与 前 面 的 处 理 方法 类 似 , 在 本 小 节 的 最 值 问题 中 不 一 定 用 拉 格 衣 日 乘 子 法 求解 , 而 
是 根据 计算 方便 来 选取 适当 的 方法 . 


习题 3687 容积 为 了 的 无 盖 长 方 浴 伍 在 何 种 太 寸 下 有 最 小 的 表面 积 ? 


解 1 设 浴缸 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 zy >, 则 容积 为 zyz = 了 , 表面 积 为 9 = 2 十 
2yz 十 2z7. 问题 是 在 Y 给 定 的 条 件 下 求 3 的 最 小 值 , 当然 还 应 满足 z> 0,y > 0,z>0 
的 自然 限制 . 这 时 梯度 gradY 不 是 零 向 量 是 明显 的 . 作 拉 格 朗 日 函数 
到 =2ZV 十 2y2 十 2z7 一 和 (ZU 一 也 )， 


求 偏 导 得 到 方程 组 
To = 二 2z 一 Myz 一 0 ， 蕊 =7Zz+2z 一 和 zz 一 0， 玉 =25 二 27 一 和 2y = 0. 
此 得 到 


儿 V 儿 2 人 V 
于 是 可 确定 z = y = 2z， 代 人 约束 条 件 zyz = Y 中 解 出 驻 点 为 zo = WwW = 六 2T， 
20 一 3 Y2V, 并 求 出 在 驻 点 处 的 目标 函数 值 为 So = 5S(zo,yo, z0) = 3Y4TV2. 
为 证 明 这 个 唯一 的 驻 点 就 是 最 小 值 点 , 只 需要 证 明 最 小 值 的 存在 性 . 
约束 条 件 zyz = 下 以 及 z>0y>0z>0 确 定 了 第 一 填 限 中 的 一 个 无 界 闭 集 . 现 
在 考虑 该 集合 中 满足 0 入 zz 乏 民 0 入 y 芝 及 和 0 乏 > 乏 尺 的 部 分 , 它 是 一 个 有 界 闭 集 ， 
记 为 9. 因此 目标 函数 S(z,y 2) 在 其 上 存在 最 小 值 . 取 尺 充 分 大 就 可 以 使 得 上 述 驻 点 
(zo,yo,20) E 90. 
下 面具 要 证 明 , 当 尺 充分 大 时 ,5S(z,y 2) 在 满足 zyz = 站 且 在 上 述 有 界 闭 集 0 之 
外 的 部 分 上 的 值 处 处 大 于 S(zo;,yo; 2o) 即 可 . 这 时 在 变量 zw, 册 z 中 至 少 有 一 个 大 于 尺 
不 妨 设 为 z > 瓦 , 然后 用 平均 值 不 等 式 有 


由 
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9(z2) >20 十 0Z 十 20 >2(V 十 2 


> 2v 殉 =2z 1/>2V7 机 
可 见 目标 函数 9 在 9 之 外 的 取 值 可 以 大 于 任意 指定 的 正 数 . 这 样 就 证 明了 本 题 的 最 小 
值 存在 . 由 于 本 题 的 约束 条 件 规 定 的 点 集 没 有 边界 , 因此 最 小 值 也 是 极 小 值 , 从 而 8 在 
唯一 的 驻 点 处 的 值 就 是 最 小 值 . 
解 2 用 平均 值 不 等 式 就 有 
让 


S(z, 轧 2] 一 2 十 2yz 十 2z7 一 27( 去 十 二 二 二】 
3 6 3 
之 27Y ， 一 一 3 4V72， 
5 抽 
上 知道 当 z = y = 2z 时 上 述 不 等 式 成 立 等 号 , 因此 右边 的 常数 就 是 最 小 值 


习题 3688 横 和 截面 为 半圆 形 的 无 盖 柱 形 浴 盆 , 其 表面 积 等 于 5, 在 何 种 尺寸 下 此 盆 
有 最 大 的 容积 ? 
解 ” 设 圆柱 半径 为 尺 ; 长 为 万 则 对 于 浴盆 的 表面 积 的 约束 条 件 为 9 = T( 忆 2 十 尺 万 )， 
容积 为 了 = 广 fR2 万 . 将 约束 条 件 改写 为 
3 一 T(R2 十 方 及 末 十 襄 尼 采 )， 
就 可 以 用 平均 值 不 等 式 得 到 
2 1r2p4rr2 _ 2 p2 工 | 2(35 们 53 
庆 读 才 定 交 生生 证 二 六 大 让 和 这) 二 
有 于 豆 = 2 时 成 立 等 号 因此 浴盆 在 取 尺 二 可 = 2 有 = 2\/ 弛 时 达到 最 大 容积 


Tanax ee 7 。 


习题 3689 在 球面 Z2 十 好 十 妈 = 工 上 求 一 点 , 这 点 到 半 个 给 定点 Mi(za 罗 ,) (= 
1 2…… ,7m) 的 距离 的 平方 和 最 小 . 


解 1 从 连续 函数 在 有 界 闭 集 上 达到 最 值 可 知 本 题 的 最 小 值 存在 ( 且 还 存在 最 大 
值 ) 这 时 的 目标 函数 为 = 并 ”il(z - zi)2 上 (一 多 2 +(z 一 思 ) 引 . 利用 约束 条 件 并 合 
去 常数 项 , 就 可 将 问题 改 为 使 得 w = -2 交 ” (zzi 十 i 十 za) 达到 最 小 . 作出 拉 格 归 
日 函数 


也 一 一 2 》 (Zi Fo 十 z2 四 十 和 (Zz2 十 2 十 2 一 1 
i1 
求 偏 导 得 到 方程 组 
乃 =-2>》 zi+2Mz 一 0， 肋 =-2》 和 +2Mg=0， 玫 =-2>》 才 十 2Xz 一 0 
i1 i 一 1 i 一 1 
这 里 有 一 个 特殊 情况 要 讨论 , 这 就 是 入 = 0 的 可 能 性 ， 从 上述 方 程 组 可 见 ， 这 
只 能 发 生 在 ”ms 二 交 ” 由 二 ” 2 一 0 时 ， 容 易 看 出 , 这 时 原来 的 目标 函数 


凡 王 风 十 1(22 十 锭 十 好) 为 党 值 函数 . 这 表明 球面 妇 十 好 十 冯 天 1 上 的 每 一 个 点 
到 这 样 的 ?点 的 距离 平方 和 为 常数 , 最 大 值 和 最 小 值 相等 , 不 必 再 讨论 . 


对 于 其 他 情况 则 可 以 解 出 > = -一 少 == -一 ,一 -一 将 它们 代 人 约束 条 


就 可 解 出 乘 子 为 
和 = N， 和 os = 一 N. 
此 对 应 的 两 个 驻 点 即 分 别 为 最 小 值 点 和 最 大 值 点 . 
为 了 知道 在 两 个 乘 子 中 哪 一 个 对 应 于 最 小 值 , 可 以 将 歼 =0 已 =0 和 有 天 =0 分 
别 乘 以 z, wy 和 > 并 相 加 , 然后 就 得 到 原来 的 目标 函数 的 值 为 
以 一 多 一 2 和 1 十 >》 (2 十 公干 2)， 
?一 | 
可 见 在 两 个 乘 子 中 , 大 于 0 的 和 ai = N 对 应 于 最 小 值 , 因此 所 求 的 最 小 值 点 (zo, yo, z0) 
的 人 举 标 表达 式 为 


二 
二 
己 


解 2 (概要 ) 从 目标 函数 v 出 发 , 利用 柯 西 不 等 式 以 及 它 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 
就 可 以 得 到 与 解 1 相同 的 结果 . 

习题 3690 底面 相同 的 直 圆 柱 体 与 直 圆锥 体 拼接 在 一 起 构成 一 个 物体 , 其 总 表面 
积 @ 取 给 定 值 . 为 了 使 此 物体 的 体积 最 大 , 求 相 应 尺寸 大 小 . 

解 ”如 附 图 所 示 , 图 中 所 示 的 阴影 区 由 一 个 矩形 及 其 上 的 等 腰 三 角形 拼接 而 成 , 将 
此 区 域 围绕 中 间 的 竖 直线 旋转 , 就 可 得 到 题 中 所 说 的 物体 . 
物体 的 尺寸 由 直 圆 柱 体 的 半径 尺 、 高 互 和 圆锥 体 的 母线 与 底 
掉 的 夹 角 0 所 确定 . 由 此 即 可 写 出 全 表面 积 给 定 的 约束 条 件 是 9 
2TR 万 +TTR2 十 TR2sec0 一 @Q， 人 


而 目标 函数 ( 即 体积 ) 的 表达 式 为 | 
了 =TR2 厅 十 本 Retang， 


此 外 , 三 个 变量 瓦 , 瓦 ,0 还 应 满足 由 问题 引入 的 自然 限制 条 件 . 


区 
en 习题 3690 的 附 图 1 


注意 : 从 具体 问题 来 说 , 考虑 圆柱 体 的 半径 尺 = 0 是 充 雇 的 . 然而 将 丸 = 0 加 入 后 
可 使 得 定义 域 为 闭 集 , 这 对 于 数学 上 应 用 有 界 闭 集 的 有 关 定 理 是 必要 的 . 同样 , 在 下 面 
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的 区 域 中 包含 了 6 = zf/2 的 情况 , 这 时 恰好 及 一 0, 因此 将 它 包 括 在 9 内 也 是 适宜 的 . 
本题 是 有 一个 等 式 约束 条 件 和 三 个 不 等 式 约束 条 件 的 最 值 
问题 . 若 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 计算 其 驻 点 , 则 计算 并 无 困难 , 问题 
在 于 如 何 严格 判定 它 就 是 最 大 值 点 . 因此 我 们 在 下 面 采 取消 去 变 VS Asew 
量 如 的 方法 . 
从 约束 条 件 解 出 豆 , 并 利用 刀 > 0 的 限制 , 就 可 得 到 变量 丸 


尺 


汪 O 0 
和 6 所 满足 的 条 件 为 和 
QQcos0 元 习题 
乏 尽 艺 一 有 0 芒 二 . 习题 3690 的 附 图 2 
RS 二 


在 附 图 2 中 的 阴影 区 是 满足 上 述 条 件 的 点 (6, 忆 ) 全 体 所 成 的 点 集 . 它 是 一 个 有 界 闭 区 
域 , 记 为 2. 相应 地 在 前 述 的 体积 表达 式 中 消去 克 ,就 得 到 
一半 QR 一 言 zR2A(O)， 


中 FI)=3+3sec0 一 2tan0. 

这 样 就 将 条 件 最 值 问 题 归 结 为 一 个 无 条 件 最 值 问题 . 根据 连续 函数 在 有 界 闭 集 上 
达到 最 值 可 知 体积 V 有 最 大 值 . 其 最 小 值 显然 在 区 域 ? 的 边界 尺 = 0 上 达到 为 0， 
先 计算 在 附 图 所 示 的 区 域 ? 内 的 驻 点 . 将 了 求 偏 导 得 到 方程 组 


1/ 工 -P3PrAN 工 -P3。、 2 人 二 
肋 三 BT (0O) 二 亏 T 忆 SeC g(sing 了 ) = 0 


人 


砍 = 六 Q@ 一 六 TR2H(O) = 0 
此 解 得 驻 点 的 坐标 为 


2 O 
00 = arcsin 所 ， Po = |) 一 一 一 一 . 
人 


从 0< RPRo <9(0) 可 见 该 驻 点 为 区 域 0 的 内 点 , 并 可 以 计算 得 到 在 该 点 的 体积 为 
QVQ 1 
帮 =Y(bo, Po) = 
0 ( 0 0) 3\ 克 V3TV 

于 只 有 上 述 一 个 驻 点 , 为 了 证 明 这 就 是 所 求 的 最 大 值 点 , 利用 最 大 值 的 存在 性 ， 
要 证 明 例 大 于 体积 立 在 9 的 边界 上 的 取 值 即 可 . 

对 9 的 三 段 边 界 需 分 别 讨论 . 

(1) 如 前 所 述 , 在 尺 = 0 处 体积 显然 为 0. 

(2) 在 边界 尺 = 9(0) 上 , 原 问 题 中 的 圆柱 体 的 高 瓦 = 0, 因此 即 是 在 圆锥 体 的 全 表 
而 积 等 于 @Q 的 条 件 下 求 其 体积 的 最 大 值 . 这 就 是 在 约束 条 件 rR2(1 + sec20) = Q 下 求 
六 = 子 卫 tang 的 最 大 值 . 利用 平均 值 不 等 式 , 这 个 条 件 最 值 问 题 可 求解 如 下 . 利用 

Q@ =TR2 十 TR2 十 TR2tan20 
>3VTraR6tan20， 

并 当 左 边 三 项 相等 ( 即 0 = 45") 时 上 述 不 等 式 成 立 等 号 , 从 而 可 求 出 体积 的 最 大 值 为 


洒 
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代 演 9 


(8 _QvQ@ 1 
37 3vT 3V3- 

它 显然 小 于 前 述 的 翁 ， 

(3) 最 后 考虑 边界 0 = 0, 即 原 问题 中 只 考虑 圆柱 体 的 全 面积 为 Q 的 条 件 下 求 其 体 


积 的 最 大 值 . 这 就 是 要 在 区 间 了 = [0,\/ 叶 ] 上 求 了 = 去 RQ - rRe 的 最 大 值 . 将 这 个 


表达 式 对 玉 求 导 得 到 在 区 间 了 内 的 唯一 驻 点 为 Ra = \/ 人， 是 有 


VG6- 
于 普 在 区 间 工 的 两 端 都 等 于 0 (在 右 端点 处 即 是 互 = 0), 可 见 到 即 是 在 这 个 区 间 上 
的 最 大 值 . 从 表达 式 可 见 它 显 然 小 于 全 . 
综合 以 上 可 见 本 题 所 求 的 条 件 最 大 值 的 答案 为 态 . 
注 _ 由 于 表面 积 给 定 的 几何 体 中 , 球 的 体积 最 大 , 可 见 > 公 > 友 确 实 具 有“ 合 
里 性 ”， 因 为 在 几何 上 可 以 想象 , 圆柱 体 上 加 一 个 圆锥 体 有 可 能 比 圆柱 体 更 接近 于 球形 ， 
而 圆锥 体 则 在 三 种 几何 体 中 与 球形 差别 最 大 . 


习题 3691 一 长 方 体 的 上 下 两 底 均 为 
正方 形 , 分 别 与 具有 同样 的 正方 形 底面 的 

目 同 的 正四 角 锥 体 拼 接 在 一 起 构成 一 
个 物体 , 其 体积 取 给 定 值 . 当 四 和 角 锥 的 侧 
面 对 和 它们 的 底 成 怎样 的 倾角 时 , 该 物体 的 
总 表面 积 最 小 ? 

解 ” 由 于 本 题 的 解法 与 习题 3690 甚 为 
相似 , 以 下 只 写 出 主要 步骤 和 结 

如 附 图 1 所 示 , 长 方 体 的 上 下 底 为 边 长 w 的 正方 形 , 高 为 九 正四 角 锥 的 侧面 与 底面 
的 倾角 为 
这 时 的 约束 条 件 为 


0 


习题 3691 的 附 图 1 习题 3691 的 附 图 2 


呈 


六 = a2 十 于 o tan 0， 
目标 函数 为 


9 = 4o 史 十 2a2 sec0. 
于 问题 的 自然 限制 , 除了 上 述 体积 为 Y 的 等 式 约 束 之 外 , 还 要 满足 不 等 式 ac > 0， 
六 > 0 和 0 < 0 < 村. 从 等 式 约束 解 出 妨 就 得 到 只 含 两 个 自 变量 和 0 的 无 条 件 最 值 
问题 . 这 时 的 目标 函数 为 


9 一 二 十 2a2 号 sing)， 


的 阴影 区 ( 作 图 时 取 了 三 1),， 即 
9Q={(baj|0<0< 了 ,0<a 和 (3Vcot0)3)， 


其 定义 域 为 附 


现 
2 
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其 中 的 曲线 边界 即 对 应 于 高 疡 = 0. 
与 习题 3690 不 同 的 是 区 域 0 无 界 , 且 不 含 o = 0 这 一 段 边 界 . 为 了 证 明 5 在 此 区 
域 上 有 最 小 值 , 先 在 区 域 ? 中 任 取 一 点 瓦 , 计算 出 SC(Po), 然后 从 8 的 表达 式 看 出 有 
S> 子 o2 和 3 > 筷 -，, 因 此 即 可 找到 0 < mm < M, 使 得 当 0 <a< 严 或 者 ac> M 时 必 
定 有 5 > SCPo). 于 是 如 附 图 2 所 示 , 函数 8 在 水 平 直线 o = 冯 和 wa = M 所 夹 的 区 域 
9 的 有 界 闭 子 集 上 必定 达到 最 小 值 
以 下 只 要 求 8 的 驻 点 和 它 在 边界 上 的 最 小 值 . 
从 ==0 和 9 = 0 即 可 解 得 唯一 驻 点 为 


00 = arcsin 2 a0 一 忆 本， 
3 V5 
这 时 的 高 和 全 表面 积 头 
j 二 -oo，5 =2840573 = 5.44073. 


5 
和 
计算 S 在 边界 0 = 0 和 曲线 边界 ( 即 刀 = 0) 上 的 最 小 值 . 
对 于 0 = 0, 原 问题 变 为 在 长 方 体 体积 TY = a 奴 给 定时 使 其 表面 积 93 = 4o 刀 十 2a2 
最 小 . 用 平均 值 不 等 式 即 可 解 得 = 刀 = Y3, 即 正方 体 , 也 就 是 正六 面体 , 其 表面 积 关 
1 一 6T3. 
对 于 户 = 0, 即 两 个 正四 角 锥 拼 成 的 物体 , 这 时 有 3 = 2\/a4 + -25 ,用 平均 值 不 
等 式 即 可 求 出 其 全 表面 积 的 最 小 值 为 
5S2 == 0187 必 5.71973. 
比较 5o, S4 和 82 可 见 5o 为 最 小 值 . 附 图 1 即 是 按照 8 = 5 时 的 尺寸 作出 的 示意 
图 , 而 在 附 图 2 中 取 Y = 1 作出 了 实现 这 三 个 不 同 的 总 表面 积 值 的 点 (0,a)， 
注 “与 习题 3690 类 似 , 与 球形 接近 的 物体 在 体积 相同 情况 下 具有 较 小 的 表面 积 
可 以 证 明 , 上 述 解 中 的 8 就 是 体积 为 了 的 正八 面体 的 表面 积 . 从 30 < 34 < S。 可 以 想 
到 , 体积 为 Y 的 球 的 面积 会 更 小 . 实际 上 , 可 计算 出 这 个 球面 积 为 
93 一 3/56R7 久 4.8367 王 < .90. 


习题 3693 将 周 长 为 2p 的 三 角形 绕 其 一 边 旋 转 , 三 角形 所 扫 过 的 区 域 构成 一 旋转 
体 , 求 使 该 旋转 体 体 积 最 大 的 那个 三 角形 . 


解 1 设 三 角形 边 长 为 ob c, 绕 边 a 旋转 . 又 设 边 wo 上 的 高 为 妨 则 三 角形 下 
S= 了 二 = vao-Do 二 9 
此 可 写 出 作为 目标 函数 的 旋转 体 体 积 的 表达 式 为 
工人 氏 .DOD 一 oD 一 中 9 
3 3 Q 
在 约束 条 件 w+D+c=2p 下 ,由 (2 一 人 + 人 (2 一 ec)=a 出 发 可 用 平均 值 不 等 式 得 到 


-Do-oxs 了 ， 


杞 
党 
过 
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且 当 2=c=7p 2 时 成 立 等 号 然后 如 下 接连 用 平均 值 不 等 式 得 到 
4 pa-bp-o 可 -4 Oo oo 苏 
7 一 可 < -了 0 
TD 1 2 区 3 
SS 3 4P=12， 


且 知 道 道 当 六 二 分 ) 丰 二 二 了 二 
到 右边 的 常数 给 出 的 最 大 值 . 
解 2 如 附 图 所 示 , 以 阴影 区 表示 的 三 角形 三 
边 长 obc, 绕 边 a 旋转 ,， 则 所 成 的 旋转 体 体积 为 
六 = 01. 
当 a 固定 时 ,+c=2p-a 为 定 值 , 因此 顶点 
4 的 轨迹 是 以 顶点 已 和 C 为 焦点 的 顶 圆 曲线 . 显 
然 当 p = ec=2- 号 时 户 达 到 最 大 值 . 因此 对 每 个 
aeE (0,D), 有 不 等 式 
中 


T 苹 3 
以 下 与 解 1 相同 , 从 略 . 
习题 3694-3698 ee 由 了 j 
数 和 约束 条 件 比 较 简 单 , 都 可 以 用 平均 值 不 等 
积 为 目标 函数 的 一 题 作 介绍 . 


= 羡 p 时 上 述 两 个 不 等 号 < 都 成 为 等 号 , 从 而 体积 达 


习题 3693 的 附 图 


3 a(D 全 oa)， 


其 目标 函 


习题 3697 直 圆 
积 的 内 接 长 方 体 . 


锥 的 母线 ! 与 底 


作出 


全 


& 有 最 大 人 


到 


生成 倾角 a, 试 在 此 了 


解 如 附 图 所 示 , 设 
心 为 原点 O, 则 可 将 


直 圆 锥 的 中 心 轴 为 Oz 轴 , 底 
圆锥 的 高 和 底 圆 半径 表示 为 


玉 王 1Sin aQ， 


设 内 接 长 方 体 
卦 限 的 圆锥 
条 件 为 


2Z2 十 22 


图 中 未 画 出 ) 


表面 处 的 长 方 体 顶 点 的 多 


及 三 /cos Q. 


的 各 边 与 坐标 轴 平 行 , 在 第 


标 为 (z, yy 2， 则 约束 


习题 3697 的 附 图 


尺 ” 
函数 为 长 方 体 的 全 表 


目标 


上 式 的 第 


当 且 仅 当 


=(1 


一 项 : 


和 三 2 时 成 ， 


的 zy 用 平均 值 不 等 


入 
世 


面积 
9 一 8zVy 十 4(07 十 2)2. 
式 , 对 第 二 项 


j 柯 西 不 等 式 , 就 


1 的 (z 


(zZ2 十 凶 ) 十 4V2.Vz2 十 2 


等 号 . 
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从 约束 条 件 得 到 V 王 二 到 = RR(1- 部), 将 它 代 人 上 述 不 等 式 中 , 就 将 问题 转化 
为 区 间 0 冬 > 乏 刀 上 求 一 元 二 次 函数 


5O=4P(0- 站 -人 ( 传 - 次 ) 
的 最 大 值 问题 


上 式 右边 是 * 的 二 次 函数 ， 通 过 计算 可 知 当 中 = tana < V3 时 ,3(2) 在 区 间 
[0, 由 上 严格 单调 递减 , 因此 表面 积 于 zx = 0 达到 最 大 值 5S(0) = 4 
当 tana > V2 时 , 可 计算 出 使 得 8S(>) 达到 最 大 值 的 高 度 > 应 取 为 
九 一 V2R 本 tanaw 一 V2 
27 一 V2R 2tanaw 一 V2 
此 时 长 方 体 的 上 下 底 为 正方 形 , 其 边 长 为 

PR V2a 
V2 蕊 -- 尺 tana--V2- 


.LSin Q. 


Zb0 一 


22Z0 一 220 一 


而 所 达到 的 全 表面 积 最 大 值 为 
坟 拓 让 芝 二 2 全 sin2a 
V27 一 玉 V2tanaw 一 1 
注 ， 在 本 题 的 答案 中 , 当 倾 角 w 和 arctan V2 s 54.7。 时 , 具有 最 大 全 表面 积 的 内 接 
长 方 体 是 高 度 > = 0 的 退化 长 方 体 . 这 个 结论 类 似 于 82.13 的 习题 1566, 其 中 内 接 于 三 
角形 的 矩形 中 具有 最 大 周 长 的 是 宽度 为 0 的 退化 矩形 . 


习题 3699 求 点 Mo(zo,yo, z0) 至 平面 4z 二 By+Cz+D=0 上 的 点 的 最 短 距离 . 


分 析 “从 条 件 极 值 角度 看 , 这 就 是 在 约束 条 件 4z + By + Cz 十 刀 =0 下 求 距离 平 
方 @d2 = (z 一 zoj2 上 + 一 0)2 上 +(z 一 20)2 的 最 小 值 . 可 以 直接 证 明 这 个 最 小 值 存 在 , 且 
有 唯一 的 最 小 值 点 . 为 此 只 要 利用 4, 妃 ,C 不 全 为 0, 例如 设 C 入 0, 则 可 从 约束 条 件 解 
出 2, 代 人 飞 中 , 从 而 将 问题 归结 为 一 个 二 元 二 次 多 项 式 的 无 条 件 最 小 值 问 题 . 利用 这 
时 的 黑 塞 矩阵 正定 , 即 可 肯定 最 小 值 存在 , 且 最 小 值 点 唯一 (参见 86.7.1 的 习题 3624 的 
注 ). 在 这 之 后 可 以 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 也 可 以 用 以 下 的 向 量 方法 求解 . 

下 面 仿照 平面 上 点 与 直线 之 间距 离 的 向 量 计算 方法 给 出 本 题 的 一 个 解法 . 


解 ” 附 图 中 给 出 了 用 向 量 的 标量 积 计 算 坐 标 面 zxOy 
上 的 原点 到 一 直线 的 距离 的 方法 . 

设 双 是 与 该 直线 垂直 的 单位 向 量 , 若 直 线 的 方程 为 
4z+By+C=0, 则 


过 交 - 妃 
从 原点 到 直线 上 点 P(z,y) 的 径 向 量 为 5 户 - 习 十 好, 两 
个 向 量 间 的 夹 角 为 9, 于 是 原点 到 直线 的 最 短 距 离 就 是 习题 3699 的 附 图 


@ 在 选择 目标 函数 时 ， 


蕊 离 平方 2 要 比 距离 4 一 VC 一 z0 用 十 人 一 加 三 十 (z 一 20 半 方便 得 多 . 


ED 
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Li 纪 cl 
V .42 下 已 2 V .42 5 局” 
仿照 以 上 方法 , 在 三 维 空间 中 取 mm 为 平面 4z 十 By 十 Cz 十 万 =0 的 单位 法 向 量 ， 
将 点 Mo(zo,yo, zo) 到 平面 上 点 尸 = (zh 2 的 径 向 量 记 为 AM 藉 方 人 
7 Re | 4 ) 学 》 
V42 十 瓦 2 十 C2 V42 十 万 2 十 C2 ER 
1 一 (2 一 Z0,y 一 yo0,z 一 20). 


于 是 就 可 计算 出 点 Mo 到 平面 的 最 短 距 离 为 


= ln: 大 刀 =- 


14(z 一 zo) 十 BO 一 yo) 二 CCz 一 20]| 


轩 |4zo0 十 忆 V0 证 C20 十 刀 | 


42 可 < 局 ” 十 C2 


V42 十 万 


习题 3700 求 空间 二 直线 


人 


Z1 -4 一 包 


十 哆 


77 


之 间 的 最 短 距 离 
分 析 显 


ES 
疯 . 
显然 只 


在 两 条 直线 上 各 取 一 点 
分 析 方 法 即 可 证 明 存 在 
而 直线 之 间 的 距离 . 


函数 , 则 


1 ?1 


4A 需 考虑 两 条 给 定 的 直线 为 异 面 
以 它们 之 间 的 距离 (平方 ) 为 目标 
唯一 的 最 
由 于 用 拉 格 朗 日 


直线 的 情况 . 


1 


值 点 ,其 最 小 值 即 
乘 子 法 涉及 的 计算 


下 采用 衬 间 


向 量 的 向 


量 积 和 混合 积 来 求 出 上 述 最 短 


解 1 如 附 图 
直线 段 妃 到 的 长 度 , 其 中 点 已 <7 


伸 呈 ws 
引入 向 量 已 挛 、 


所 示 , 设 两 条 异 


面 直线 2 和 12 的 最 短 距离 为 


直线 1 的 方 


72 = (ma2,702,D2), 则 它们 的 混合 积 的 绝对 值 就 是 
量 积 ri x 72 的 模 长 就 


职 . 由 于 向 
量 已 忆 与 了 1i 和 
[和 


留 下 的 问题 是 如 何 求 出 


要 去 计算 它们 的 多 
条 件 给 


题 设 


而 


ES 
琅 Qi 平行 


T2 志 分 别 正 交 , 因 


上 标 . 


是 上 述 平行 六 
因此 将 平行 六 面体 的 体积 除 以 底面 面 


出 了 11 上 的 点 Q1 二 


三 
向 向 量 


12. 


下 和 二 (mm21;,721;D1) 和 


汪汪 


习题 3700 的 附 图 


直线 72 的 方向 向 


图 中 用 阴 野 


区 表示 的 平行 六 


器 
入 ) 


影 
面体 的 底面 二 


[实现 最 小 吕 
积 就 得 


8 点 互 和 有 玖 .我们 即将 看 到 , 为 了 求 出 最 短 距 离 


(Z1;,2V1; 21) 和 12 上 的 点 Q2> 一 


> 
万 疡 


》 》 > 
三 玉 QO1I+TQIG2 十 2 户 ， 


( 瑟 G2,rtra)， 


E 离 为 、 


到 1 家 


尝 


|ri x 2|| 


(Z2) ya 22). 利用 


于 Tu 更 尼 平 行 于 rz, 因此 在 混合 积 的 计算 时 就 有 
(已 户 ,ri,T2) 一 
从 而 得 到 所 要 求 的 两 直线 间 的 最 短 


三 
里 . 


折 体 的 体 
E 离 的 向 


最 小 距离 


完全 没有 必 
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人 二 一 (Z1 一 2Z2)1 一 ;2 一 2 因 )Tl 三 (ml ml DI) 和 rs 三 (mmz2,722,D2) 都 由 题 
设 条 件 直接 提供 . 
解 2 用 立体 几何 和 向 量 代 数 知 识 也 可 如 下 求解 . 
先 过 点 Qi 作 平 行 于 直线 52 的 直线 , 它 与 直线 呈 张 成 一 个 平面 , 记 为 工 .该 平面 的 
法 向 量 为 ri x T2. 然后 求 经 过 点 2 的 直线 12 到 平面 工 的 距离 . 由 于 该 直线 平行 于 平 
面 I, 因此 这 个 距离 就 等 于 向 量 G1G2 在 平面 I 的 单位 法 向 量 m 上 的 投影 , 即 它们 的 标 
量 积 . 当然 还 需要 取 其 绝对 值 . 这 样 就 得 到 与 前 面相 同 的 答案 
= | 有 9 .n| =| 肌 02 . 


|ra x 2|| 


Xe 


习题 3702 求 有 心 二 次 曲线 4z2 + 2Bzy 上 + Cy2 = 1L 的 半 轴 . 


提示 “对 于 椭圆 的 情况 见 84.5 的 习题 2406 的 解 9. 


习题 3705 求 平面 zcosaw+ycosB+zcosy 一 0( 其 中 cos2zaw+cos28+cos27y = 了) 
与 椭 球 


2 2 2 

放 V 忆 
-十 十 和 和 忒 | 
a2 0 c2 、 


相交 所 成 截面 的 面积 


解 1 由 解析 几何 知道 , 本 题 的 截面 是 中 心 在 原点 的 椭圆 , 只 要 求 出 其 长 短 半 轴 有 即 
得 到 椭圆 的 面积 . 利用 椭圆 边界 上 到 中 心 距离 的 最 大 值 和 最 小 值 就 是 半 长 轴 和 短 半 
,因此 可 以 将 本 题 归 结 为 一 个 条 件 最 值 问题 , 即 求 截面 边界 上 的 点 到 原点 距离 平方 的 
直 . 这 时 的 最 值 存在 性 是 有 保证 的 . 

0 7 Ti 满足 2 十 mm2 二 wm2 = 1. 两 个 约束 条 件 为 : 


人 二 + 邱 = 1， 十 700 十 2 一 0. 


目标 函数 是 w = 到 十 妨 十 好 ， 写 出 由 函数 oalzy 习 = 琶 十 妇 二 刀 一 1 和 
oz(z 思 2 人 一 1 二 十 02 的 偏 导数 构成 的 雅 可 比 和 矩阵 : 


人 2 光 
0 妈 咏 
1 770 7 


若 在 满足 约束 条 件 的 某 个 点 (zu 2 居 ) 处 此 矩阵 不 满 秩 , 则 矩阵 的 两 行 线性 相关 . 由 于 
(7 7 为 单位 向 量 , 因此 存在 大 使 得 


Z0 一 yo 一 
一 开 /， 机 一 大 7 到 


然后 将 这 三 个 表达 式 分 别 乘 以 zo,yo, zo 并 相 加 得 到 
区 多 辐 
-十 23 十 -一 


釉 辣 习 
让 


2 训 天 (1Z0 十 0200 十 720)， 
这 时 上 和 式 左 边 等 于 1, 右边 等 于 0, 引出 矛盾 . 这 表明 雅 可 比 和 矩阵 满 秩 的 条 件 成 立 . 
作 拉 格 衣 日 函数 
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2 2 2 
三 02 十 急 干 2 人 ( | 右 | 2 1 HA(LzZ 十 720 十 几 .2)， 
则 在 求 偏 导 后 得 到 方程 组 
2 2 2 
夏 =22 一 和 一 由 = 芒 =2 一 X 否 一 = 乃 =2z 一 人 二 一 Mn 一 0 


在 组 合 z 态 十 9y 太 十 2 = 0 中 利用 两 个 约束 条 件 , 就 得 到 
入 二 22 十 2O 十 22. 
此 可 见 , 本 题 只 要 求 出 乘 子 入 的 最 大 值 和 最 小 值 的 乘积 , 并 不 需要 求 出 驻 点 . 为 此 设 
法 消去 z,y z 和 乘 子 / 如 下 . 
将 歼 = 肋 三 及 =0 和 约束 i2 二 my 十 02z 三 0 看 成 为 四 个 未 知 数 z, yz, 的 齐 次 
线性 代数 方程 组 , 则 由 于 它 有 非 零 解 , 从 而 其 系数 行列 式 为 0, 略 加 整理 后 即 得 到 


Le 1 
QQ 
全 Soc 和、 . 
D 和 一 0 
0 人 
C2 光 
1 770 也 0 


按 第 一 行 或 第 一 列 展开 , 利用 刀 十 m2 + 2 = 1 即 可 得 到 关于 乘 子 入 的 二 次 方程 


PPn2 ea va [人 2 二 om 十 O 罗 22 十 内 ] 
Q202c2 】 | 02c2 c2a2 0 十 工 = 0. 


将 乘 子 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 记 为 Xi: 和 和 >, 则 它们 的 乘积 就 是 上 述 二 次 方程 的 首 项 系 
数 的 倒数 , 因此 所 求 的 顶 圆 截面 面积 为 
全 二 元 入 1 和 > 一 


六 


TaQbc 
Va212 十 727n02 十 c273 
注 在 此 解法 中 利用 乘 子 入 等 于 驻 点 到 原点 距离 的 平方 , 只 关心 求 出 该 乘 子 的 值 . 
问题 的 几何 意义 可 见 , 当 截 面 为 圆 时 , 最 大 值 等 于 最 小 值 , 圆周 上 的 点 都 是 最 值 点 , 而 
对 于 非 圆 的 情况 , 最 小 值 点 和 最 大 值 点 也 各 有 两 个 . 然而 这 些 多 值 可 能 性 不 影响 拉 格 时 
日 乘 子 法 的 应 用 . 
解 2 (投影 法 ) 从 平面 方程 1 十 my 十 nz = 0( 其 中 心 mm 为 平面 法 方向 的 方向 余 


又 尿 0 7 


过， 、 下 2 2 2 NA AM 

苞 ) 和 槛 球面 方程 平 诡 衬 = 工 消去 > 得 到 
22 | 2 5 (1z 十 7n9)” 1 展 空 L770 1 702 2 
和 2 = (二 二 5) 1 2 了 2 z 二 ( 京 + 2 )y 三 1， 


已 就 是 截面 上 的 椭圆 在 坐标 面 zOy 上 的 投影 . 
将 上 述 方程 记 为 4z2 二 2Bzy 二 Cy2 = 1 即 可 由 84.5 的 习题 2406 知道 上 述 椭圆 所 


1 
02 02 72  D2c2 


克 三 
V 友 二 就 | 原 2 1T P 1 
Q202 
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然后 再 除 以 方向 余弦 m 就 得 到 截面 上 的 椭圆 面积 为 了 
9 一 区 


元 1 十 2 王 ， 下 .1 
Q202 72 ca2 72 52c2 


一 Tabc 
Vi2c2 十 70202 十 12a2 
习题 3706 根据 费 马 原理 , 光 在 最 短 时 间 内 从 一 点 传播 至 另 一 点 . 
假定 这 两 点 位 于 交界 面 为 平面 的 不 同 的 光 介 质 中 , 并 且 光 的 传播 速度 在 第 一 种 介 
质 中 等 于 而 在 第 一 种 介质 中 等 于 几 , 试 推出 光 的 折射 定律 


解 ”本 题 是 一 个 典型 的 一 元 函数 最 值 问题 , 没有 必要 化 为 条 件 最 值 问题 求解 . 

如 附 图 所 示 ,， 设 有 一 束 光 线 从 点 4(0,o) 

(和 > 0) 出 发 经 过 界面 y = 0 到 达 点 妃 (zz),y2) 
(Za > 0,V2 < 0). 

设 光 在 介质 1 (y > 0) 和 介质 2 (y < 0) 中 的 
速度 分 别 为 wu 和 w. 以 下 将 光束 与 界面 交点 的 横 
坐标 z 取 为 自 变量 , 计算 光束 从 4 到 已 所 用 时 间 ， 
它 是 z 的 函数 . 然后 求 其 最 小 值 , 即 可 推出 在 最 小 
直 点 处 的 入 射 角 和 折射 角 满 足 折 射 定律 : 

SIDn CQ 二 1 
sin C 22 
k 中 a 和 6 分 别 是 入 射 角 和 折射 角 . 人 
取 定 z, 可 以 看 出 所 用 时 间 为 


t(Z) 一 We | V(za 一 Z)2 十 人 


V1 22 


TS 


Y 
人 


对 z 求 导 得 到 
t(Gz) = 世 二 一 之 
woVz2+ 巡 woV(z 一 oz 十 吧 
要 从 方程 寻 (z) = 0 解 出 驻 点 是 不 方便 的 , 然而 这 对 于 本 题 的 目的 来 说 根本 是 不 必要 的 . 
首先 看 出 萎 (z) 在 区 间 [0, za] 两 端 反 号 :t(0) < 0,t(za2) > 0, 因此 从 零点 存在 定理 
知道 存在 上 e (0,za), 使 得 &(e) = 0. 
写 出 入 射 角 与 折射 角 的 正弦 表达 式 : 


Q@ 利用 后 面 88.4 中 的 曲面 面积 公式 就 可 推出 : 平面 jz + ny + mnz = 0 上 的 可 积 图 形 的 面积 乘 以 方向 余 
纺 风 = cos7 就 得 到 该 图 形 在 坐标 面 zxOy 上 投影 图 形 的 面积 . 
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这 已 经 证 明了 光线 在 驻 点 处 满足 折射 定律 , 
为 了 证 明 这 个 驻 点 就 是 最 小 值 点 , 可 以 将 才 (z) 再 求 导 一 次 得 到 


2 2 
并 (Z 一 Z2) 
22 十 级 (zz 一 Z)2 十 吧 
庆 辐 二 1 V2Z2 十 7 1 (za 一 Z)2 十 2 
LU1 2Z2 十 2 2 (za 一 Z)2 十 人 2 
1 好 1 史 


> 0， 
中 (2 十 只) (一 0 


可 见 区 z) 是 严格 下 凸 函 数 ( 见 82.8.3 的 命题 2.5). 再 利用 鼠 (0) < 0 和 志 (zz) > 0 就 可 见 


t(z) 先 严格 单调 减少 再 严格 单调 增加 , 因此 其 唯一 的 驻 点 就 是 最 小 值 点 . 


注 为 什么 光束 满足 折射 定律 ? 难道 光线 知道 走 最 快 的 路 线 ? 对 此 有 兴趣 的 读者 
可 以 看 音 名 的 科普 读物 [3] 对 此 的 解释 和 谐 贝尔 物理 奖 获得 者 费 曼 在 [12] 中 的 观点 . 


习题 3707 一 折射 棱镜 的 折射 角 为 w, 折射 率 为 
.光线 以 怎样 的 入 射 角 射 向 此 棱镜 侧面 , 其 偏向 角 
( 即 入 射线 与 出 射线 之 间 的 角 ) 最 小 ? 求 此 最 小 偏 癌 角 ， 


解 如 附 图 下 方 所 示 , 入 射 光 线 0 的 入 射 角 为 B， 
出 射 光 线 ci 的 出 射 角 为 y, 根据 折射 定律 有 
Sin Sin7y 
Sin 入 ”sn 
利用 入 十 = a, 就 得 到 偏向 角 
0=(- 和 + 一 内 =B+T7 一 0 
此 可 见 6 为 的 一 元 函数 . 习题 3707 的 附 图 
以 下 只 考虑 自 变 量 8 的 允许 范围 为 [0",90?] 的 情况 吧 . 
以 上 关系 式 即 可 得 到 函数 6(8) 的 显 表 达 式 为 
6(8)=B+arcsin(nsinA) 一 和 Q 


一 B+arcsinlmnsin(a 一 入 )] 一 a 
一 8B 十 arcsin { Sin [a 一 arcsin (全 Sin 5]| } 一 0， 
它 在 区 间 [0， 河 上 有 最 小 值 . 将 上 式 对 局 求 导 得 到 


808) =T+ 一 -二 一 一 -ncosw 人 ( . 二 cos6] 
工 一 7 Sin ,2 
上 工 了 你 8 C 
coSHcosG 
加 cos 了 coS 和 - 


Q@ 由 于 折射 率 m” > 1l, 在 出 射 点 处 的 入 射 角 / 不 能 大 于 临界 角 arcsin ,由 此 可 见 棱 镜 的 折射 角 


大 于 临界 角 . 若 取 玻璃 的 折射 率 为 1.5, 则 a < arcsin 了 久 41.810?. 在 附 图 中 的 棱镜 取 a = 30?， 


xm 
直 攻 | 


5 达到 最 小 . 


a 也 不 


1 的 入 


有 8 也 取 为 30?. 在 附 图 上 方 所 取 的 入 射 光线 2 和 出 射 光 线 cz 则 是 本 题 的 最 优 解 , 这 时 6 = ?, 使 得 俩 差 
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从 6'(0) 


COS 内 


和 | 本 <0 和 5(r/2) =1 > 0 可 见 函 数 5(6) 不 会 在 


1 一 7n2sin2 1 


上 取 到 最 小 值 , 从 而 最 小 值 点 必定 是 驻 点 . 
从 5(8) = 0 得 到 的 下 列 关 系 式 


出 发 , 并 


即 可 得 至 


它 就 是 要 求 的 最 小 值 点 . 同时 可 得 到 入 射 角 为 Bo 时 的 最 小 人 


注 1 本 题 若 用 拉 格 朗 日 


此 可 见 有 有 一 信和 一 儿 = 六 a. 于 是 得 到 叭 


cosSHcosD 
cos 了 Tcos 和 和 


利用 折射 定律 提供 的 


| 


cos28 cos2 入 ma2cos2 入 12 一 m2sin2y 72 一 sn28 


cos27y cos21 12cos2 2 一 n2sin2 702 一 sin2M 


二 


(n2 一 sin27y) + cos27 


工 中 最 后 一 步 利 用 了 公 = - 时 该 分 数 也 等 于 公 十 5， 


0 十 Q 


Do = arcsin (n Sin 3)， 


0(60) = 2 arcsin (msi 3) 一 Q. 


角 大 于 | 


乘 子 法 则 也 可 以 得 到 相同 的 驻 上 
是 最 小 值 点 则 不 如 研究 有 界 闭 区 间 上 的 一 元 函数 方便 . 此 外 , 对 于 
界 角 的 情况 也 可 以 作 类 似 的 讨论 , 只 是 这 时 的 入 射 角 8 的 允许 
吞 界 角 加 上 90?, 则 入 射 光 线 不 可 能 穿 透 棱镜 , 求 最 小 偏差 角 问 题 没 有 意义 . 


的 驻 点 为 


局 差 角 为 


点 ; 然而 如 何 证 明 该 驻 


区 间 端 点 


点 就 


棱镜 的 折射 角 大 于 临 
范围 要 变 小 . 然而 若 折 射 


注 2 在 [16] 的 第 二 卷 第 二 册 的 841-1 的 例 3 中 , 将 本 题 的 结论 用 于 测定 棱镜 材料 


对 空气 的 折射 率 , 即 有 


， 0 十 ww 
二 
枕 玛 2 
7 。 》 
sin -和 


2 


中 利 有 


习 


经 过 一 系列 精度 相同 的 测量 , 对 于 量 z 和 Y 得 


到 值 zi， 


题 3708 (最 小 二 乘法 ) 变量 z 和 yY 满 
足 系数 待定 的 线性 方程 


目 了 当 光 线 对 称 地 通过 棱镜 ( 即 8 = ?) 时 恰好 使 得 偏差 角 达 到 极 小 , 测量 
时 的 偏差 角 5 就 可 以 计算 出 折射 率 六 


4 一 0 十 六 


Li ( 一 1 2,， 志清 九 ) 利用 最 小 二 乘法 ， 


求 系数 和 的 最 可 靠 数 值 . 


注 


根据 最 小 二 乘法 的 思想 , 系数 和 总 的 最 可 靠 数 人 


习题 3708 的 附 图 


所 对 应 的 误差 的 平方 和 


出 此 
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2 > a2; 十 六 一 功 ) 


为 最 小 . 这 可 以 按照 二 元 函数 的 无 条 件 最 值 问题 求解 . 在 中 学 数学 的 现行 高 中 必修 教材 
中 已 经 详细 介绍 了 这 个 方法 (也 称 为 最 小 平方 法 ), 将 所 得 的 y = az 十 称 为 线性 回归 方 
程 , 将 其 图 和 为 归 直 线 . 本 书 从 略 . 这 方面 值得 推荐 阅读 的 一 篇 论文 见 数学 译 林 的 
第 一 卷 (1982) 第 4 期 336-346 页 , 其 中 将 最 小 二 乘法 在 近代 统计 分 析 中 的 作用 比喻 为 
汽车 在 现代 社会 中 的 作用 . 


2 


| 


习题 3709 在 平面 上 给 定 见 个 点 QZi ( > 有 0 , 7). 直线 
2Zcogsaw 十 VSinaw 一 D 王 0 


在 怎样 的 位 置 时 , 这 些 点 与 此 直线 的 偶 差 的 平方 和 最 小 ? 


解 (概要 ) “本题 虽 然 在 表面 上 与 上 一 题 类 似 , 但 却 有 新 的 特点 . 
于 点 Mi(zi 全) 到 人 2 虽 |, 因此 目标 函数 就 是 


二 
放 1 
于 是 问题 成 为 在 区 域 了 > 0, 0 甩 ca 冬 2r 上 的 二 元 函数 的 最 小 值 问题 . 这 虽然 是 无 界 区 
域 , 但 由 于 忆 关 于 了 是 以 mD? 为 二 次 项 的 二 次 多 项 趟 ， 不 难 证 明 最 小 值 存在 . 求 偏 导 并 
令 D = 0, Dy = 0 则 后 者 为 


也 
疡 三 ' 二 2 >》 (zi cogaw 十 WwWsinaw 一 D) 


1 一 1 
也 亿 
一 2720 一 2cosa 》 zi 一 2sina 》 久 一 0. 
1 一 1 1 一 1 
若 引 入 记号 
1 妆 1 忌 
元 一 元 > 可 = 元 > Vi 
1 一 1 上 


即 在 点 Mi (= 1 ,7m) 处 放置 有 单位 质量 的 质点 系 的 质心 , 则 方程 D4 = 0 即 可 写 为 
ZTcosaw 十 ysin a 一 2. 
这 表明 所 求 直线 必定 通过 质心 , 因此 只 需要 考虑 通过 质心 (元 尺 的 所 有 直线 . 
然后 若 引 入 妈 = 2 一 丈 Wi 一 中 一 了 (G=1 7)) 则 目标 函数 简化 为 一 元 函数 


万 = > (ui cos a 十 wzsin ay)”， 
5 


以 下 从 略 . 
注 ， 本 题 的 答案 中 有 一 个 特殊 情况 , 这 时 经 过 点 (元 , 飞 的 每 一 条 直线 都 是 达到 最 小 
值 的 直线 . 一 个 简单 例子 就 是 给 定 下 列 四 个 点 : 
1 THD)，Ma2(1 一 Was( 一 1， 一 1 一 1 
不 难 直接 验证 它们 到 经 过 原点 的 每 一 条 直线 的 距离 平方 和 同时 达到 最 小 值 4. 
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习题 3710 在 区 间 [3] 内 用 线性 函数 az + 来 近似 地 代替 z2?, 使 得 绝对 偏差 
A=suplz2 一 (az 十 中 (1 和 7z 世 3) 
节 小 . 
解 (概要 ) 本题 的 性 质 属于 8$2.11.4 的 但 差 计算 . 如 


该 处 的 习题 1460 及 其 注 和 附 


答案 是 什么 . 具体 计算 如 下 . 

如 附 图 所 示 , 先 求 出 连接 抛物 线段 y = z” (z < 
1,3]) 两 端的 直线 , 方程 为 y = 4z - 3. 然后 作出 具有 相 
司 斜率 并 与 抛物 线 相 切 的 直线 y = 4z -4 在 图 上 均 用 
虚 直 线 表 出 . 然后 取 这 两 条 平行 线段 的 中 线 , 在 附 图 中 

j 细 直线 表示 , 它 就 是 最 佳 和 逼近 区 间 [1, 3] 上 的 抛物 线段 


y 二 22 的 直线 段 . 其 方程 为 = 4 二 了 


注 ， 所 得 到 的 直线 y = 4z 一 


个 正 负 相间 的 等 值 仿 差 点 ， 因 


最 佳 一 致 珊 近 的 线 怕 


6.7.5 “” 补 注 


在 这 个 补 注 中 将 证 明 8$6.7.2: 
6.9. 为 阅读 方 但 


命题 


正定 的 


厂 C 避 ”内 连续 可 微 . 


的 俩 导数 均等 于 0: 


Te(Q， D 入 0) 到 0， 


消去 法 . 


证 / 


利用 梯度 grad wp(a,b) 不 是 零 向 量 的 条 从 


定理 , 在 点 (a, 纪 


的 一 


多 


记 在 
此 如 切 比 雪 
函数 最 小 的 绝对 偏差 是 广 ， 


图 所 示 , 就 可 以 知道 本 题 的 


2 


若 点 


起 见 , 将 复述 命题 
命题 6.6 (单个 约束 条 件 下 的 拉 格 朗 日 乘 子 法) 
ab) E 万 是 满足 约束 条 人 
的 条 件 极 值 点 或 条 件 最 值 点 , 且 梯 度 向 量 gradp = (ps,ey) 在 点 (@w 及 处 不 是 零 向 量 
则 存在 Xo, 使 得 在 o, 六 )o 处 , 拉 格 朗 日 


的 命题 6.6-6.8， 并 补充 
的 内 容 . 


函 数 


习题 3710 的 附 图 


[3] 上 与 抛物 线段 y = zZ2 在 
夫 定 理 (82.11.6 中 的 命题 2.11) 所 示 , 它 就 


工 (Z, 入 ) Jo 9 | 入 2P(Z) 9) 


个 邻 域内 存在 


of(z,Vy(zZ)) 三 0. 由 于 


虑 复合 函数 f(z,y(z)) 的 极 值 (或 最 信 


企 这 个 邻 域 内 约 


Zh(Q， D， 入 0) 一 0， 


束 条 件 2(z， 


| 不妨 设 wy(@ 人 ) 关 0. 按照 
全 一 的 连续 可 微 函 数 y = yz), 满足 ya) 


Ez =1,2,3 处 有 三 


设 函 数 FLz,y) 和 2(z,y) 在 
F olz, 力 =0 下 的 


7ZA(a， 0 入 0) 一 


是 


剖 定 线性 约束 下 的 二 次 型 为 


蕊 


汪 


区 


目标 函数 /zy 


0. 


= 和 


只 要 考 


D) 问题 . 这 村 


将 恒等式 p(z,y(z)) 二 0 对 2 求 导 得 到 


px 十 WU = 0. 


深 


E 理 表明 : 


就 消去 了 变量 消 


点 4 是 隐 函 数 y(z) 的 定义 域 的 内 点 ， 


急 =0 与 y=V(z) 等 价 , 从 而 


A 人 AN 


(6.11) 
因此 从 点 (oa 为 
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jz,g 的 条 件 极 值 点 或 条 件 最 值 点 就 可 以 扒 
极 值 点 . 用 费 马 定理 和 链 式 法 则 计算 得 到 
及 (人 十 访 (o ba) = 0. 
另 一 方面 , 在 (6.11) 中 用 z = a 代入 , 得 到 
op(o 十 (ob (ao) = 0. 
此 可 见 向 量 ( 太 (o, 划 , 态 (a, 芒 ) 与 梯度 向 量 (5(a, 芒 ,920(a, 划 ) 共 线 . 由 于 后 者 不 是 零 
句 量 , 因此 存在 Xo, 使 得 在 点 (ob) 处 ( 态 , 龙 ) = Xo(22,20), 这 就 是 
及 (oo 人 一 Xop5(o=0， 力 (@ 一 )ooy(o 人 =0， 
也 就 是 对 于 z = wy = DA=》 成 立夏 = 有 玫 =0. 余下 的 下 =0 就 是 约束 条 件 
ofzZz) =0, 对 于 点 (oa b) 当然 满足 . 
命题 6.7 (多 个 约束 条 件 下 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 ) 设 函数 (zi …… ,zn) 和 大 << 歼 个 函 


Hz =a 是 复合 数 jz,y(z)) 的 无 条 件 


FF 


本 ; 瑟 玫 ) 人 全 1 ，， ,大 ) 在 区 域 刀 C 了 ” 内 连续 卖 可 微 ， 若 点 站 (z9,，…. ) Z0) E 忆 
是 满足 约束 条 件 o; = .……= 凡 =0 下 的 目标 函数 志 的 条 件 极 值 点 或 条 件 最 值 点 , 且 


可 比 矩 阵 (这 ) 1 在 点 媚 处 满 秩 , 则 存在 大 个 数 )，…. 0 它们 与 Z 2 
一 起 , 使 得 m 十 开 元 的 拉 阁 明 日 函数 
卫 (Z1 ny AT ,人 大) 一 JZ1 ) 尼 - et 1) 过 记 ) 
在 该 处 的 偏 导数 均等 于 0: 
To 三 0 To 三 0 7 三 0 ,7 =0. 
证 ”仍然 用 消去 法 . 写 出 在 点 媚 处 由 约束 条 件 中 的 个 男 数 的 偏 导数 组 成 的 雅 可 
比 逢 阵 (38 ) si<k， 它 是 一 个 大 x 阶 失 了 : 


1 和 J 乏 见 
921 .9pl 
OZ1 OZ 
9 9 
OZ1 OZn Po 
从 命题 的 条 件 知 这 个 和 矩阵 满 秩 et 1I 芝 有 < 7m), 因此 可 以 用 隐 函 数组 存在 定理 ( 见 [11] 
的 第 一 卷 208 小 节 ) 于 方程 组 oz = … = 扩 三 0, 由 此 推 知 在 点 丽 的 一 个 邻 域 中 存在 
[ 


导 


一 的 隐 范 数组 , 即使 得 zt ,zn 中 的 天 个 变量 成 为 另外 即 一 太 个 变量 的 函数 . 该 隐 
函数 组 是 从 形 "- 天 中 的 一 个 邻 域 到 及 2 的 映射 ,满足 天 个 约束 条 件 构成 的 方程 组 . 
将 上 述 隐 函 数组 代入 约束 条 件 中 得 到 关于 即 一 大 个 变量 的 不 个 恒等式 , 然后 利用 一 
阶 全 微分 的 形式 不 变性 得 到 以 下 有 个 等 式 (当然 在 点 处 也 成 立 ): 
dwp1 三 32: dzZ1 十 01 dzn = 0， 
尼 1 时 


ER (6.12) 
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另 一 方面 , 由 于 玉 为 目标 函数 广 的 条 件 极 值 点 , 将 上 述 隐 函 数组 代入 了 中 , 就 使 得 
矿 耸 个 自 变量 的 函数 变 成 为 m_ 一 大 个 自 变 量 的 函数 , 同时 间 题 从 条 件 极 值 变 成 为 无 条 
牛 极 值 (这 就 是 消去 法 的 目的 ). 用 费 马 定理 知道 这 个 函数 在 极 值 点 处 对 于 这 郊 一 天 个 
3 变量 的 偏 导 数 等 于 0, 也 就 是 df = 0， 利 用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 就 可 以 不 区 分 在 
，……，2m 中 的 自 变量 和 因 变 量 而 得 到 

过 吉 人 让 人 (6.13) 


考察 向 量 dz = (dzl…… ,dzn)， 从 前 述 的 雅 可 比 珑 阵 满 秩 和 (6.12) 可 见 dz 与 上 

个 线性 无 关 癌 量 grad pl(Po)… ,gradeok(ZP) 正 交 . 将 它们 张 成 的 天 维 子 空间 记 为 
MT =Span{fgradopl( PN) ,gradok(Po)》 

则 dz 上 M, 也 就 是 dz < MT+L, 记号 ML 是 M 的 正 交 补 子 空间 ， 
条 件 (6.13) 表明 同 量 grad j(P) 与 所 有 这 样 的 dz 正 交 . 由 于 dz 的 全 体 组 成 MT， 
而 (MT+)+L = AM 因此 grad /Pi) es M, 即 是 gradol( PN) ,gradox(Po) 的 线性 组 合 ， 
其 系数 就 是 所 要 求 的 拉 格 朗 日 乘 子 . 这 就 是 玉 , = 0 ，, 帮 =0. 
命题 6.8 设 z0) = (zi ，,zg) 和 XGO = (NO ,和 to) 是 命题 6.7 中 得 到 的 
驻 点 和 乘 子 , 函数 上 和 pp ,5 在 点 而 (zi ,zt0) 的 一 个 邻 域 内 二 阶 连 续 可 微 
若 关 于 dzi (= 1 ,m) 的 二 次 型 


? 也 翅 (z(o0,X(O) dz dzi (6.14) 

在 满足 线性 约束 条 件 
守 dzl 十:…:]} 和 dz 一 0 (一 1 有 (6.15) 
时 为 正定 ( 负 定 ), 则 点 瑟 为 条 件 极 小 值 点 ( 极 大 值 点 ). 又 知 (6.14) 在 满足 条 件 (6.15) 


时 为 不 定 号 的 二 次 型 , 则 瑟 不 是 极 值 点 . 

证 由 于 在 条 件 极 值 点 处 , 目标 函数 广 的 所 有 一 阶 偏 导 数 一 般 不 同时 等 于 0, 因 
此 增 量 AF 一 般 不 是 自 变量 增 量 dz (i = 1 …… ,m) 的 二 次 型 利用 拉 格 朗 日 函数 在 
ZX ,和 oO 处 的 所 有 一 阶 偏 导数 等 于 0, 因此 可 以 得 到 以 下 表达 式 
Aj = jz)- jz ) = ZL 和) 一 Zzo 和) ) 


二 927 汪 汉 的 5 2 
冯 二 (zZ 入)dzidz 十 ol 六 ) (7 一 0)， 
其 中 dzl,…… ,dzn 满足 线性 约束 条 件 (6.15), 7 = ||dzll. 由 此 即 可 得 到 所 要 的 结论 . 
命题 6.8 可 见 , 问题 归结 为 线性 约束 下 的 二 次 型 的 定 号 问题 . 这 方面 可 参考 [2] 的 
第 五 章 中 对 此 问题 的 专门 讨论 , 其 中 包括 下 列 定 理 及 其 原始 文献 . 


命题 6.9 ( 芬 斯 勒 定理 ) 设 z7Qz 是 玉 "” 中 的 二 次 型 , z 满足 线性 约束 条 件 Gz = 
0, 其 中 G 为 上 x 兄 阶 窍 阵 (1 和 < m), 则 该 二 次 型 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 当 入 充分 
大 时 和 矩阵 Q 十 和 GT7 G 为 正定 阵 . 
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证 充分 性 若 有 某 个 入 > 0, 使 得 和 矩阵 Q + 和 XG7G 为 正定 阵 , 则 当 Gz = 0, 且 
尖 0 时 , 就 有 


ZTQz=zZT(Q+XGG)z > 0， 

因此 二 次 型 zz7Q@z 在 z 满足 线性 约束 条 件 Gz = 0 时 为 正定 . 
必要 性 不 妨 设 矩 阵 G 的 秩 为 上 . 这 时 GZ G 为 到 阶 的 半 正 定 对 称 阵 , 且 有 天 个 正 
特征 值 . 于 是 有 正 交 阵 避 , 使 得 在 正 交 变换 z = Vy 下 实现 对 角 化 : 
ZLG7Gz =W7DTGTGUY = 只 人 ys， (6.16) 
其 中 ya = (pH 加) 是 向 量 y = (加 并 的 后 天 个 分 量 组 成 的 大 维 向 量 ， 
和 窍 阵 A = diag{ 和 1 ,和 xs} 是 天 阶 对 角 阵 , 其 中 和 > 0 (一 1 有) 

以 下 又 将 向 量 y = (和 ,如 并 的 前 交 一 天 个 分 量 页 ,组 成 的 于 一 到 维 向 
量 记 为 四 . 于 是 在 以 上 正 交 变 换 下 二 次 型 z7Qz 变 为 


C_ DN1w 
zroz= (好 好 ) 区 | 全 (6.17) 


(6.16) 可 见 , Gz = 0, z 夫 0 等 价 于 ys = 0, 思 1 夭 0, 因此 在 满足 此 约束 条 件 下 
的 二 次 型 z7Qz 为 正定 等 价 于 (6.17) 右边 的 分 块 和 矩阵 中 的 C 为 见 一 大 阶 的 正定 阵 . 
现在 写 出 命题 中 所 关心 的 二 次 型 
zz(Q@+XG7G)z = ( 呆 轨 ) 人 (6.18) 
问题 是 要 证 明 当 入 > 0 充分 大 时 , (6.18) 右边 的 二 次 型 为 正定 . 
| 用 分 块 矩 阵 运算 作 下 列 合同 变换 得 到 


和 
五 0O\ AcC 万 万 -Cr-1LD 
-DT7C-1 五 /DT7 一 + 和 XA)\0 万 


fc 万 厂 -CIDNY 1c 0 
NO 五 +XA- DT7C-ID)\0 万 NO 和 A+ 末 -DT7TC-ID 凡 


中 的 五 和 五 分 别 为 郊 一 天 阶 和 天 阶 的 单位 阵 . 
于 C 为 正定 阵 , 而 和 A 十 瓦 - DTC-ID 的 各 阶 顺 序 主子 式 当 入 > 0 充分 大 时 均 
大 于 0, 因此 也 是 正定 阵 , 从 而 就 推出 (6.18) 为 正定 二 次 型 . 

例题 ” 试 将 命题 6.9 用 于 86.7.2 的 习题 3654. 

解 “ 如 该 题 的 解 所 示 , 在 zo = 如 = 立 处 , 二 次 型 (6.8) 为 dzdy, 约束 条 件 (6.9) 
为 dz + dy = 0. 于 是 在 命题 6.9 中 的 Q@ = (0), G= (11). 这 时 有 

-QT+XG7TG = | 
入 一 工 入 

于 上 述 对 称 阵 的 顺序 主子 式 为 入 和 2 - 1, 可 见 当 入 充分 大 时 , -~Q + 和 XGTG 为 正定 
阵 . 由 命题 6.9 可 知 在 约束 条 件 (6.9) 下 的 二 次 型 (6.8) 为 负 定 , 从 而 点 《去 , 志 ) 为 条 件 
极 大 值 点 . 


容 简介 仙人 后 两 节 为 欧 拉 积 分 和 傅 里 叶 积 分 ， 


87.1 含 参 变 量 的 常 义 积 分 (习题 3711-3740 ) 


内 容 简 介 ” 按 习 题 内 容 分 为 含 参 变 量 的 常 义 积分 的 基本 性 质 和 应 用 两 个 小 节 ， 


7.1.1 含 参 变量 的 常 义 积 分 的 性 质 (习题 3711-3722) 

这 一 小 节 的 习题 都 与 含 参 变量 常 义 积分 的 基本 性 质 有 关 , 其 中 包括 求 极限 、 连 续 
es 此 外 还 有 不 少 习题 的 结论 表明 ， 
在 这 些 定理 的 条 件 不 满足 情况 下 , 它们 的 结论 可 能 不 成 立 , 但 也 可 能 仍然 成 立 . 


习题 3712 研究 函数 


的 连续 性 , 其 中 /z) 是 闲 区 间 [0,1] 上 的 正 连续 函数 . 


SR 


解 1 用 含 参 变量 常 义 积分 的 连续 性 定理 即 可 知 玉 (y) 在 y 夭 0 时 连续 , 因此 只 要 
讨论 在 点 y = 0 处 的 情况 . 这 时 有 玉 (0) = 0, 下 面 讨 论 y 一 +0 时 的 情况 . 
于 jz) 在 [0,1] 上 是 正 连续 函数 , 因此 存在 最 小 值 mm > 0, 于 是 当 y > 0 时 可 有 
如 下 的 估计 : 

玉 (V) 三 1) d2 之 | 0 于 一 70 arctan 全 让 一 7 arctan 本 


0 2 十 和 0 Z2 十 7 V |z=0 
令 y 僵 +0 有 lim F(y) > 2 > 0. 由 下 (0) = 0 可见 FUy) 于 点 y = 0 处 不 连续 
V 一 十 0 


A 


注 “本题 的 结论 容易 理解 , 由 于 作为 二 元 函数 的 被 积 函 数 在 点 (0.0 0) 处 不 
连续 造成 了 FUy) 在 4 二 0 处 不 连续 .上述 解法 很 简短 , 但 其 中 利用 失 正 连续 函数 fx 
在 [0,1] 上 有 正 的 最 小 值 . 这 是 否 是 本 题 的 关键 之 处 ? 此 外 , 函数 F(y) 在 点 = 0 附 i 
的 性 态 究 竟 如 何 ? 在 下 一 个 解法 中 去 掩 Ptz) 为 正 的 条 件 ,并 将 已 (十 0) 计算 出 来 . 从 
可 以 看 出 本 题 的 积分 所 具有 的 特殊 性 质 

解 2 将 题 设 中 /ftz) 在 [0,1] 上 正 连续 的 条 件 减弱 为 在 [0,1] 上 连续 @, 是 存 在 极限 
7(+0). 在 此 条 件 下 可 以 通过 估计 |F(g) - (yo)| 而 证 明 函 数 P(y) 于 乡 关 0 时 均 连续 
(细节 从 略 ), 余下 的 主要 问题 仍然 是 讨论 严 在 点 y = 0 处 的 性 态 ， 

@ 连续 性 条 件 还 可 以 减弱 为 可 积 , 只 是 证 明 过 程 稍 长 一 点 . 从 略 


Sa 


二 全 


下 面 计算 F(+0). 任意 取 定 6 e (0,1), 将 定义 正 (g) 的 积分 分 拆 如 下 : 


0 下 
所 (四 一 如 和 dz2 一 区 2 d7Z 人 | 区 dZ 
这 时 右边 的 第 一 个 积分 的 极限 可 |) ee 1 值 定 理 计 算 如 下 : 


5 VCz) 2 | 一 
0 dz 6 二 让 dz= JJ)arctan 于 | 


二 
= Jartan。 > 矿 (- 0) 子 (7 一 十 0). 

而 第 二 个 积分 的 极限 可 利用 函数 /z) 在 [0,1] 上 有 界 而 计算 如 下 : 

医 0 全 册 


0 2 十 姓 0 入 z 乞 1 02 十 22 
综合 以 上 就 得 到 玉 (+0) = J(+0) 子 . 由 于 R(y) 为 奇 函数 ， 因 此 又 有 (-0) = 
一 上 +0) 本 ， 于 是 当 /Fz) 满足 F+0) = 0 时 Fo) 于 y = 0 处 连续 , 否则 已 (y) 于 该 


注 由 解 2 可 见 , 函数 忆 (y) 在 点 y = 0 附近 的 性 态 只 取决 
于 函数 /z) 在 点 z = 0 的 右 侧 性 态 . 从 计算 过 程 可 见 , 问题 的 Y% 
关键 在 于 当 y 一 +0 时 , 积分 


不 仅 趋 于 村 ,而 且 其 主要 部 分 集中 在 区 间 [0,6] 上 , 其 中 6 > 0 
可 取 为 任意 小 的 正 数 ,在 附 图 中 对 于 y = 了 去, 了 ,去 作出 了 


区 间 [0, 习 上 的 被 积 函 数 5 二- 的 图 像 ， 


有 兴趣 的 读者 可 参考 [32] 的 816.3.1, 其 中 对 被 称 为 核 函 数 
的 函数 族 作 了 简要 的 介绍 , 并 列 出 了 有 关 的 参考 文献 . 本 题 的 
， 就 是 以 7 为 连续 参数 的 核 函 数 ， 


疡 已 虽 尾 避 了 ~ 0 


吕 
SS 


习题 3712 的 附 图 


下 和 d7 
习题 3713(d) 求 lim | 
也 OO 0 


解 1 将 参数 m 的 倒数 过 连续 化 , 只 需要 计算 含 参 变量 y 的 积分 
(Gy 


) = | 一 一 (0<y 世 1) 
0 1T+(L 二 ZJ 了 
当 Y 一 +0 时 的 极限 . 由 于 被 积 函数 当 y 一 +0 时 的 极限 为 二 因此 作为 二 元 函数 
的 被 积 函 数 在 延 拓 至 y = 0 后 就 成 为 在 0 乏 并 芯 1 0 下 的 连续 函数 , 从 而 积分 
天 (0) 于 wy = 0 处 右 侧 连续 , 于 是 就 有 
; 1 1 dlez 
-1 


0 工 十 ez 0 ez(1 十 ez) 


_f 此 | 
=| EL m(+ = 了 了 
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解 2 ”本题 可 看 成 函数 序列 的 积分 与 m 一 oo 是否 可 交换 顺序 的 问题 . 这 类 问题 在 
85.8 已 见 过 . 由 于 被 积 函数 关于 郊 单 调 , 因此 只 要 应 用 8$5.8.2 的 命题 5.14 的 推论 , 就 有 
。 1 dz 1 dz 
1 一 
un | 斌 0 轩 四 IT 十 人 


以 下 同 解 1. 
注 解 2 可 见 , 在 85.8: 
的 含 参 变量 积分 的 极限 问题 


月 


工 
2 


习题 3713 (e) 求 lim | 
情人 一 十 co 0 


提示 “困难 在 于 本 题 的 积分 难以 直接 计算 出 来 , 又 不 人 
用 若 尔 当 不 等 式 sing > 22 (0<g < 季 ) ( 见 82.7.2 的 习题 1290), 就 


10 和 9 < 可 时 成 立 夹 通 不 等 式 


理 . 然而 只 要 利 
可 见 在 尼 0 夭 


以 下 只 


习题 3714.1 设 函 数 ftz) 在 闭 区 间 [4, B] 上 连续 


也 


上 级 数 计算 定 积 分 的 问题 


e 一 忌 sin 0 d0. 


一 及 sin0 
0 芝 e 丸 sin < e 


积分 并 取 极 限 即 可 得 到 答 


案 为 0. 


, 可 以 看 成 为 以 ?为 离散 参数 


用 仿 参 变量 积分 的 现成 定 


2R0 
区 和 


证 明 


且 广 | + 有 -TOldt=fa)-Aa) (4<a<z< 且 ) 
解 1 由 于 连续 函数 必 有 原 函 数 , 于 是 有 函数 玉 (z) 满足 玉 (z) = jz). 用 牛顿 - 莱 
布 尼 欧 公式 即 可 得 到 
二 | + 有 -Old= 汕 到 EEC+ 门 -ED]|。 
= lim 元 [FE(e 十 月 F(z)- Fle+ 闪 十 Fa 
(zz 二 内 一 下 (7) .Fao+ 由 一 Fo 
加 一) 一 7) 
解 2 利用 变量 代 换 可 将 题 中 的 商 式 改写 如 下 
到 | + 有 -Old= 天 [| AGE+ 有 是- ADd 
= 去 [站 7oa=- rod = 去 [三 7@d=- 三 7 时 
= 去 三 70d- 再 [六 7 四 岂 
令 玫 一 0 即 得 所 求 . 
注 大 了 连续 可 微 , 则 应 用 极限 与 积分 交换 顺序 的 定理 更 为 自然 : 
苔 | 人 d=| | 一]d= Du=7a -7 
因此 本 题 表 明 只 要 连续 已 可 得 到 相同 结论 


习题 3714.2 设 (上 在 |-11 上 en(z) > 关 0( 人 (2 = 了 12); (2) 对 于 0< es 抒 
1 
lz| 甩 1 当 交 一 oo 时 wn(z) 汪 0; (3) 当 半 一 co 时 | on(zZ)jdz 一 1 证明 : 知 
| 
jz) s CuHL, 则 


lim | 呈 jz)pn(Zz)dz = 0). 


提示 ”这 里 的 函数 序列 {on(z)} 就 是 在 前 面 的 习题 3712 的 解 2 的 注 中 提 到 的 核 
函数 ( 族 ), 证 明 的 方法 与 该 题 的 解 2 相同 . 读者 可 参考 [32] 的 816.3.1. 


习题 3720 设 Flz) 二 f Flglz 一 中 dy 其 中 心 < Fo) 为 可 微 函 数 , 求 (am 


解 当 z 乏 aw 时 


D D 
Fo=-z| jl)dy+| jy) dy， 
因此 当 z <a 时 屎 (z) = -| joy)dy. 当 z > 时 则 有 


下 (Z) 三 [ jz 一 人 dy = z| rw- wo dy， 


人 


当 z>8 时 本 (z) = 『 下 厅 
当 w<2z<b 时 有 
FaO= 站 Tc-0ay+| oOe-ad 
让 D D 
三 = 上 | JU)dy 一 | joydy+ | JW)ydy 一 = 上 | JW) dy， 
此 可 求 出 a < zx < 必 时 的 


Fr(z) = 上 jl)dy+zfz)-Fzz- zz 「 jdy+zfz) 
一 | jy) dy 一 『 jy) dy 
以 上 结果 还 可 见 有 Ptae 0) 二 严 (o+0) 一 -| 和 


”dy 由 于 下 于 点 ac 和 "处 连续 , 因此 从 导数 极限 定理 (参见 $2.6.4 的 习题 1258.1) 
可 知 已 在 点 wb 处 也 可 导 . 


园 


二 


综合 以 上 就 得 到 一 阶 导数 严 (z) 的 完整 表达 式 为 
过 dy 2 入 
Pa=1 站 oa-| yd <r<b 
7)dy 民 疙 


在 此 基础 上 再 计算 二 阶 导 数 ， 可 看 出 当 z < 时 有 (z)=0a<2z<5b 时 
FE(z)=21(0z), zz>D 时 F(z) =0. 再 用 导数 极限 定理 可 知 , 当 且 仅 当 fo) = 0 时 存 
在 玉 (a) = 0, 又 当 且 仅 当 /DO) = 0 时 存在 玉 ( 思 = 0 

注 “由 此 可 见 , 题 设 中 关于 了 可 微 的 条 件 是 多 余 的 , 上 述 解 法 中 只 要 求 了 连续 即 可 
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习题 3722 证 明 公 式 
d"” /snzZN_ 1 fn 区 志 本 
dz7 ( 宛 站 二 人 2 十 | COS (+ 2 ) dy (到 三 二 2 ) (1) 
利用 公式 (1) 获得 以 下 估计 : 
d"” 1/ sin 1 
区 达 )|s 郊 二 1 (oo,+oco) 
提示 用 数学 归纳 法 和 分 部 积分 法 即 可 证 明 (1), 注意 其 中 cos(y+ 浆 ) = 
dd" cos V/ 
dz 


7.1.2 ” 含 参 变量 的 常 义 积分 的 应 用 (习题 3723-3740) 
习题 3723 在 区 间 1 冬 z 世 3 上 用 线性 函数 o + 和 2 近似 地 代替 函数 fz) = z2, 使 


3 
| (ae 二 bz 一 zZ2)2dz = Imin . 
1 


分 析 “本 题 是 一 个 最 值 问题 , 其 目标 函数 Fa 号 = | 十 肛 二 z2)2dz 可 积 出 为 
ab 的 二 次 多 项 式 , 上 且 当 o2 十 咏 -+eo 时 趋 于 无 穷 大 , 因此 存在 最 小 值 . 利用 含 参 变量 
积分 的 概念 求 玉 和 丽 较为 方便 . 此 外 , 还 可 以 将 本 题 与 $6.7.4 的 习题 3710 作 比 较 . 可 
以 看 出 , 虽然 同样 是 用 线性 函数 az + 去 逼近 区 间 [1,3] 上 的 函数 z2, 但 由 于 反映 吉 近 
要 求 的 目标 函数 取得 不 同 , 所 得 的 结果 是 不 一 样 的 . 


习题 3725 求 完全 椭圆 积分 呈 


区 
五 (F) 一 仆 V1 一 K2 sin2 pdw， 
0 


开 


工 
FrO= | 二 
0 V1 一 K2sin- 


的 导数 , 并 把 它们 用 函数 瓦 ( 上 ) 和 严 (5) 表示 出 来 . 
证 明 : 五 ( 太 ) 满足 微分 方程 


工 mv 忆 (KC) 
五 “ (请 ) 十 开刀 ( 乓 十 丁 -7 = 0. 
解 1 按照 对 含 参 变量 常 义 积分 的 求 导 法 则 , 就 有 
到 名 三 Ksin2 Oo _ 1 下 (1 一 K2sin2o) 一 1 本 
0 1 一 K2gsin2o 上 Jo V1--K2sin2o 
二 二 业 


@ 在 84.6 的 习题 2453 的 注 中 , 在 联系 到 椭圆 弧 长 计算 时 已 介绍 了 第 二 类 完全 椭圆 积分 妃 ( 四 . 它 与 第 一 
类 完全 椭圆 积分 己 (E) 都 属于 最 常用 的 非 初 等 函数 , 同时 都 用 含 参 变量 的 常 义 积 分 作为 其 定义 . 关于 椭圆 
分 的 材料 , 在 数学 分 析 教 科 书 J] 之 外 , 还 可 参考 [27] 的 卷 I 的 88.7, 其 中 分 别 举 出 了 两 类 完全 椭圆 
分 的 应 用 实例 , 即 单 摆 周 期 和 椭圆 周 长 . 


阿 


河 | 
妆 
2 


疝 
< 
2 


人 

寻 
有 

己 


半 
娶 
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然而 要 将 素 ( 丰 用 () 和 开 (5) 表 出 则 没有 这 样 容易 .实际 上 从 上 式 有 天 (K) 一 
五 (1) 一 大玉 (让 ), 求 导 并 假设 习题 中 要 求证 明 的 微分 方程 关系 已 经 成 立 , 则 就 可 得 到 


开 ( 隔 二 责 ( 癌 一 末 ( 人 二 KBD 二 玉 ( 有 十 十 本 和 本 右 ( 有 
= 天 B(D 一 去 (二 全 厂 ( 朋 
兰芝 本 所 而 


K(1 一 K2) 天 
可 见 余下 的 问题 只要 证 明 瓦 (中 满足 题 中 提出 的 微分 方程 , 
这 里 采用 将 已 () 作 宕 级 数 展开 并 逐 项 求 时 的 方法 (参见 85.5.4 的 应 用 (2)). 为 此 
在 (1+2z)2 的 寡 级 数 展开 式 中 ( 见 85.5.2 的 表格 用 二 = 一刀 sin op 代入 得 到 


1.2 (2 一 3 
1 727 
\VIT 一 K2sin 一 工 sin2 wo 2 全 Sin 2 (0 和 9p 私 本) 


于 人 项 之 外 均 为 辣 号 号 , 因此 用 85.8.2 的 命题 5.14 即 可 对 于 ”在 
0,T/2] 上 逐 项 积分 (并 利用 8$4.2.6 的 公式 (4.9)), 得 到 在 0 和 上 < 1 上 的 寡 级 数 展开 式 : 


1 T( 00--1DI12 1 
(人 = 各 民 一 于 刀 2 | Cl | 二 人: 
然后 分 别 计算 得 到 
全 1 志 T(Cmn+IHDIL12 2n 芝 
二 | 2 


| 


(一 且 椒 内 = 各 0 后 { 人 -3 三 [25 2 人 


LT[ 1 1 sf[(Cn-12 1 an 
3 二 于 ( 丙 肌 | 二 人 
最 后 将 上 述 三 式 相 加 就 得 到 所 要 的 等 式 : 
2 
开间 十 工人 邢 ( 同 十 (一 外) 了 ( 癌 =0 
解 2 只 写 出 本 题 中 的 微分 方程 的 传统 证 明 方 法 . 这 时 的 主要 工具 是 下 列 恒 等 导 
d 人 _A_ 1 一 好 
dp 和 人 天 2 大 2 人 A3 》 
其 中 A= V1- 妃 sin” op. 此 恒等式 可 直接 验证 如 下 : 
d 人 cos2p 一 sin2p ， 人 2sin2 pcos2 wp 
本 和 四 入 和 5 


一 吉 (1 一 2sin2p 十 和 2sin4p) 
1 入 1 一刀 
了 


然后 将 上 述 恒等式 两 边 对 于 % 从 0 积分 到 3 并 加 整理 , 就 得 到 后 面 需要 的 等 式 : 
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工 工 d 
1 2 2 dow 
人 人 Adop 一 wo 
1 二 碟 | 必 A5 


最 后 利用 在 积分 号 下 对 天 求 导 , 并 从 A = V1 一 人 2sinop 计算 得 到 


满足 贝 塞 尔 方程 


DOA _ 习作 人 90A _ 1 人 1 ) 


OK 于 和 人 DK2 12 \ 和 A A3 
大 ( 癌 十 天 环 ( 癌 十 家 se 
1 一 大 jj A 好 As 
人 0 [ 
K\ 天 | 玉 j， 代 1I 二 态 |。 
工 工 
2 卫 dO -0 


1 | 
一 和 一 一 一 人 
[2(1 一 K2) | 1 | A: 
习题 3726 证 明 : 阶 数 m” 为 整数 的 贝 塞 尔 函 数 
几 (Z) 一 下 | cos(Dp 一 Zsino) do 
区 Jo 


2Z2.10(Z) 十 zzZ) 二 (zz 一 rz) = 0. 


解 ”由 积分 号 下 对 参 变量 z 求 导 得 到 


几 (zZ) 一 艺 | sin(p 一 sino)sneodo，.1(z) 一 -去 | cosow 一 2sinop)sin2 po de. 
0 0 


注意 到 .1(z) 和 凡 (z) 的 被 积 函数 都 有 因子 cos(np - zsino), 而 几 (z) 的 被 积 函 


数 有 因子 sn(nzop - zsin p), 因此 把 z2.1 上 + (z2 -2). 太 用 分 部 积分 法 来 推出 -z. 是 
一 条 可 行 的 途径 . 首先 有 


且 


一 Z2sin2p 十 (z2 一 n2) 一 zz2cos2p 一 n2 一 (zcosp 十 m)(zcoso 一 7)， 


d 天 
人 一 见 一 cos 


于 是 即 可 计算 得 到 


移 项 即 得 所 求证 的 微分 方程 . 


| 


4 


夸克 (z) 十 (一 人 ) 和 (zz) = 一 工 | cos2 十 m)dfsin(po 一 zsin o)] 


一 一 工 [sin(nzwe 一 Zsinwp)(zZcosw% 十 m)] 


区 
汪 | sin(np 一 Zsinw)( 一 zsin)do 
0 克 0 


二 二 ZU 


习题 3727 设 
Ta) = 二 全 
0 


1 函数 po(z) 及 其 导数 w'(z) 在 财 区 间 0 入 z 科 wa 上 连续 , 证 明 : 当 0< aw<a 时 有 
rw= 2 二 二 红 人 dv， 


CQ 0 VQ 一 7 


解 “本题 需要 注意 : 题 中 的 积分 有 奇 点 z = a 并 非 含 参 变量 的 常 义 积分 . 同时 , 奇 
点 的 位 置 随 着 参 变量 a 而 变化 , 因此 也 不 能 直接 用 含 参 变量 广义 积分 在 积分 号 下 的 求 
导 方法 . 按照 《习题 集 》 中 对 本 题 的 提示 作 代 换 > = at, 可 得 到 有 固定 奇 点 + = 1 的 含 
参 变量 广义 积分 


其 中 二 绝对 可 积 且 与 参 变量 a 无 关 , 而 p(at) 连续 可 微 , 因此 可 求 导 得 到 


了 (oa) = 
然后 再 回复 到 原来 的 变量 >， 2 
0 1 『 2(Z)dz 1 『 202(Z) dz 


2a: Va-7 al vc-7 
= 元 [- 2Vaw 一 ZP(Z Us VE OZ) dz | 2 
_ 920) 1 下 CO) 二 

Va ajJoVvVa=7 
_ 2(0) 『 PtZ) 

VaQ VQ 一 了 


注 本 题 见 [11] 第 二 卷 的 511 人 题 14).， 此 外 还 可 以 注意 到 该 书 第 三 卷 的 
617 小 节 的 例题 22), 其 中 利用 本 题 的 结论 解 出 了 阿 贝尔 积分 方程 , 即 给 定 连 续 可 微 的 
pz), 满足 条 件 p(0) = 0, 求 fy), 使 得 满足 以 下 等 式 : 

jo)dy 
PO 一 | 


它 的 答案 是 


JW)= 工 


克 


OZ) dz 
0 Vy 一 了 


习题 3728 (一 个 二 阶 微分 方程 的 格林 函数 ) 设 
ulz) = | Kao dy 


(一 Z)，2>y 
且 vw(y) 是 连续 的 , 证 明 : 函数 v(z) 满足 方程 
wzZ) 三 一 v(Z) (0 入 Z 入 1). 


解 ”将 w(z) 的 积分 表达 式 按 天 的 分 段 定 义 拆 开 为 两 个 积分 , 即 得 到 
0 1 
ulz) = (1L 一 zjuo(g)dy+ | z( 一 人 ov( 轨 dy 
此 可 见 w(0) = wu(1) = 0. 将 上 式 对 zx 求 导 得 到 
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二 | WU(LV) dy 十 | UV) dy 
于 是 再 求 导 一 次 就 得 到 wy(z) = -uv(z). 

注 这 里 的 格林 函 数 是 将 某 些 类 型 的 微分 方程 的 边 值 问 题 转 化 为 积分 方程 的 
一 种 方法 ， 本 题 中 的 开 (z,y) 就 是 二 阶 常 微分 方程 ww(z) = -uv(z) 满足 边界 条 件 


丰 一 
&(0) = (1) = 0 的 格林 函数 . 这 方面 的 进一步 内 容 可 参见 [4, 6] 的 有 关 章 节 


到 


习题 3732 应 ) 


n(a2 sin2z 十 2 cos2z) dz 


对 参数 的 微分 法 ,计算 积分 


提示 “以 “ 或 2 为 参数 求 导 均 可 . 此 外 , 本 题 还 可 归 绪 


者 为 下 一 题 的 泊 松 积分 . 


习题 3733 ( 泊 松 积分 ) 应 ) 


对 参数 的 微分 法 , 计算 积分 | In(1 -2acosz 二 a2)dz. 
0 


解 |2acosz| 受 o2 + cos27 芯 


常 义 积分 . 利用 积分 等 式 


a2 十 1 可 见 , 当 |a| 天 工时 泊 松 


| ma 一 20cosz 二 oa2)dz=2rlnla| +| (1 一 二 cosz 十 三) dz， 
0 0 旬 Q 

中 一 个 即 可 得 到 另 一 个 . 

积分 号 下 对 参 变量 求 导 得 到 


下 )a 
了 化 
1 一 20cosZ 十 w 


可 上 见 在 lol| < 工 和 |e| > 1 的 两 个 泊 松 积分 中 , 只 要 计算 出 
记 积分 为 To), 则 7(0) = 0. 当 0 < lol < 1 时 通过 


rw= 上 | | 


Q 
区 dz 
1 一 20cosz 十 Q2 
dz 


其 


< 


一 2cosZ 十 2a 
1 一 20cosz 十 Qa2 


dz 三 


和 1 一 w 


! 最 后 一 


4 


步 利 用 了 8$4.2.1 的 习题 ) 的 解 21 


| 到 


(a) = 0. 从 前 
84.4.1 的 习题 


计算 得 到 的 积分 (其 中 0 < |e| < 


元 
V1 一 <s2 
下 的 关系 式 可 由 此 推出 当 |o| > 工时 工 
题 2353(a)] ( 欧 拉 积 分 ) 得 到 T( 士 1) = 0. 


.在 84.1.1 的 习题 2192 给 出 了 用 


于 是 当 0 科 lol < 工时 了 
2rln|al. 对 于 |ao| = 工 可 利 


注 ， 本 题 的 泊 松 积分 在 前 面 已 见 到 过 


上 上 


出 了 用 歼 曼 


人 


限 的 计算 方法 , 85.8.1 的 习题 3049 的 是 


级 数 的 逐 项 积分 方法 . 


本 题 的 解 是 第 三 种 


[的 极 


方法 . 它们 均 见 于 [11] 的 第 二 卷 
程 的 第 四 种 计算 方法 . 


1. 在 该 书 的 314 小 节 的 例题 14) : 
(参见 数学 译 林 第 22 卷 (2003) 第 4 期 278-281 了 


页 的 内 


容 ,) 


计算 


给 出 了 利用 函数 方 
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涉 和 
习题 3737 应 用 积分 号 下 的 积分 法 , 计算 积 4 | 2 dz (o>00> 0)， 
0 


解 1 将 被 积 函 数 记 为 ALz). 它 在 z = 0,1 处 无 定义 , 但 可 看 出 /上 +0) = 0, 又 可 用 
洛 必 达 法 则 得 到 FL- 0) =2 = o, 因此 可 将 fz) 连续 延 拓 为 [0,1 上 的 连续 函数 , 从 而 
本 题 为 含 参 变量 的 常 义 积分 . 
以 下 不 妨 设 0 < wa < .于 是 可 将 被 积 函数 写 为 如 下 的 积分 : 


TXT 


imnz 一 | 0 
然后 就 可 以 用 积分 号 下 求 积分 的 方法 @ 计算 如 下 : 


了 1 B b 1 
| 证 dz=| dz| mdy=| y| 07 qd 
0 0 Q Q 


b 7 73+1 17=1 5 d 六 下 二 
过 人 斌 2 一 
=| (和 mg=|. 0 


显然 这 个 结果 对 于 0 < a < 之 外 的 其 他 情况 也 都 成 立 . 
解 2 本题 也 可 以 用 积分 号 下 求 导 数 的 方法 来 计算 . 将 ! 看 成 为 参 变量 , a 固定 , 和 
分 记 为 了 T( 人 , 则 就 有 


| 


SS 
多 


/ 二 三 1 


然后 利用 7(a) = 0 即 可 得 到 
1 下 D dt D 1 

IO= | 3 dz=| 5 二 Q 十 1 

解 3 (概要 ) 作 代 换 上 = Inz 即 可 化 为 后 面 87.3.1 的 习题 3789 中 的 弗 鲁 拉 尼 积 4 

而 得 解 . 


习题 3740 证 明 公 式 : 


上 jd = zh(z)， 
0 
其 中 0(z) 及 帮 (z) 为 阶 数 是 0 与 工 的 贝 塞 尔 函 数 (参阅 习题 3726)， 


解 ”只 需要 证 明 [zi(z)]' = zjJo(z). 由 习题 3726 已 知 
几 (Z) 王 邯 | cos(7p 一 Sin wp) dp. 
于 是 即 可 计算 公式 右边 的 导数 如 下 : 
了 [rz.m(z)] = 刀 | 2cos(P 一 Zsino)do 


这 人 cos(P 一 Zsino)do 十 2 | sinwsin(p 一 Zsinw)dwp 
0 


一 | cos(P 一 zsinp)dop 十 z| cosle 一 (一 Zsino)]do 一 “| cogswcos(P 一 ZSinwp)dwp 
0 0 


一 TZ.J0(zZ) 十 | cos(P 一 Zsino)d(P 一 Zsinw) 
0 
w 一 区 


一 TZ.J0(z) 十 sin(p 一 2 Sin pg) TZ.J0(zZ). 
2 一 


@ 学 过 重 积分 的 读者 可 看 出 这 是 两 个 二 次 积分 的 顺序 交换 , 成 功 的 关键 就 在 于 其 中 之 一 容易 计算 . 
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87.2 含 参 变量 的 广义 积分 . 积分 的 一 致 收敛 性 (习题 3741-3783 ) 


内 容 简介 “与 函数 项 级 数 的 和 函数 的 性 质 研 究 相 似 , 对 于 含 参 变量 的 广义 积分 也 
要 引入 一 致 收敛 的 工具 . 本 节 的 前 两 小 节 相 当 于 函数 项 级 数 中 的 8$5.4.1-$5.4.3, 第 三 
人 业主 全， 机 000 必 民 站 汪 克 


7.2.1 含 参 变量 的 广义 积分 的 收 和 敛 域 (习题 3741-3750) 


这 只 是 广义 积分 的 敛 散 性 的 判定 , 因此 与 84.4 的 习题 2358-2383 中 带 有 参数 的 部 
分 习题 没有 差别 . 由 于 《习题 集 》 中 将 第 五 章 无 穷 级 数 的 内 容 安排 在 广义 积分 之 后 , 除 
了 84.4.2 的 习题 2368 与 2378 之 外 , 当时 几乎 没有 使 用 过 级 数 工具 . 下 面 对 此 作 一 些 补 
充 . 


只 以 含有 唯一 奇 点 +ecoe 的 广义 积分 为 例 来 说 明 这 个 方法 . 为 此 列 出 下 列 命题 . 


命题 7.1 对 于 广义 积分 | ”jz) dz 取 满 足 条 件 uo = u 且 严格 单调 递增 趋 于 正 无 
穷 大 的 数列 {fasj >o, 则 该 广义 积分 与 无 穷 级 数 


>》 六 jz) dz (7.1) 


之 间 在 伊 散 性 方面 有 下 列 关 系 ; 
Rn 
{an} 相应 的 无 穷 级 数 (7.1) 总 是 收敛 的 ; 
(2) 若 被 积 函数 ftz) 保 号 (或 当 z 充分 大 时 保 号 )， 则 广义 积分 | Flz) dz 收 全 
(发 散 ) 的 充分 必要 条 件 是 存在 满足 上 述 条 件 的 某 一 个 数列 {fan}, 其 相应 的 无 穷 级 数 
(7.D 收敛 (发 散 )， 


证 (概要 ) 主要 的 根据 有 两 点 : (a) 从 定义 知道 , 积分 人 jz)ydz 的 敛 散 性 是 用 


函数 (4) = 「 jz)dz 当 4 一 +eo 时 的 敛 散 性 来 定义 的 ; (b) 无 穷 级 数 的 敛 散 性 是 用 
其 部 分 和 数列 的 敛 散 性 来 定义 的 . 

对 于 (1), 只 需要 用 函数 极限 理论 中 关于 自 变量 z 一 +co 的 海 涅 归结 原理 即 可 (在 
微 积分 教科 书 中 至 少 有 关于 z -ua 的 这 个 原理 )， 对 于 (2), 则 需要 利用 上 述 函 数 FJ4) 
单调 , 而 级 数 (7.1) 的 部 分 和 数列 这 时 也 单调 (参见 81.2.6 的 习题 90 的 证 明 ). 

注 “由 (D) 的 道 否 命题 知道 , 积分 | jz) dz 发 散 的 充 要 条 件 是 存在 满足 上 述 条 
件 的 一 个 数列 fa], 使 得 其 相应 的 级 数 (7.1) 发 散 . 
同样 可 知 ,着 存在 满足 上 述 条 件 的 一 个 数列 fau}, 其 相应 的 级 数 》、 | ”Moldz 


Qm 一 1 


训 王 寺 


发 散 , 则 积分 号 jz) dz 不 可 能 绝对 收敛. 
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对 于 被 积 函数 不 保 号 的 情况 , 仅仅 某 一 个 {fan} 对 应 的 级 数 (7.1) 收 和 敛 是 不 足以 保 
证 相应 的 广义 积分 收敛 的 . 例如 , 对 于 明显 发 散 的 广义 积分 


二 oo 
| Sin Z d2， 
0 


取 ao = 0,al = 27, aa = 4 ,an 三 2 ， 则 (7.1) 就 是 每 一 项 等 于 0 的 收敛 级 数 ， 


习题 3747 利用 与 级 数 比较 的 方法 研究 积分 | .2082 dz 的 化 区 性 


解 对 于 a = 0 的 情况 , 由 于 cosz ~ 二 (z Cn 
散 . 根据 有 多 个 奇 点 的 广义 积分 的 收敛 定 义 , 可 见 本 题 的 广义 积分 发 艇 
对 于 a < 0 的 情况 , 则 要 看 点 z = -4 附近 的 被 积 函数 的 性 态 . 这 时 有 两 种 情况 . 
若 cosa = 0, 即 对 某 个 整数 m 有 a = (nm - 去)z, 则 用 治 必 达 法 则 可 得 到 
人 
类 似 , 积分 是 收敛 的 . 
若 cosa 关 0, 则 这 时 的 广义 积分 除了 奇 点 +oco 之 外 , 还 有 一 个 有 限 奇 点 z = 一 


于 有 -2 ~ 一 2 (z 一 一 o), 因此 广义 积分 发 散 , 


二 (本 
对 于 o > 0 的 情况 , 可 以 用 分 部 积分 法 得 到 
十 Ce 所 十 co 十 co ES 
Cos 了 Sin 2 Sin 世 可 条 交 
人 dz 一 | 一 了 5 dz. 7.2 
| z+a 一 To | 呈 (十 ao 绎 上 公干 oj 也 (7.2) 


此 可 见 , 由 于 - 式 边 的 广义 积分 的 被 积 画 区 | 上 人 | < 1 _，, 因此 绝对 收 
伊 , 从 而 推出 左边 的 广义 积分 也 收 全， 

注 对 wo > 0 的 情况 , 除了 (7.2) 的 分 部 积分 法 之 外 , 本 题 还 可 以 用 狄 利克 雷 判别 
法 , 或 者 积分 第 二 中 值 定理 . 

在 习题 3747 的 上 述 解法 中 对 于 a = 0a <0 和 a>0 三 种 情况 的 讨论 都 没有 用 级 
数 为 工具 , 因此 与 《习题 集 》 原 来 的 题 意 不 一 致 . 从 命题 7.1 之 (1) 可 见 , 以 上 三 种 情况 
的 全 散 性 结论 都 可 以 用 级 数 工具 得 到 , 但 要 复杂 得 多 . 下 面 的 习题 3748 的 情况 则 恰好 
相反 , 这 时 用 级 数 工具 的 解法 特别 有 效 , 而 其 它 的 仇 散 性 判别 法 都 难以 使 用 


习题 3748 利用 与 级 数 比较 的 方法 研究 积分 | ”二 -22 5 的 委 散 性 
0 


1 十 Znmsin27 


解 ”将 积分 的 被 积 函数 记 为 Flz), 则 有 nr) = nr. 这 表明 /z) 的 图 像 在 zx = mr 
时 到 达 第 一 象限 的 角 平分 线 y = z, 因此 有 了/(z) = +oc (参见 本 题 的 附 图 )， 
由 于 被 积 函 数 常 正 , 从 命题 7.1 之 (2) 可 见 , 只 需要 找到 满足 条 件 的 一 个 数列 {an)}， 
使 其 对 应 的 级 数 (7.1) 收敛 或 发 散 即 可 . 
为 此 取 ao = 0, al =T ,ak = [ET ， 然 后 将 与 该 数列 对 应 的 级 数 (7.1) 的 通 项 
记 为 4x. 这 时 对 于 积分 4x 可 得 到 如 F 的 炎 通 估计 : 
民 人 二 4 汉人 Z d2 | KT dz 二 
(Dr 工 十 (ET) ”Sin 2 (E-1D)r 工 十 Z7” Sin 2 (Dr 工 十 [( 开 一 JT” sin 7 


瑟 
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然后 利用 平移 代 换 将 两 边 的 积分 区 间 变 为 [0,m], 又 利用 snz 关于 z = 让 为 偶 函 数 , 
是 可 得 到 4 的 进一步 估计 如 下 : 
二 2 一 Drdz 加 2 d7 2KT d7 
ETTTN 人 1 二 zmsin2z <| CE 


于 上 式 两 边 的 积分 的 形式 相似 , 因此 可 以 先 估计 以 p 为 大 参数 的 下 列 积分 吕 : 


区 
2 


亚 
2 


| dz d(tanZz) 
0 1+p2sin2z Jo 1+(L+D2)tan2z 


2 
= 一 一 | | 二 
一 0 arctan(V1 十 7 anz]| 8 4 一 TEST 
DrfL 5 
2 人) 位 趟 和 4 
然后 将 此 结果 用 于 (7.3) 两 边 的 积分 , 从 而 得 到 无 穷 3 
级 数 (7.1) 的 通 项 4 的 渐 近 性 态 为 2 
7 1 1 
4=O (二 
根据 同 号 级 数 收 和 敛 性 的 比较 判别 法 I ( 见 85.1 的 表 习题 3748 的 附 图 


格 ), 可 知 本 题 的 广义 积分 于 洒 -1>1L 即 风 >4 时 
收敛 , 而 于 郊 入 4 时 发 散 

注 在 附 图 中 作出 了 呈 = 4 时 的 函数 = 工区 -5 的 图 像 , 其 下 方 与 Oz 轴 之 
间 的 阴影 区 面积 就 是 广义 积分 的 值 (n = 4 时 这 个 面积 值 为 +eo), 无 穷 级 数 为 本 题 的 积 
分 仇 散 性 提供 了 有 效 的 工具 

此 外 ,mm > 4 时 本 题 为 84.4.3 的 习题 2384.1 提供 了 更 为 有 力 的 例子 , 即 在 [c, +co) 上 
的 非 负 琢 数 f(z) 可 以 使 得 积分 | ”7(z) dz 收敛 , 同时 还 具有 性 质 ,了 7(z) = +oc 


Q 


从 命题 4.13 可 见 , 这 时 的 fz) 在 [0,+co) 上 不 一 致 连续 


义 


习题 3749 利用 与 级 数 比较 的 方法 研究 积分 | ”一 -一 的 收敛 性 
区 化 SIn 人 秘 


提示 “ 本题 的 积分 有 无 穷 多 个 奇 点 , 可 仿照 习题 3748 的 解法 讨论 . 


co Si 2 

习题 3750 利用 与 级 数 比 贸 的 方法 研究 积分 | ”名 全 寺 二 de 的 收敛 性 
0 

解 “ 将 积分 分 拆 如 下 

风 sin(Z 十 Z2) 二 | sin(zZ 十 Z2) 和 向 sin(z 十 Z2) 硬 


7 7 T 也 
0 仑 定 风 


0 化 


则 右边 第 一 个 积分 可 从 王 亿 寺 宛 ) -Li (z 一 +0) 看 出 当 m -1 < 了 Li 即 mn<2 时 
收 敏 , 否则 发 散 

包 这 个 积分 计算 使 得 对 (7.3) 的 两 边 的 估计 变 得 很 容易 , 但 并 非 是 本 质 的 . 实际 上 只 要 分 别 用 [0， 卫 ] 上 的 
< 等 式 三 < sinz 芝 z( 见 82.7.2 的 习题 1290) 于 (7.3) 的 两 边 即 可 导出 本 题 的 敛 散 性 结论 . 


154 第 七 章 “ 含 参 变量 的 积分 


对 上 式 右边 的 第 二 个 积分 用 分 部 积分 法 , 得 到 
+co Sin( 和 十 Z2) ， cos(z 十 22) 1+ece +coe cos(Z 十 2Z2) 
| 2 (十 207) | 中 Zn+l(1 十 27) 


可 见 当 交 十 1 > 0 时 , 上 式 右边 的 第 项 为 有 限 数 , 而 第 二 项 的 广义 积分 绝对 收 和 敛 , 因此 
等 式 左边 的 积分 收敛 . 

在 见 二 1 和 0 时 , 对 正 整数 久 取 正 数 wk,ak+l 满足 十 叹 二 NT ak+l 十 o8 
(KE 十 Jr, 然后 估计 积分 

ak+l Sin(Z 十 22 az+l | sin(z 十 Z2)|(1 十 2z) 

上 Wi 1 dr = | 2Z"(1 十 27) 
于 右边 积分 的 被 积 函 数 分 母 的 导数 在 +I 科 0 时 小 于 0: 
[zz?(1 二 2z)] 一 mzn 1 二 22 二 1)z2 一 2ZnIm 十 21lz<0(z>>1T)， 
因此 可 利用 1 < ak < WE 
ak+l Sin(Z 十 22 类 和 = az+l | sin(z 十 Z2)|(1 十 27z) 
| 2 | 2Z7(1 十 27) 


咕 sin(z 十 Z2)d(z 十 Z2) 
a 


dz 


QK 


之 


于 
ao& (IT 十 2ak) 
1 (KE 十 1) 2 
之 下 S1D 二 本 
于 上 述 估计 对 每 一 个 正 整 数 丰 成立 , 因此 用 广义 积分 的 柯 西 收 义 准 则 就 知道 积 
必 Sin( 十 世 ) dz 发 散 . 


1 名 
综合 以 上 知道 , 当 -1 < 呈 < 2 时 本 题 的 积分 收敛 , 否则 发 散 ， 
注 ， 就 奇 点 +eo 来 说 , 可 以 证 明 当 症 1 > 0 时 的 积分 为 条 件 收敛 , 而 当 m+1<0 
时 , 对 每 个 正 整数 太 在 区 间 [ak,ak+i] 上 的 积分 的 绝对 值 大 于 常数 2/3, 因此 本 题 也 没有 
必要 用 与 级 数 比较 的 方法 来 进行 讨论 


7.2.2 ” 含 参 变量 的 广义 积分 的 一 致 收敛 性 (习题 3751-3771) 

这 里 首先 要 介绍 常用 的 一 致 收敛 判别 法 . 除了 最 为 基础 的 柯 西 一 致 收敛 准则 之 外 ， 
使 用 最 多 的 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 强 函数 (也 称 为 优 函数 ) 判别 法 . 此 外 , 以 下 两 个 判别 法 也 
是 重要 的 . 为 简明 起 见 具 叙述 关于 无 限 奇 点 +eo 情况 的 条 件 和 结论 . (它们 是 84.4.2 的 
命题 4.11 和 4.12 在 一 致 收敛 性 方面 的 推广 .) 


Re jw 人 dz 在 (加 , 轨 ) 内 一 臻 
收敛 , 函数 P(z, 妨 在 ze [w+oco) 和 3 < (0 名) 时 一 致 有 界 , 且 关 于 z 单调 , 则 积分 
jzy)polzy)dz 在 (mo 加) 内 一 致 收敛 . 


命题 7.3 ( 狄 利克 雷 一 致 收敛 判别 法 ) 设 积分 | jzy)dz 在 c>a 和 yeE(0y) 
时 一 致 有 界 , 函数 o(z,y) 关于 z 单 调 , 且 当 z 一 +co 时 关于 ye (加 加) 一 致 收敛 于 0， 
则 六 jzgjp(eg)dz 在 (加 , 几 ) 内 一 致 收 化 
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注 ， 与 命题 4.11 和 4.12 之 后 的 几 点 补充 相似 , 上 述 两 个 判别 法 也 是 充分 必要 条 件 ， 
同时 也 可 改写 为 对 有 限 奇 点 的 命题 . 


习题 3751 用 肯定 的 方式 陈述 , 积分 | ”7(z,g)dz 在 给 定 区 间 (on 如 ) 内 不 一 到 
收敛 表 示 什么 ? 


解 “ 先 写 出 积分 [fo 芒 dz 在 给 定 区 间 (oi, 罗 ) 内 一 致 收敛 的 定义 为 : 
“对 每 一 个 = > 0 存在 巨 = B(e), 使 得 对 每 一 个 上 > 下 和 每 一 个 ye ( 太 , 兄 ) 成 立 
六 jz dz < E 

应 用 对 偶 法 则 (参看 82] 的 81.4), 即将 上 述 定义 中 的 “每 一 个 ? 换 为 “存在 ”, 而 将 * 存 
在 换 为 “每 一 个 ,又 将 最 后 一 式 换 为 其 反面, 就 可 得 到 积分 | ”7(z,) dz 在 给 定 区 问 
(多 ) 内 不 一 致 收敛 的 定义 为: 

“存在 so > 0, 对 每 一 个 刀 , 存在 ! > 万 , 又 存在 go < ( 纺 ，, 罗 )， 使 得 成 立 
用 jz;V0) dz 50 导 
注 ， 同 类 习题 见于 81.2.5 的 习题 87, 81.7.1 的 习题 668, 8$1.9 的 习题 787 等 . 


十 ce 


习题 3752 证 明 : 若 1) 积分 | Flz)dz 收敛 , 2) 函数 ofz, 力 有 界 , 旦 关于 z 是 
单调 的 , 则 积分 


一 致 收敛 (在 相应 区 间 内 ). 


注 这 只 是 阿 贝尔 一 致 收敛 判别 法 ( 即 命题 7.2) 的 特例 , 其 中 上 与 y 无 关 . 其 证 明 
方法 可 参考 该 判别 法 在 教科 书 中 的 证 法 . 


习题 3753 证 明 : 一 致 收敛 的 积 4 


上 +eo _ 1 (zz 工 12 
7=| e 0 人 
二 


不 存在 其 积分 为 收敛 且 与 参数 无 关 的 强 函 数 . 


解 用 反 证 法 . 若 存 在 与 参数 无 关 的 强 函 数 p(z), 则 从 不 等 式 


下 2 
0 入 e 多 yy” 乏 p(Z) (0<y<11I 乞 Z< 十 oo) 


可 见 , 只 要 对 往 个 > 取 参 数 y = 十 , 就 得 到 w(z) > 1, 而 处 处 大 于 等 于 1 的 函数 在 
[L +co) 上 的 积分 显然 是 发 散 的 ， 

下 面 证 明 本 题 的 含 参 变量 的 广义 积分 关于 y e (0, 1) 是 一 致 收敛 的 ， 
于 被 积 函 数 处 处 大 于 0, 因此 只 要 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 找到 M > 1, 使 得 对 所 
有 的 ye (0,1) 同时 成 立 


+ee 了 工 (z- 工 )? 
三 。 误 (Z- 王 ) 


QI 


dz < <. (7.4) 
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作 平 移 代 换 了 一 了 = 二 则 得 到 


1 1 \2 t2 
we du 站 人 


TI 一 工 
此 可 见 , 对 于 充分 小 的 y e (0,1), 积分 下 限 小 于 0. 这 时 可 作 如 下 估计 : 
Ce 2 Ce 2 Ooe 2 
| 2 4 2 d( 二 ) | dv 一 VVX (7.5) 
(其 中 利用 了 习题 3776.1 的 答案 ), 因此 当 0 < y < 本 时 , 无 论 取 什么 M > 1 不 等 式 
(7.4) 人 
对 于 - 遍 有 和 <1 则 从 (7.5) 的 推导 可 见 , 不 妨 先 取 Mo > 1 使 得 满足 
(IE ee du < E) 
XIo0 
然后 只 要 取 


M > Mn+ 


就 有 M 5 > M > Mo. 又 利用 y < 1 则 可 得 到 


十 co 2 十 co 2 十 co 2 
| e 业 = 引 e du< | e ”du < <. 
AM 一 志 AM 一 志 40 
绿 合 以 上 可 见 本 题 的 积分 关于 0 < y < 1 为 一 致 收敛 . 
习题 3755 .1 证 明 : 狄 利克 雷 积分 


T=| Sin ae 二 
也 

(a) 在 不 含 数值 wc = 0 的 每 一 个 闭 区 间 [oa, 负 上 一 致 收敛 , (b) 在 每 一 个 包含 数值 w = 0 
的 闭 区 间 [ww 中 上 非 一 致 收敛 . 


解 1 (a) 不 妨 只 讨论 0 < a < 电 的 情况 . 这 时 对 M > 0 的 下 式 左 边 的 积分 作 变 量 
代 换 上 一 QT 就 有 
司 0 d2 一 购 0 了 d(az) 一 怕 局 于 dt. 
于 狂 利克 雷 积 分 收敛 ( 见 84.4.2 的 习题 2378), 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 20, 当 吕 > p0 
时 成 立 


十 co Sij 
中 St dl| < 
已 七 


综合 以 上 , 可 见 只 要 取 AM = 则 当 M > Mo 时 , 对 于 所 有 的 a e [w 引 就 有 
al > aA1o = 00， 从 而 成 立 


十 co Sij 
Sin cZ dm < ec， 
AT 和 


因此 带 有 参数 ac e [ao 中 的 狄 利克 雷 积分 一 致 收敛 . 
(b) 不 妨 证 明 稍微 强 一 点 的 结论 : 即 狄 利 殉 雷 积分 对 于 参 变量 we (0, 中 (> 0) 不 
一 致 收敛 , 从 而 对 于 包含 (0, 刀 的 任何 参 变量 区 间 都 不 一 致 收敛 . 
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十 coe 


用 反 证 法 . 若 | 2o2 dz 对 于 a E (0, 中 一 臻 收敛, 则 对 任意 给 定 的 = > 0, 存 
在 1 > 0 使 得 当中 > Am 时 对 一 切 we (0, 外 同时 成 立 


十 co 
Se dz| 二 
AT 庆 


在 上 述 积分 中 作 代 换 az = 已 然后 令 a 一 0, 就 得 到 (其 
lim 区 Se2 dz| 一 lim 下 sint dz 医 -一 
QQ 一 0 AZ 作 Q 一 0 Ma 


这 与 s 可 取 任 意 小 相 矛 盾 . 
解 2 (a) 用 狄 利 死 雷 一 致 收敛 判别 法 . 一 方面 , 对 于 0<a 科 ww 乞 有 


M | cos aAM 一 cos aa 
Sin QZ qzZ| 一 
MX 


利用 85.4.5 的 例题 3) 
[ oo Sin 万 dz| = 到 <e， 


挟 
Q QQ 


另 一 方面 , 有 lim 二 = 0, 且 与 参 变 量 a 无 关 , 因此 即 知道 一 致 收敛 的 结论 成 立 
(p) 将 积分 记 为 Ka), 则 有 (0) = 0. 对 于 a > 0, 作 变 量 代 换 az = 上 就 得 到 
T(a) 三 肪 2 dz 一 了 于 dt 一 
因此 对 于 ) > 0, 函数 Ka) 在 区 间 0, 的 左 端 点 不 连续 , 从 而 用 含 参 变量 广义 积分 的 
连续 性 定理 知道 , 积分 | smez dz 在 区 引 上 不 至 收敛 , 这 也 就 同时 推出 积分 在 
0 
(0, 引 上 不 一 致 收 化 
注 “初学 者 易 犯 的 一 个 常见 错误 是 对 于 a > 0 作 上 述 代 换 az = 上 之 后 , 从 等 式 
ra=[ 站 dz 下 加 (ud 
0 0 


中 


七 
的 右边 积分 与 参 变量 a 无 关 , 就 认为 左边 的 积分 对 所 有 的 aw > 0 一 致 收敛 . 这 也 说 明 含 
参 变量 积分 的 一 致 收敛 或 不 一 致 收敛 的 结论 , 在 作 了 与 参 变 量 有 关 的 变量 代 换 之 后 , 有 
可 能 发 生变 化 . 
习题 3755 .3 证 明 : 积分 


在 区 间 1 < a < 十 co 上 不 一 致 收敛 . 
解 ”用 反 证 法 . 设 本 题 的 积分 在 aw e (1, +eo) 上 一 致 收敛 , 则 根据 一 致 收敛 的 柯 了 
准则 , 对 于 任意 给 定 的 s > 0, 存在 MM, 使 得 当 以 > > M 时 对 一 切 ac > 1 成 立 不 等 式 
5 
| 7 dz < 2. 


利用 左边 为 含 参 变量 a 的 常 义 积分 , 令 a 一 二 就 得 到 


避 


” dz 
| FTdz se， 
而 这 与 积分 | ”2T = +oo 相 矛盾 
0 


注 “本题 的 内 容 可 以 推广 为 一 种 方法 (或 一 个 命题 ), 即 对 于 含 参 变量 a 的 厂 
分 来 说 , 知 该 积分 在 点 a = ao 处 发 散 , 则 在 以 该 点 为 端点 的 开 区 间 0 
何 区 间 ) 上 一 定 是 非 一 致 收敛 的 . 这 里 只 要 求 被 积 函 数 连 续 即 可 . 


158 第 七 章 “ 含 参 变量 的 积分 


十 ce 


502 er dz 在 区 间 0 < a < +co 上 的 一 致 收 伍 性， 


习题 3760(a) 研究 积分 | 
0 


解 1 由 于 | ”sz dz 收敛 , 而 eres 对 于 xz 单调 , 是 从 0 < eres < 工 知 道 它 关 

0 
于 ze lo, +oco) 和 ae [0,+eo) 一 致 有 界 , 因此 用 阿 贝尔 一 致 收敛 判别 法 (命题 72) 就 
可 推出 积分 关于 ae [0, +eo) 一 致 收敛. 


解 2 由 于 对 任意 的 0 入 bp < 以 有 
已 / 
| sinzZdz| 三 |cosb7 一 cosVz| 乏 2， 
D 
而 乞 关于 z 单调 , 目 从 0 < 生 2 < 二 可 见 , 当 z -， +oo 时 , 它 关于 参 变量 


a E [0,+co) 一 致 收 人 于 0, 因此 用 狂 利克 雷 一 致 收敛 判别 法 ( 即 命题 7.3) 就 可 推出 积 
关于 a e [0, +co) 一 致 收敛 . 


六 


中 
习题 3768 研究 积分 | 
0 


5 革 < 在 区 间 0 <m < 2 上 的 一 致 收敛 性 ， 


提示 “注意 当即 = 2 时 


| ] 多 一 一 COS | 一 一 cos1 十 lim cos 荆 
0 人 人 仑 | 十 0 2Z 一 十 0 化 

的 极限 不 存在 , 因此 广义 积分 发 散 . 以 下 可 仿照 习题 3755.3 的 解法 证 明 本 题 的 积分 在 
0 <7? < 2 上 不 一 致 收敛 . 


习题 3769 研究 积分 | 全 让 二 在 区 间 |o| < 去 上 的 一致 收 人 性 
se 


提示 z = 1,2 为 奇 点 ,z= 0 在 - 半 < a < 0 时 也 是 奇 点 . 可 将 [0,2] 分 拆 为 几 个 
区 间 , 每 个 区 间 上 的 积分 最 多 只 有 一 个 奇 点 , 然后 分 别 用 强 函 数 判别 法 . 


7.2.3 ” 含 参 变量 的 广义 积分 的 极限 与 连续 (习题 3772--3783) 


本 小 节 的 习题 实际 上 已 经 是 一 致 收敛 性 的 应 用 , 但 其 中 有 不 少 习题 可 以 用 较 简 单 
的 方法 求解. 


习题 3772 在 下 式 


十 co 人 
lim Qe 2 dz 
ac 一 十 0 J0 


把 极限 移 到 积分 号 内 合理 中? 


解 ”一 方面 可 直接 计算 得 到 在 c > 0 时 有 


十 co 
| 全 9 和 帮 二 一 人 
0 


十 co 
三 浊 


? 


另 一 方面 则 有 
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此 将 求 极 限 与 积分 交换 顺序 是 不 合理 的 . 
E 注 “由 含 参 变量 广义 积分 的 连续 性 定理 可 推出 , 对 任何 w > 0, 含 参 变量 广义 积 4 
ae-%x dz 在 区 间 [0,o] 或 者 (0,o] 上 都 是 不 一 致 收敛 的 . 
在 《习题 集 》 中 的 习题 3754(b) 就 是 证 明 本 题 的 积分 在 [0, 中 上 不 一 致 收敛 , 然而 
在 连续 性 定理 中 的 一 致 收 依 只 是 充分 性 条 件 , 因此 这 不 能 作为 本 题 的 极限 不 可 移 到 积 
分 号 下 的 根据 . 


西 


习题 3774.1 证 明 : 若 户 (z) 在 [o +co) 上 绝对 可 积 , 则 存在 lim jz). 


2 一 十 co 


解 本题 的 条 件 只 需要 户 (z) 在 [a, +co) 上 可 积 就 足够 了 . 这 时 在 有 界 区 间 [oa, 4 


上 可 用 牛顿. 莱 布 尼 蒋 公式 得 到 「 Pojdz = FL - Fo, 然后 令 4 +oo, 由 于 其 左 
边 的 极限 存在 即 可 推出 存在 Foo)， 


习题 3774.2 证 明 : 若 Az) 在 (0, 上 +co) 上 绝对 可 积 , 则 
lim 刚 jz)sin7mz dz = 0. 


Eee] 0 


解 (本 题 是 85.4.5 的 黎 曼 引 理 ( 即 命题 5.9) 的 推广 , 其 
给 定 的 s > 0, 由 于 jz) 在 (0,+co) 上 绝对 可 积 , 存在 M, 使 得 成 立 
本 [次 二 及 过 
AT 


于 是 有 
证 丰 (zD) sinnz dz 和 因 jz) sinnz dz| 十 | | jz) dz 


0 


M 
< | jzZ) sinnz dz| 十 E. 
0 
令 了 一 co, 对 右边 第 一 项 用 歼 曼 引 理 , 知道 其 极限 为 0, 因此 就 从 上 式 得 到 
lim 人 jzZ) sin720 dz 委 E. 
也 一 Oo 0 


于 s>0 可 取 任 意 小 , 因此 得 到 所 求 的 结论 . 


习题 3775 (控制 收敛 定理 ) 证 明 : 套 () 在 每 一 个 有 限 区 间 (aw 人 内 /zy) 二 
jc) 一 加); 17 人 < Fo 其 | F(z)dz < +eo, 则 


十 co 十 co 
lim | jzZ;V) dz 三 | lim jz,y) dz. 
Q Q YY 一 V0 


YY 一 V0 


解 条 牛 (1) 可 见 上 式 右 边 积 分 号 下 的 极限 可 简单 地 记 为 /z,yo)， 从 条 件 (2) 


可 见 积分 | 。 (ego) dz 绝对 收敛 对 于 参 变量 4 的 范围 不 纺 设 为 点 加 的 一 个 邻 域 
O5(o), 由 条 件 (2) 可 见 , 对 于 给 定 的 = > 0, 存在 M > au, 使 得 成 立 

莉 | 已 (z)|dqz < 

IT 


此 可 知 , 当 y e O5s(yo) 时 同时 成 立 
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| Meanldaz< 到 及 | Haolaz< 志 = 
然后 即 可 估计 如 下 : 
妆 7eaa- 六 7 由 台 <|reonaz- 六 read 


+| Headaz+| Hasolda 
AT AI 


<| He-Heaoldz+ 呈 e 


利用 人 切 冯 Flz,go), 存在 0< 7 < 6, 使 得 当 必 - %| <7 时 , 上 式 右边 的 第 一 项 也 


小 于 吉 s, 从 而 左边 的 积分 在 这 时 小 于 e, 这 就 是 所 要 求证 的 结论 


注 若 假 设 /(z,y) 在 [o,+co) x O5s(yo) 上 二 元 连续 , 则 就 与 一 般 教 科 书 


代替 它 的 是 用 含 参 变量 常 义 积分 的 极限 或 连续 性 定理 . 


习题 3776 .1 ( 欧 拉 -- 泊 松 积分 ) 利用 积分 号 与 极限 号 互 换 , 计算 积分 
[ ez dz 一 号 lim [4 十 2 d2， 
0 0 多 一 Co 儿 


解 ” 记 函数 序列 户 (z) = (+ 五 ) 和 =12 ) 则 (仿照 81.2.3 的 习题 
解 2) 用 平均 值 不 等 式 就 得 到 


1 2 \ 1 ) 九 十 工 
| 
爷 7 十 1 
二 
因此 函数 列 { 记 (z)} 单调 递减 收 仇 于 e- 汪 . 用 85.8.2 的 命题 5.14 之 推论 , 就 有 
人 er dz 二 lim 加 [人 让 
0 ?一 co 0 作 
在 右边 的 积分 中 令 z = vtan 0, 然后 用 沃 利 斯 公式 就 得 到 所 求 的 答案 


区 
十 ce 2 \\ 一 隐 
| (人 dz= vi| GTtan20 sec20dg 
0 


作 


忆 可 cos2("-1) 0d0 


2 一 3)11 元 
人 吕 拓 5 抵 人 


7 一 co)， 


变量 广义 积分 的 极限 定理 或 连续 性 定理 没有 差别 了 . 这 时 题 设 的 一 致 收敛 条 件 是 多 余 
的 ， 


页 69 之 


注 “由 于 本 题 的 积分 在 概率 统计 中 的 重要 地 位 , 因此 和 常 称 为 概率 积分 , 此 外 还 称 为 


斯 积分 等 . 这 个 积分 有 多 种 计算 方法 . 下 面 列举 文献 中 常见 的 几 种 主要 方法 . 


下 


(a) 将 习题 3775 (控制 收敛 定理 ) 中 的 y 改 为 1/n，y 一 2 改 为 见 一 co， 


立 相 应 的 结论 . 这 时 该 题 中 的 条 件 (1) 由 85.4.2 的 习题 2760(a) 提供 , 而 条 件 


户 (z) < 户 (z) = 村 二 得 到 , 其 余 计算 与 上 述 解法 相同 


则 也 成 
(2) 可 从 
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(b) 先 证 明 一 个 简单 不 等 式 1 z2 和 er < 于 二 (2 > 0), 然后 用 夹 逼 方法 , 见 
第 二 卷 第 492 小 节 之 2?. 
(c) 在 [32] 的 例题 12.3.7 中 的 方法 来 自 于 美国 数学 月 刊 第 63 卷 (1956), 35-37 页 . 
(d) 在 数学 译 林 第 24 卷 (2005) 的 第 1 期 的 92-94 页 又 刊登 了 一 个 新 的 证 明 , 但 本 
质 上 与 上 面 的 几 种 方法 差别 不 大 . 
(e) 在 [HH 第 二 卷 522 小 节 之 3。 中 的 方法 即 是 在 87.3.2 中 的 习题 3803. 
( 缆 公认 为 最 简单 的 计算 方法 是 用 二 重 广义 积分 的 方法 , 见 88.9 的 习题 4175. 


习题 3776.2 设 jz) 在 [0, +co) 上 连续 旦 有 界 , 证 明 : 
lim 二 ee yzZ) dz = /0). 


y 一 0 区 2Z2 十 02 

解 (概要 ) ” 若 本 题 的 积分 上 限 改 为 1, 则 从 87.1.1 的 习题 3712 的 解 2 就 得 到 台 
人 风光 

站 2Z2 十 22 人 2 j 0)， 


因此 这 两 题 在 本 质 上 没有 多 少 差别 , 只 是 在 这 里 要 证 明 


(其 中 积分 下 限 改 为 任意 的 5 > 0 都 成 立 ). 由 于 jz) 在 [1 +co) 上 有 界 , 直接 计算 即 可 . 
若 要 将 习题 3712 的 解 2 改写 成 本 题 的 解 也 是 不 难 的 . 


习题 3777.1 求 国 用 
提示 “将 积分 分 拆 如 下 : 
29 | dz 
上 2 | 2Z2 十 1 直 2Z2 十 1 
岳 导 机 上 有 全 全 个 积分 的 被 积 函 数 关 于 郊 单调 , 因此 可 以 用 85.8.2 的 命题 5.14 之 推 
论 ( 它 对 于 常 义 积分 和 各 种 类 型 的 广义 积分 都 是 有 效 的 ) 分 别 求 两 个 积分 的 极限 . 


十 coe 
习题 3777.2 证 明 : 积分 F(a) = | 。 -Ge-o” dz 是 参 变量 a 的 连续 函数 . 
0 


提示 “对 积分 作 平移 代 换 z - a = 二 即 可 求 出 玉 (a) 的 表达 式 . 


习题 3781 研究 函数 F(a) = | dz 在 0< aw<2 内 的 连续 性 . 
了 


解 ”由 于 被 积 函 数 在 积分 区 间 [0, 了 ] 上 关于 z = 为 偶 函 数 , 因此 (84.2.5 的 命 古 
4.9 可 推广 到 广义 积分 ) 就 有 


再 将 上 式 右 边 的 积分 作 分 拆 , 得 到 
@ 且 可 看 出 除非 f(0) = 0, 本 题 的 极限 y 一 0 应 当 修改 为 y 一 十 0， 
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六 Fa 二 | 0 d2 十 [ 二 d2. (7.6) 
于 右边 第 二 个 常 义 积 分 是 a 的 连续 函数 , 因此 只 要 讨论 右边 的 第 一 个 积分 . 
于 连续 性 是 函数 的 局 部 性 质 , 因此 只 要 任 取 点 ao e (0,2), 证 明 上 述 积分 在 
该 点 连续 即 可 . 取 5 > 0 充分 小 , 使 得 [ao -bao+6l c (0,2), 则 在 ze [0,1 和 
aelao 一 0ao+5 时 就 有 


Sin 人 1 1 
3 入 一 1 芝 允 Q0 十 9 一 1 


于 ao+5 二 1< 1 因此 积分 [5 -QZ 收敛 . 于 是 用 上 式 右边 的 函数 为 强 函数 就 知 
(7.6) 右边 的 第 一 个 积分 在 w E 记 一 6,ao 十 9] 上 一 致 收敛 , 从 而 于 点 ao 连续 . 
注 “积分 | sinZ dz 仅 当 a e (1 2) 时 为 广义 积分 , 否则 为 常 义 积分 , 为 简 


0 2Z2( 开 一 2)9 


明 起 见 以 上 解法 中 不 对 此 作 区 分 . 


赋 


一 化 


习题 3782 研究 函数 F(a) = | -_e” dz 在 0< a < 1 内 的 连续 性 ， 
0 


| sin zl 


提示 “本 题 的 含 参 变 量 积 分 有 无 限 多 个 奇 点 , 这 时 一 致 收敛 性 的 定义 本 身 都 需要 
另行 车 虑 , 更 谈 不 上 使 用 平时 只 对 单个 奇 点 提供 的 一 致 收敛 性 判别 法 或 连续 性 定理 等 
工具 . 然而 通过 将 玉 (a) 改写 为 下 列 无 穷 级 数 的 表达 式 后 可 以 死 服 这 个 困难 [5: 


F(a) = 全 | 记 


1 jn sin zZ|2 
1 
二 = 人 dz 
0 0 Sin% 
人 甩 一 


四 1 se 国 
1 一 er josncz 


以 下 的 讨论 从 略 . 
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87.3 广义 积分 号 下 的 微分 法 和 积分 法 (习题 3784-3840 ) 
内 容 简 介 本 节 将 一 般 性 的 计算 题 归 入 第 一 小 节 , 将 几 个 著名 的 含 参 变量 的 广义 
积分 的 习题 集中 在 一 起 作为 第 二 小 节 , 又 将 一 些 应 用 题 列 为 第 三 小 节 . 
在 以 下 的 表格 中 列 出 几 个 重要 的 广义 积分 , 其 中 除 第 一 个 之 外 , 均 将 在 第 二 小 节 中 
作出 证 明 . 表格 中 的 这 些 积 分 在 今后 的 许多 习题 计算 中 均 可 直接 引用 . 
3789 弗 鲁 拉 尼 积 分 
广 人 
0 2 Q 
其 中 Fa) 连续 ,积分 | 丸 2) dz 对 任何 4 > 0 收 伍 ; 
3803 隐 拉 - 泊 松 积分 edz = 你， 
0 
3812.1 狄 利克 雷 积分 「 ”SC dz = 下 sgnp 
0 
(7.7) 
3825 拉 普 拉 斯 积分 | -cosaz dz = 开 e-lal; 
0 1 十 02 2 
人 上 上 口 证 隐 Q 
3826 拉 普 拉 斯 积分 | 人 dz = 本 e ll sgn ai 
3830 菲 涅 尔 积 4 
TS 2 1 ff+ese sinz V 
sinlza)dz= 计 | 0 了 
foo 7 2 1 f+ce cosz VXF 
| cos(z?)dz 一 半 | 人 0 
下 面 列 出 在 积分 号 下 求 导 和 求 积 的 主要 命题 . 
命题 7.4 (积分 号 下 定理 ) 若 jz,y) 及 其 俩 导数 态 (z,y) 在 区 域 C 冬 z < 
+oo, 由 < < 妨 内 连续 ， 人 jz,y)dz 收敛 ， 全 万 (z,y)dz 在 ( 册 , 加 ) 上 一 至 
收敛 , 则 在 y es (wyz) 时 
名 Te dz 一 | 龙 (c 习 dz ( 妆 布 尼 获 法 则 )， 
命题 7.5 (积分 顺序 交换 的 第 一 定理 ) 若 f(z,y) 在 区 域 w 入 Zz < +eo, c 芝 1 扩 dd 


内 连续 , 积分 攻 : jz 人 dz 在 yefcdl 上 一 致 收敛 , 则 有 
「 dy 局 joy) dz 三 医 dz joy) dy. 


命题 7.6 (积分 顺序 交换 的 第 二 定理 ) 若 
十 co 内 连续 , 且 满 足以 下 三 个 条 件 : 


jz 在 区 域 w 甩 zz < +oo c 芯 V < 
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(D) 以 y 为 参 变量 的 广义 积分 | ”7(z, 妨 dz 在 ye [c +eo) 内 的 任意 有 限 区 间 上 
一 致 收敛; 

(2) 以 为 参 变量 的 广义 积分 | flz, 切 gy 在 ze [w +eo) 内 的 任意 有 限 区 间 上 
一 致 收敛; 
gt 六 | 


十 coe 十 coe 
生 


leadaz 和 | ”dz| ”Heady 之 中 至 少 有 一 个 收 生 


QQ 


则 有 


六 w[7eonaz=[ 六 入 7eaay 


Q C 


对 于 /为 非 负 连 续 函 数 的 情况 , 比 命题 7.6 的 应 用 要 方便 得 多 的 是 下 列 推 论 . 
推论 若 zy) 在 [a,+oo) x [ce,+co) 上 非 负 连 续 , 且 以 下 两 个 含 参 变量 积 4 
[Ace 和 [Agaz 
分 别 在 z >a 和 yy > c 时 连续 , 则 有 


六 ww[7eonaz=[ 六 入 7eaay 


C 


7.3.1 含 参 变量 的 广义 积分 的 计算 (习题 3784-3802，3804-3811， 
3812.2-3824, 3827-3829,，3831-3834) 


岂 
习题 3784 利用 公式 | z dz = 南 On > 0) 计算 积分 
0 


1 
站 =| ZLln7"zZdz (mm 为 正 整 数 )， 
0 


解 ”本 题 的 参数 m” 的 变化 范围 为 (0,+co). 利用 
区 
dm 
可 见 若 求 导 与 积分 可 交换 顺序 , 也 就 是 可 以 在 积分 号 下 求 导 , 则 只 要 在 所 给 的 公式 两 边 
对 双 求 导 , 即 可 得 到 
意 | Zn dz =| ( 训 关 1) 上 = 三 2 (7.8) 
数学 归纳 法 可 以 证 明 , 如 果 左 边 对 mm 的 任意 次 求 时 均 可 以 与 积分 运算 交换 而 在 积 4 
号 下 进行 , 则 就 可 以 对 每 一 个 正 整 数 mm 得 到 
生 Zn 1dz 一 上 Zn TInm 7zdz 一 
于 是 余下 的 问题 就 是 验证 上 述 运算 的 合理 | 
于 可 求 导 为 函数 的 局 部 性 质 , 因此 只 要 对 任意 一 点 no > 0 来 讨论 . 取 6 > 0 充分 
小 , 使 得 邻 域 Os(nzo) C (0,+eco), 则 当 参 变量 ne Os(no) 时 , 在 下 列 不 等 式 
lz" lnzl 和 zolnzl= 一 zoomnz (zeE(0,1]) 
中 , 右边 的 函数 在 (0,1] 上 可 积 , 因此 可 用 作为 强 函数 , 从 而 保证 了 (7.8) 在 吧 = 工 时 的 
合理 性 . 对 于 么 > 工时 的 证 明 是 类 似 的 , 从 略 . 


Zn 一 1Lln z， 


全 


(一 切 到 7 
人 7 十 工 
省- 
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注 ， 这 里 要 强调 的 是 , 在 积分 号 下 求 导 数 定理 ( 即 命题 7.4) 中 , 使 得 
d [+eco 十 co 
章 | enaz=| Pi(zg)dz 


能 够 成 立 的 关键 条 件 是 上 式 右边 的 含 参 变量 积分 的 一 致 收敛 性 . 这 一 点 与 函数 项 级 数 
的 逐 项 求 导 定理 是 相同 的 (参看 85.4.4 的 习题 2792 的 注 以 及 85.4.5 的 1(3) 中 的 说 明 ). 
此 外 , 从 84.2.6 的 习题 2286 及 其 注 , 可 见 本 题 的 积分 也 可 以 用 递 推 方法 来 计算 . 


习题 3785 利用 公式 


计算 积 4 


提示 “本 题 的 积分 与 习题 3784 类 似 , 除了 用 题 中 提出 的 对 含 参 变量 积分 的 微分 法 
之 外 , 还 可 用 分 部 积分 法 导出 递 推 公式 后 求 出 答案 . 此 外 , 用 代 换 z = vatang 的 计算 
方法 可 能 更 为 便捷 (参见 87.2.3 的 习题 3776.1 的 计算 的 最 后 部 分 ). 


习题 3786 证 明 : 狄 利克 雷 积分 


十 ce sj 
T(a) 二 二 dz 
0 


aa 天 0 时 有 导数 , 但 是 不 能 利用 莱 布 尼 菊 法 则 来 求 它 . 


[KE 


解 ” 作 代 换 az = 册 利用 TU) = ( 见 85.4.5 的 例题 3 或 表格 (7.7) 的 第 三 个 积 
分 ), 并 考虑 到 Ja) 是 奇 函 数 , 就 得 到 


T(a) = 0， Q 一同 ， 


元 
也 就 是 Ta) = 亚 sgn ax 由 此 可 见 当 a 关 0 时 有 了 (ay = 0. 然而 若 用 莱 布 尼 欧 法 则 , 即 
积分 号 下 求 导 , 则 所 得 的 积分 
+oe[ 9 1ai +ee 
| 二 (Cs 儿 az=| coSs Q2 dm 
对 每 一 个 a 都 是 发 散 的 . 
注 与 此 相似 的 是 本 类 级 灼 > 到: 的 和 函数 它 于 了 不 等 于 25 的 要 休 的 
所 有 点 处 可 导 , 但 不 能 通过 逐 项 求 寻 得 到 ( 见 85.4.5 的 例题 D)， 这 说 明 -一 致 收敛 性 只 是 
保证 含 参 变量 的 广义 积分 (或 函数 项 级 数 的 和 函数 ) 可 导 以 及 莱 布 尼 欧 法 则 成 立 的 充分 
性 条 件 . 同时 这 也 表明 , 能 否 在 积分 号 下 求 导 的 关键 是 看 | 户 (z 妇 dz 的 性 质 如 何 
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习题 3788 从 等 式 


出 发 ,计算 积分 


十 ce 一 a7 _ 一 DZ 
| ea 一 -ee dzte>0b>0). 
0 化 


解 1 不 妨 设 0<a< 将 所 给 的 等 式 代 入 上 述 积分 并 交换 积分 顺序 就 得 到 
本 d2Z | e "yy dy 一 f dy | e "7 d7. (7.9) 
0 Q Q 0 
于 上 式 右 边 的 内 层 积分 在 0 < a < y < 了 时 为 


十 oo RE 
| e ?ydz 一 一 一 e 7 
0 2/ 


此 即 可 计算 得 到 (7.9) 的 积分 值 为 之， 
余下 的 问题 就 是 (7.9) 中 的 顺序 交换 是 否 合理 . 为 此 只 要 验证 命题 7.5 中 的 条 件 , 即 
含 参 变 量 y 的 广义 积 人 e-zydz 在 ye [ww 上 是 一 致 收敛 的 . 由 于 在 ye [w 避 时 
e-oy 芝 eroy 成 立 , 因此 用 e-oy 为 强 函数 即 可 . 
注 在 写 出 本 题 的 上 述 解 时 , 与 前 面 的 习题 3784 的 解 一 样 , 我 们 将 一 致 收敛 条 件 
的 验证 放 到 最 后 . 这 是 因为 在 很 多 类 似 的 问题 中 , 我 们 往往 先 尝试 积分 号 下 求 导 或 求 积 
的 方法 是 否 能 够 奏效 . 只 有 当 这 样 的 方法 能 够 成 功 时 才 需 要 去 检验 条 件 是 否 满足 . 因此 
这 两 题 的 解法 中 都 按照 这 样 的 思路 来 写 . 
解 2 (概要 ) 本 题 的 积分 也 是 下 一 个 习题 3789 的 弗 鲁 拉 尼 积分 的 特例 , 因此 可 以 
直接 用 该 题 中 的 公式 , 或 者 用 该 题 中 的 方法 求解 


习题 3789 ( 弗 鲁 拉 尼 积 分 ) 证 明 公式 
六 dy 和 辽 (o> 00> 0) 


0 化 


2 一 十 oo 1 


分 一 蝇 2/ 


西 


二 


式 中 /ftz) 为 [0, +eo) 上 的 连续 函数 , 对 4 > 0 存在 积分 人 加 上 


解 取 59>0, 则 以 下 运算 中 的 积分 均 存 在 , 于 是 有 
人 


6 耻 0 们 0 耻 
四 上) 上 
医 下 t 全 
6 05 
-| 介 w=719 dmt 
其 中 上 在 ao 和 1 之 间 . 令 6 一 +0, 由 于 jz) 于 点 z = 0 处 右 连续 , 因此 就 得 到 所 求 


的 公式 . 

注 ， 弗 鲁 拉 尼 积 分 的 介绍 见 [11] 第 二 卷 的 495 小 节 包 , 其 中 除 本 题 的 情况 之 外 , 还 

有 以 下 两 种 情况 : 

中 较为 详细 介绍 弗 己 积 分 的 历史 及 其 有 关 文 献 和 发 展 的 论文 有 : Juan Arias-de-Reyna，On the 
theorem of Frullani，Proceedings of AMS, v. 109, no.1 (1990) 165-175. 
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(D) 着 将 本 题 中 积分 | ” -2 dz (4 > 0) 有 总 义 的 条 件 改 为 存在 Joc), 则 公式 


为 4 
站 症 dz-=UO-1eoln 二 (ao> 00 > 0 
CO) 在 情况 (TD) 的 条 件 修改 之 后 , 若 又 将 本 题 的 ftz) 的 连续 性 条 件 削弱 为 在 
(0 +eo) 上 连续 , 但 存在 积分 | 2 dz (4 > 0 则 公式 为 


tm- ns (> 0.5> 0). 
0 几 8 


以 上 两 种 情况 的 证 明 与 习题 3789 中 的 证 明 是 类 似 的 . 取 入 > 9 > 0, 对 于 情况 (])， 
和 人 二 二 
从 积分 | e2) 了 ee) da 开始 ; 对 于 情况 (2) 则 从 积分 | 2 二 太 2) dy 开始 
0 


化 


习题 3792 利用 弗 鲁 拉 尼 公 式 计 算 积 分 
人 arctan Q7 = arctan DT 人 
0 


解 1 令 flz) = arctanz, 则 有 F(+co) = 用 上 题 的 注 中 的 情况 (1) 就 知道 答案 


解 2 将 所 要 求 的 积分 改写 为 


(到 一 arctamn oz】 一 (到 一 arctan oz) 


dZ， 
0 记 
则 可 取 fa) = 到 -arctanz, 并 在 区 间 [4, +eo) (4 > 0) 上 将 帮 2) 与 可 积 函数 二 
化 
作 比 较 ， 从 洛 必 达 法 则 有 
四 到 一 arctan7 一 了 
jj 前 二 玫 二 帮主 全 证 让 ee 
Z 一 十 co 昌明 Z 一 十 co 浊 Z 下 十 co | 
22 也 2Z2 
可 见 满足 习题 3789 中 的 条 件 , 因此 答案 为 fO) Im 元 一 本 全， 
解 3 利用 
arctan az 一 arctan pz 二 直 
5 工 十 22Y 
即 可 用 积分 号 下 求 积分 的 方法 计算 如 下 : 
+ece arctan az 一 arctan 0 二 0 aa dy 0 0 
dz 一 d 一 二 一 二 
| 路 1 十 2Z20 y|， 工 十 2Z222 
靶 Q 征 2 一 十 oo 
一 ( 下 arctan ZV WE ) dy 


_ 开 fdy 世 
2 | 罗 2 中 
余下 的 是 验证 含 参 变量 y 的 广义 积分 = 关于 yelwi (或 ye [ol) 的 一 
j 工 十 22V 
致 收银 性 ( 即 用 命题 7.5). 为 此 用 为 强 函数 即 可 . 


罗 
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习题 3794 利用 对 参数 的 微分 法 计算 积 4 


六 (一 ) ae>08> 中 


解 1 (概要 ) 将 积分 看 成 为 a 的 函数 , 记 为 T(a), 而 将 8 > 0 作为 固定 的 参数 , 则 
可 验证 命题 7.4 的 条 件 满足 , 从 而 可 在 积分 号 下 对 w 求 时 得 到 


es 。 
二 -| | .eraz dr 


二 中、 e 一 (oa 十 DB)z 一 e 一 2oa7 


dZ， 
0 化 


然后 即 可 用 弗 鲁 拉 尼 积 分 公式 (或 习题 3788 的 答案 ) 得 到 有 (a) 的 表达 式 ， 再 利用 
T(8) = 0, 即 可 求 出 Ta， 
解 2 用 分 部 积分 法 就 有 


十 co 一 aZ 一 6z \2 一 aZ 一 6z\2 | 十 co 
| ( e ) 证 三 (e 8 
0 化 化 恰 


NA 


十 co 一 GT 一 Dr 
+2| (2 - 荆 ) (ae + Be-pr)dz 
0 


十 ce 一 (a 十 B)z 一 26z 
dz +26| 站 放生 
0 机 


d2. 


on 十 co e 一 (oa 十 DB) 2 e 一 2a7 
0 化 


对 最 后 的 两 个 积分 分 别 用 弗 鲁 拉 尼 积 分 提供 的 公式 就 得 到 答案 为 wm -2a 7 + 


22 
20]n 证 


人 ftee (az 十 友 ) 
习题 3800 计算 积分 | 0 
2 迪 
解 若 8 = 0, 则 积分 | 了 te 寺 ) de 发 琢 . 因此 只 需 讨论 关 0. 这 时 用 比较 
0 
判别 法 即 可 知 广 义 积分 收 伍 . 为 简明 起 见 , 先 限 制 e > 0, 8 > 0. 以 下 分 几 种 情况 . 
(1) 对 于 8 > 0, a = 0, 则 可 作 代 换 z = Bt 得 到 


人 = ln(Bb)” 2mnp fy 二 2 [+ce lnt 
D2 十 2Z2 dz 一 方 | 1 十 友 了 | | 1 十 友 
上 式 右边 的 第 一 项 为 一， 对 第 二 项 则 可 将 其 中 的 积分 分 拆 为 在 区 间 [0,1 和 [1L, +eco) 


上 的 两 个 积分 , 并 对 其 后 一 个 积分 作 代 换 上 = 1/r, 然后 将 了 改 记 为 坊 这 样 就 得 到 : 


d7. 


dt. 


+c lnt nt +c lnt 
-一 二 
| 人 上 全 人 
到 lnt 0 一 In 1 
= | 二 天 二 | 吉 )dr 
nt 1 nt 
| 0T 十 记 
(参见 84.4.1 的 习题 2344 的 解 2 及 其 注 .) 于 是 积分 值 为 DA 
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(2) 以 下 讨论 8 > 0 和 a > 0 的 情况 . 将 积分 看 成 为 a 的 函数 , 记 为 T(a)， 而 将 
有 > 0 作为 固定 的 参数 , 则 可 用 命题 7.4 证明 T(a) 可 在 积分 号 下 求 导 . 


号 下 求 时 得 到 的 积分 


人 2a 
0  (a2 +z2)(62 十 Z2) 


d7Z， 


可 见 对 任何 ao > 0， 只 要 取 0< alil<ao<<a2， 驶 可 以 ) 强 函 数 


明 上 述 积分 在 [aa ao?] 


为 此 先 观 察 积 分 


2aQ2 -下 


一 致 收敛 . 由 于 ao 的 任意 性 , 即 得 到 


了 (a) 2 的 2a dz 


0  (o 十 2)(082 十 0) 


2a foo 1 1 
= | (二 二 十 末 dz 
2a 人 民 S 
本 三 了 (二 arctan 已 arctam 外 
62-a2 2\Qa 0 Ca+D) 


| 


玫 . 


a >0 时 的 了 (a) 的 上 述 表 达 式 即 可 积分 得 到 


To = 订 m(a+B+C(D)， 


其 中 待定 常数 C(6) 需 


ro = 上 | 


(CT2052 TD 


注意 到 在 以 上 推导 过 程 中 要 求 a 关 8, 然而 由 于 7(a) 在 (0, +co) 上 连续 , 因此 最 后 的 
结果 对 于 a = 6 仍然 有 交 


要 通过 计算 7(B8) 来 确定 . 作 代 换 z = 8tan0 就 有 


+ece In(8 十 2) 
瑟 十 7 dz 
区 


2 ln(62 sec2 0) dg = 人 | lncosb 
0 


压 -。 . 源 


0 


积分 值 为 二 ln(|al 十 


二 人 ( 于 ln2) = 工 ln(20)， 


其 中 最 后 一 个 积分 可 以 作 代 换 变 成 84.4.1 的 习题 2353(a) ( 欧 拉 积分 )， 
由 此 可 见 C(8) = 0, 于 是 当 8 >0 和 a>0 时 ,7(a) = ln(a 十 D). 
综合 以 上 讨论 , 并 去 掉 w,8 > 0 的 限制 , 就 得 到 答案 : 6 = 0 时 积分 发 散 , 6 坟 0 时 


128) 


注 “由 以 上 结果 可 


dO0 


见 , 7(oa) 在 a = 0 连续 . 若 先 建立 这 个 事实 , 就 可 利用 7(0) 的 值 


求 Ta), 从 而 不 必 计 算 7(8). 然而 由 于 积分 在 aw = 0 时 多 了 一 个 奇 点 z = 0, 在 连续 性 
讨论 中 需要 将 积分 分 拆 为 [0,H] 和 [1L, +co) 上 的 两 个 积分 后 分 别 讨论 (或 用 他 法 ). 


十 ce 一 (z2 2 
习题 3807 利用 欧 拉 - 河 松 积分 求 积分 | 本 
0 


解 1 将 积分 记 为 


a 求 导 的 条 件 满足 (细节 从 略 ), 于 是 就 有 


7T(o). 利用 强 函数 方法 可 以 验证 在 w > 0 时 在 积 


分 ? 机 


JI 
局 
汉 
避 
汇 
押 [ 


170 第 七 章 “ 含 参 变量 的 积分 


对 上 式 右边 的 积分 作 代 换 z = < 于 是 就 有 


1(oj = -2 攻 ONE -27(a)， 
0 
这 样 就 得 到 在 w > 0 时 的 表达 式 Ta) = Ce-2e, 其 中 C 待定 . 
于 欧 拉 - 泊 松 积分 提供 了 7(0) = 、 亚 , 因 此 若 Ka) 于 点 e = 0 处 右 连续 , 则 就 可 
定 C =- 区 0), 从 而 得 到 


= 


然而 ftz 四 = ee 条 ) 在 z > 0a 0 时 等 于 ee 当 z _》410 时 极限 为 1 
而 在 > 0,z = 0 时 只 能 连续 相国 此 元 函数 /za) 不 可 能 连续 延 拓 到 点 
zZ =0,a= 0 处 . 这 样 就 不 能 用 普通 的 连续 性 定理 来 证 明 T(a) 于 点 a = 0 处 右 侧 连续 . 

为 此 我 们 将 直接 证 明 @ 


lim_ 7(a) = 了 (0). 


a 一 十 0 
对 任意 给 定 的 = > 0, 取 5 > 0 将 |7(a) -7T(0)| 分 拆 估计 如 下 : 
HoO -IO =| em(e 了 -Dadz 


0 2 十 ce 沈 2 E 
<2| ”dz+|| e ”人 (e 一 1)dz|， 
基 中 设 所 取 的 5 > 0 已 使 得 右边 第 一 项 小 于 王 . 然后 可 看 出 右边 第 二 项 的 积分 于 a = 0 
时 等 于 0, 且 关 于 a e [0, +co) 一 致 收敛 ， 因此 是 w 的 连续 卖 丽 数 , 从 而 存在 7 > 0, 使 得 当 
0 <a<7 时 , 该 积分 的 绝对 值 也 小 于 这 样 就 证 明了 7(a) 于 a = 0 处 右 侧 连 续 . 


解 2 根据 8$4.4.1 的 习题 2355, 当 w > 0,5 > 0 时 有 
十 co 
|， re) dz= 二 | “7 j(Vz2 十 4ab) dz， 
其 中 假定 等 国人 意义 . 于 是 本 题 的 积分 可 计算 如 下 : 


aw 2 
人 人 和 
0 
-ee ee +4a)l dz 一 er2a . 瑟 


解 3 与 其 用 习题 2355 的 公式 , 不 如 学 习 其 中 的 方法 . 为 此 先 作 代 换 > = E 则 有 
| 


0 0 


Q@ 这 曾 被 某 高 校 用 为 考研 题 . 


87.3 广义 积分 号 下 的 微分 法 和 积分 法 (习题 3784-3840 ) 171 


将 最 后 一 个 积分 中 的 指数 函数 改写 为 

和 
然后 对 该 积分 作 变量 代 换 炎 = zz 一 人 和 从 0 递增 至 +oo 时 , 凿 从 -co 递增 至 +co， 
du = 一 (1 十 - 生 )dqy， 于 是 得 到 


| 


?” _ er-6pz? 
习题 3808 利用 欧 拉 - 泊 松 积分 ， 求 积分 | 二 一 一 dz(ac>09>0). 


提示 “用 分 部 积分 法 计算 即 可 . 


十 co 
习题 3809 利用 欧 拉 - 泊 松 积分 ， 求 积分 | ez cosbz dz (ac > 0). 
0 


解 ”将 积分 看 成 为 参 变量 心 的 函数 , 记 为 人 ), 固定 a > 0. 
于 积分 T(b) 的 被 积 函数 有 强 函 数 er- ,因此 7T() 对 在 任意 区 间 上 一 致 收敛 ， 
从 而 是 的 连续 函数 . 当 》 = 0 时 可 利用 欧 拉 - 泊 松 积分 求 得 


让 一 az2 扣 迄 VT 
To= 上 | e dz 一 浆 司 


若 积 分 T(b) 对 头 求 导 可 以 在 积 3 下 进行 , 则 就 有 


/ 6 
了 (b 王 e COS DT 

0 了 
十 ce 2 

| ( 一 Xe ”Sin oz) d2 
0 

二 由 机 人 一 QZ2 0 

一 409 sin |， 2 e@ cosbd7 一 一 5 


2 
这 是 一 阶 常 微分 方程. 将 等 式 Fo) + 志 T(O) = 0 乘 以 ee ,就 得 到 


D2 


1 ” 
e 和 区 的 二 二 TO= 辣 eeTOg=0， 


鼎 


因此 就 可 得 到 TU Ce- 和 ,其 中 待定 用 5 二 0 代入 可 见 C TO) 利用 前 面 
2 
经 求 出 的 7(0), 即 得 到 TD = 4a . 


加 | 


ne 
0 

用 zeraz2 为 强 函 数 就 可 知道 此 积分 对 于 》 在 任何 区 间 上 一 致 收敛 , 从 而 根据 积分 号 
0 ( 即 命 古 7.4) 知道 , 这 个 积分 等 于 也 ( 纪 . 

注 _， 初 学 者 在 解 本 题 时 的 一 个 常见 错误 是 只 验证 积分 了 ( 念 的 一 致 收 伊 性 ,并 从 


7 人 = 一 _ 二 7) 认为 不 检验 是 了 4 的 主要 条 件 了 , 这 是 将 因果 类 因 的 氏 训 


了 
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习题 3812 .2 积分 正弦 被 定义 为 
Sitz) = 下 dt 
0 


函数 y = Si(z) 的 图 像 大 致 具有 怎样 的 形状 ? 


提示 “这 是 奇 函 数 , 其 z > 0 的 部 分 见 84.11 的 习题 2545 的 附 图 及 其 说 明 . 


2 

5 
习题 3813 求 积 | RE (a 全 0). 
0 化 


分 部 积分 法 并 利用 表格 (7.7) 中 的 几 个 善 名 积分 , 即 有 


十 co 


解 
忆 
十 ce eaQaZ 一 
有 dz 一 一 (e-o2 cos DOz) 
0 不 卫 


SS 


十 co 
下 | 圭 (一 2axzer-oz 二 8sin DOz)dz 
0 


十 co 直 BoAj 
二 -2a| ecozr dz 十 ?| 0 dz 
0 0 


= -Var 十 末 18|， 


十 co j 3 
习题 3818 求 积 | ( 开 喷 ) dz 
0 


解 记 积 分 为 7T(a), 则 由 于 它 是 a 的 奇 函数 ， 又 可 以 用 变量 代 换 上 = az 将 
其 简化 , 从 而 有 Ta) = TU)a2sgna = TU)alal, 于 是 只 要 计算 T()， 利 用 恒等式 


忌 


sinaz 二 3sinz_ 工 sin3z, 即 可 用 分 部 积分 法 计算 如 下 : 


4 4 

二 oo .3 二 中 ex 

TD) 二 si 2 dy 一 Jsin3z| | 王 ( 3 3zjd 
(1) 攻 7 53 Sn 2 大 有 COS 人 7 本 coSs37Z | dz 
=-- 记 (Cosz-cos3z| + 千 一 工 一 sinz+3sin3z)dz 
8 十 0 8 0 尼 

吧 人 ( 人 sinZ dy | 交 Sin 37 dz -3 

8 0 代 0 全 8 


于 是 得 到 Ia) = 村 alol 


注 “ 对 于 形状 为 和 ” sin 2 dz 的 广义 积分 , 其 中 mm 为 正 整数 , 在 该 积分 收敛 
的 前 提 下 , 都 可 以 类 似 的 方法 计算 


E 2 
习题 3822 求 积 4 | Re (FE>0a>0,8>0). 
0 化 


解 (概要 ) ”此 题 有 多 种 解法 , 这 里 推荐 的 方法 是 先 用 积 化 和 差 公 式 
sin az sin DBz 一 3 [cos(aw 一 DB)z 一 cos(aw 十 DB)zl， 
且 不 妨 设 w> B8, 并 记 a=aw-8<5=aw+B8, 于 是 就 有 


E 过 D 
cos(Q 一 D)Z - cos(a 十 DZ =| Sin tZ dt， 
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从 而 所 要 求 的 积分 就 变 成 为 


十 co 机 Se56= 人 外 
| -kz 有 汶 汉 -出 | 和 dz| Sin tZ dt 
机 2 | 代 a 


然后 用 命题 7.5 交换 积分 顺序 , 并 利用 87.3.2 的 习题 3812.1 中 的 解 2 的 结果 . 


Co 
COS QW dz 


(十 Z) 
解 1 (概要 ) 将 积分 分 拆 如 下 : 
十 ce COS Q E oo [ 代 十 Z2) 2?] COS QT 
| or dz 一 | 汪 ,dz 
(+ee cos az 二 ce 2 cos az 
| 下 | ( 工 十 2Z2)2 
上 述 最 后 一 式 的 第 一 个 积分 为 表格 (7.7) 中 的 拉 普 拉 斯 积分 , 第 二 个 积分 可 以 通过 分 部 
积分 归结 为 拉 普 拉 斯 积分 . 
解 2 (概要 ) 将 积分 记 为 T(a), 则 可 以 用 命题 7.4 在 积分 号 下 求 导 得 到 了 (ao), 并 通 
过 分 部 积分 将 它 归 结 为 拉 普 拉 斯 积分 , 然后 再 积分 得 到 7T(a). 
解 3 (概要 ) 不 妨 先 设 w > 0. 利用 拉 普 拉 斯 积分 可 以 得 到 含有 一 个 新 的 参 变 量 
> 0 的 如 下 积分 


习题 3828 计算 积分 | 
0 


思 


人 COS Q7 二 | cosabt ji 工 。-o 
0 22 十 妈 Djo 妇 +1 2 
将 其 两 边 对 z 求 导 (其 中 在 积分 号 下 求 导 需 要 验证 命题 7.4 的 条 件 满 足 ), 即 得 到 
+coe cos QZ -ab af -8 
2 | 本 dz 一 5 27 6 
最 后 用 = 1 代入 即 得 到 a > 0 时 的 积分 值 等 于 了 二 ae “. 由 于 原 积分 为 a 的 偶 函 


数 , 因此 答案 为 了 性 十 |al)e-lel. 


、 十 co 
习题 3829 计算 只 分 | 一 Dosa dz (a> 0,ac 一 岂 > 0)， 
QZ 十 207 十 C 


提示 “引用 表格 (7.7) 中 的 两 个 拉 普 拉 斯 积分 的 结果 就 可 以 计算 习题 3829 及 (可 
转化 为 ) 以 下 形状 的 两 类 积分 ee 让 


由 二 

| 时 ) cos QZ dz， | 忆 (Z) sin az dz， 

0 0 
as 日 其 分 母 QUz) 在 (一 oo, +eo) 上 没有 实 根 . 为 此 
只 要 对 R(z) 作 部 分 分 式 分 解 即 可 (参见 8$3.2.1 的 命题 3.2)， 


7.3.2” 几 个 著名 广义 积分 的 计算 (习题 3803，3812.1，3825-3826， 
3830) 


本 小 节 的 几 个 积分 不 仅 都 有 多 方面 的 应 用 , 而 且 在 它们 的 计算 中 也 经 常 出 现 经 典 
的 定理 ( 指 本 节 开 始 列 出 的 命题 7.4-7.6) 难以 直接 应 用 的 情况 , 从 而 需要 配合 其 他 技巧 
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才能 解决 . 其 中 比较 重要 的 方法 是 : (1) 引入 收敛 因子 ,，(2) 将 积分 区 间 从 无 限 改 为 有 限 ， 
然后 再 取 极 限 . 


习题 3803 ( 欧 拉 - 泊 松 积分 ) 从 公式 


十 co 十 co 
本 | 6 一 2 dz| ze- y dy 
0 0 


出 发 ,计算 积分 工 一 怕 e-2 dz， 


0 
解 ” 若 公式 右边 的 积分 顺序 可 交换 , 则 就 有 
7 二 ze dz 隐 ee dy 一 | dy/ 区 ze (+ ) dx， (7.10) 
0 0 0 0 
上 式 右 边 的 积分 可 直接 计算 如 下 : 


7 _ 人 曾 您 Te 一 z2(1+09) 了 | |- 1 EM 2Z 一 十 co 大 
0 0 0 2(1 十 ) Z 一 0 
-二 [了 
2j，1+ 巡 二， 


从 而 就 得 到 了 一 9 


余下 的 问题 是 证 明 (7.10) 的 合理 性 . 由 于 本 题 的 被 积 函 数 非 负 连续 , 因此 只 要 验证 
命题 7.6 的 推论 中 的 条 件 是 否 成 立 . 


直接 计算 得 到 
V 区 > 
六 aeroru=12 
8 0， 2 一 0， 
可 见 在 > = 0 处 不 连续 , 因此 这 个 积分 不 可 能 关于 ze [0, 4 (4 > 0) 一 致 收敛 


为 划 开 点 “= 0, 取 oo > 0, 则 上 述 计算 表明 积分 | ，zer” or dy 在 >> mo 时 
0 
续 ， 同时 又 可 计算 得 到 


1 2 2 1 2 沁 
二 位 村 六 在 一 YY 2 
Ze 人 e e 
攻 2(1 十 2) z=zo 2(1 十 纺 ) 


它 在 y >0 时 连续 . 这 样 就 可 用 命题 7.6 的 推论 知道 以 下 积分 顺序 交换 的 等 式 成 立 : 
十 co 十 co 一 z2(1+32) 十 co 十 co 一 z2(1+92) 
| dz| 2e “dy 一 | y| 2e dz， (7.11) 
0 


0 0 0 


攻 


2 一 十 co 1 一 z2(1H32) 


然后 令 zo -全 十 0, 这 时 上 式 左边 的 积分 就 趋 于 (7.10) 左边 的 积分 , 而 右边 就 产生 了 极限 
能 否 通过 积分 号 的 问题 . 

于 本 题 的 被 积 画 数 非 负 , 于 是 | ”zer” or dz 是 oo 的 单调 画 数 ， 将 35.8.2 
的 命题 5.14 的 推论 通过 海 湿 归 结 原理 推广 到 连续 参数 情况 , 就 可 见 (7.11) 式 右边 当 
z0 -》 上 +0 时 的 极限 就 是 (7.10) 的 右边 的 积分 . 于 是 公式 (7.10) 的 合理 性 得 到 了 证 明 (这 
里 也 可 以 用 习题 3775 的 控制 收敛 定理 )， 


注 了 工 即 是 概率 积分 , 关于 它 的 各 种 计算 方法 的 综述 见 87.2.3 的 习题 3776.1 的 注 . 
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习题 3812.1 ( 狄 利克 雷 积 分 ) 从 积分 


十 co 1 
ro=| eror sp dz (wa> 0 
0 


出 发 ,计算 积分 


+ce Sin DT 


0 


D(9) = | dz. 


解 1 由 于 积分 (8) 关于 为 奇 函 数 , 以 下 不 妨 设 6 > 0. 


与 87.2.2 的 习题 3760(a) 相似 , 可 证 明 积 分 T(oa) 在 a e [0,+co) 上 一 致 收敛 , 因此 


在 这 个 区 间 上 连续 . 
若 a > 0 时 对 于 Ta 的 求 导 可 在 积分 号 下 进行 , 即 可 得 到 


起 ] / 十 co 
7(a) =| 人 dz 一 了 | e sinBzdz 三 一 
0 a 0 


如 
a2 十 DB2 


(最 后 一 个 积分 的 计算 见 84.4.1 的 习题 2346 的 解 9). 为 验证 这 个 运算 的 合理 
题 7.4, 对 点 ao > 0, 用 exp(- 包 可 ) 为 强 函数 , 即 知 上 式 右边 的 积分 | e-az 


在 wel[ 他 ,十 co) 上 一 致 收敛 , 因此 7(a) 于 点 ao 处 的 求 导 可 通过 积分 号 . 
可 任 取 , 因此 在 w > 0 的 范围 内 的 上 述 运 算是 有 根据 的 . 


于 是 在 aw > 0 时 可 从 也 (a) 的 表达 式 积分 得 至 


T(a) = 一 arctan 咀 十 C， 


Xe 


其中 C 待定 . 
从 Ta) 的 积分 表达 式 可 以 估计 得 到 
Hals| pe az= 六 ， 


因此 有 T(+oco) = 0. 这 样 就 可 确定 待定 常数 C = 也 


性 , 按照 命 


Sin OZ dz 


由 于 ao > 0 


于 是 在 w > 0 时 有 Ta) 四 一 arctan 记 . 由 于 7(oa) 在 [0, +co) 上 连续 , 因此 最 后 


就 得 到 了 狂 利 克 雷 积分 的 值 当 8 > 0 时 为 
D(p) = 局 型 各 dz=TO = 于 (86>0) 


此 又 知道 当 8 <0 时 了 D(6) = 了 . 由 于 显然 有 人 = 0, 因此 可 综合 为 


D(O) 本 0 了 sgn 有 
0 
注 在 本 节 的 习题 3786 : 半 浊 对 狄 利克 雷 积 分 的 求 导 不 能 通过 


才 积 分 号 . 与 


本 题 比 较 , 可 见 在 T(a) 的 积分 号 下 的 因子 e “ 起 了 关键 作用 . 我 们 将 这 样 的 因子 称 


为 “收敛 因子 ”. 本 题 的 目的 是 求 7(0). 为 此 将 这 个 问题 嵌入 到 求 ac > 0 时 
广泛 的 问题 中 , 其 中 的 主要 方法 就 是 引入 收敛 因子 . 
解 2 引入 上 述 收敛 因子 后 也 还 有 其 他 解法 . 
考虑 二 元 函数 
十 co 
Ja 站 =| es 


型 dz (aw0,9>0)， 


的 7(a) 的 更 
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则 在 国定 w > 0 且 参 变量 6 e [0,6o] (Bo > 0) 时 上 述 积分 可 以 用 Boe ?2 为 强 函数 ,从 
而 知道 J(a, 8) 当 a > 0 时 关于 8 > 0 连续 . 
大 J(a,B) 对 8 求 导 可 通过 积分 扎 , 则 有 


十 co 
J5(a, D) = | e cz cos gz dz 一 


其 中 的 积分 计算 见 84.4.1 的 习题 2346. 由 于 作为 参 变 量 8 的 上 述 积分 可 以 用 er-?? 为 强 
函数 ,上述 求 导 计算 是 合理 的 . 
利用 .J(a,6) 于 a > 0 时 关于 8 > 0 连续 , 且 有 .J(a,0) = 0, 因此 就 可 积分 得 到 


DB 
Ja, D) = | 二 和 dg = arctan 


现在 改变 观点 , 将 .J(av B) 的 积分 表达 式 看 成 为 参 变量 w > 0 的 函数 , 而 固定 8 > 0 

于 是 如 解 1 一 样 知道 J(a, 8) 在 a > 0 时 连续 , 因此 就 有 

DUO) = 7(0.)= im ylasb) = Jimuarctan 和 = 亚 (8>0)， 

以 下 与 解 1 最 后 部 分 相同 , 从 略 . 

解 3 (概要 ) 只 考虑 8 = 工时 的 DP() 的 计算 . 
利用 


己 


sa 
| e “dy 


于 是 可 作 如 下 计算 : 
+ce 8Sin 和 TS 下 Re 十 co 下 89 
| sdz=| sinzdz | e "dy= | | e "ysinz dz 
公 0 0 0 0 


0 
=| dy 区 
0 1 工 十 妇 2 


问题 上 只 在 于 上 述 计算 过 程 中 的 积分 顺序 交换 这 一 步 是 否 合理 . 可 以 看 出 命题 7.6 的 条 件 
不 能 全 部 满足 , 因此 需要 将 z 的 积分 范围 改 为 [w 4j, 其 中 0< wa < 4 < +oeo. 这 样 就 有 
可 能 改 用 命题 7.5 来 实现 积分 顺序 交换 , 然后 再 取 极限 一 +0 和 4 一 +co. 详 见 QH] 
的 第 二 卷 524 小 节 的 例题 11)， 


十 co 


注 在 85.4.5 的 例题 3 中 已 经 给 出 了 积分 | 22 dz 的 一 种 计算 方法 . 
0 
以 下 的 习题 3825 和 3826 中 的 积分 即 是 著名 的 拉 普 拉 斯 积分 , 它们 在 许多 问题 中 有 
应 用 . 拉 善 拉 斯 积分 有 多 种 证 明 方 法 . 在 习题 3825 中 先 给 出 按照 《习题 集 》 的 提示 的 
解 1 然后 再 给 出 另 一 种 解法 , 并 在 其 后 的 注 中 对 另外 两 种 解法 作 简要 的 介绍 . 


习题 3825 ( 拉 普 拉 斯 积分 ) 利用 公式 


1 RE 1 十 z2 
工 十 2 = 人 


计算 积 4 


十 co 
D= |” 各 咯 dw 
0 1 十 2 
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解 1 将 题 中 所 给 的 公式 代入 积分 工 中 , 若 可 以 交换 积分 顺序 , 就 有 
十 co 十 oo Oo 2 
三 区 cos QZ dz| e-yG+z ) dy 一 隔 e 7 由 | e 2y7 cos az dz (7.12) 
0 
利用 前 面 的 习题 3809 的 答案 , 上 式 右 边 的 内 层 积 分 即 可 求 得 , 于 是 就 可 以 计算 如 下 : 


了 == 人 (3 dy ( 作 代 换 y = 妇 ) 


1 


用 习题 3807 的 答案 ) 


Se 


=\ 克 | 。 e+ 
= 人 寻 : 交 sl= 2 区 


余下 的 问题 是 验证 (7.12) 中 的 积分 ) i 里 性 . 
这 里 出 现 与 习题 3803 ( 欧 拉 - 泊 松 积分 ) 中 类 似 的 困难 (又 可 参见 87.2.2 的 习题 
3755.3 及 其 注 ). 由 于 以 y 为 参 变量 的 广义 积 4 


十 co 2 
| e-y(I+z7 ) cos azZ dz 


在 y = 0 时 发 散 , 因此 这 个 积分 不 可 能 在 [0, 4] (4 > 0) 上 一 致 收敛 . 这 表明 (7.12) 的 合 
理性 不 可 能 用 标准 的 积分 顺序 交换 定理 ( 即 命题 7.6) 得 到 包 . 

于 本 题 的 被 积 函数 不 保 号 , 这 比 习 题 3803 要 难 一 点 . 下 面 采取 引入 收敛 因子 的 
方法 . 其 目的 就 是 避 开 参 变量 y = 0 引起 的 上 述 困 难 . 


首先 建立 以 下 等 式 : 
5=| ”和 冯 cosaz dr -lim 大 cosaZ .oo-5(z2?+D dr 
0 22 十 1 6 全 十 0 1 十 Z2 


为 此 只 要 对 右边 的 积分 用 阿 贝 尔 一 致 收敛 判别 法 , 即 从 积分 工 收 敛 , 而 es +D) 关于 
Z 单调 , 且 关 于 5 > 0, z > 0 一 致 有 界 , 即 可 知道 上 式 右边 的 积分 关于 5 > 0 一 致 收敛 ， 
因此 取 极 限 5 ~》 上 +0 可 以 通过 积分 号 . 
然后 仿照 本 题 提 示 的 方法 , 利用 公式 

ce 一 5(z2+1) 到 。 


三 e-y(GL+z ) dy 
1 十 2Z2 5 
就 有 


十 Bo 加 下 
到 = lim 让 cos QZ dz| e-y(z +1) d2. 
0 6 


6 全 十 
这 时 容易 建立 积分 顺序 交换 的 等 式 (其 中 6 > 0): 
| cos azZ dz 了 eyez +D dy 一 俺 e ydy/ | e-yz cos ar dz 
为 此 只 要 验证 命题 7.6 中 所 要 求 的 以 下 三 个 条 件 . 
(D 以 y 为 参 变量 的 积分 六” e-ylz?+0 cosazdz 可 用 e-sl2+1) 为 强 函数 , 因此 关 
于 y > 5(> 0) 一 致 收 仇 ， 
(2) 以 z 为 参 变量 的 积分 国 e-yG2?+l) cosad dy 可 用 e-y 为 强 函 数 , 因此 关 了 
0 一 致 收 但 ; 
在 [3] 的 第 二 卷 522 小 节 的 4 中 的 证 明 在 这 一 步 也 是 有 问题 的 . 


忆 


2 之 
加 
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向 


(3) 被 积 国 数 取 绝对 值 后 的 积分 | dz| le TD cosaz| dy 的 收敛 性 可 下 
0 
列 积分 的 收敛 而 得 到 保证 : 


| dz| e@ 2(z 二 1) dy 三 | 本 人 e@ 6 1 dZ. 
2 
0 0 0 化 


综合 以 上 就 得 到 


十 co 十 co 2 
了 = lim | e 7 dy 上 | e ycosaz dz 
0 一 十 0 6 


-| co 0 
上 式 最 后 的 积分 就 是 (7.12) 的 右边 的 积分 . 这 样 就 证 明了 该 式 成 立 . 
解 2 将 积分 记 为 Fo) = | -998 ed, 则 可 用 强 本 数 -1 证 明 它 关于 参 变 
量 a 在 任何 范围 内 的 一 致 收敛 性 , 从 而 是 e 的 连续 函数 , 目 还 有 (0) = 到 ， 
F(a) 为 偶 函 数 , 下 面 先 讨 论 w > 0. 这 时 用 积分 号 下 求 导 的 定理 可 以 证 明成 立 


十 ce 7 sin QZ 7 


0 他 2 
为 此 只 要 对 每 一 个 oo > 0 取 一 个 小 邻 域 , 然后 用 狄 利克 雷 一 致 收 剑 判别 法 证 明 上 式 右 
边 的 积分 在 这 个 邻 域内 一 致 收敛 即 可 (细节 请 读者 补充 ) 
Z(a) 的 表达 式 容易 看 出 右边 的 积分 不 可 能 在 积分 号 下 再 对 求 导 , 因为 -52 
当 z 一 +oco 时 趋 于 0 已 经 很 缓慢 了 . 将 其 中 的 缓慢 部 分 分 离 出 来 , 即 有 

1 工 


也 
22 二 1 2 (22 二 1) 


at 


于 是 可 利用 狄 利 殉 雷 积分 将 乙 (a) ~ 
=-| | Sin QZ qz 
0 (Z2 本 1) 
1 sin ad 


将 上 式 再 对 a 求 导 ， | 4& 求 导 可 以 通过 积分 号 (细节 请 读者 补 
充 ), 从 而 得 到 


or 人 可 村， 


这 是 常 系数 的 二 阶 线性 常 微分 方程 , 其 通 解 的 形式 为 
卫 (a) 一 Cle2 十 Coe 2. 
IZ(O|< Z(0) = 卫 可 见 Ci = 0, 然后 再 利用 T(a) 于 a = 0 处 连续 , 可 见 C2 = 工 (0)， 


于 是 得 到 (oa) = 村 e“ (ao > 0). 由 于 (ao) 为 个 函数 , 因此 Z(o) = 椰 e 1， 


注 在 [3] 的 第 二 卷 524 小 节 的 例题 9) 和 10) 中 提出 了 计算 拉 普 拉 斯 积分 计算 的 


另外 两 种 方法 , 其 主要 思路 是 将 习题 中 的 于 二 一 | e-yG+z?) dy 改 用 
0 


1 


让 再 六 2 


十 co 郊 十 co 
三 | e 2y sinydy 和 于 三 | e ”Sin ZV dy/， 
0 工 十 和 0 
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即 可 将 拉 普 拉 斯 积分 的 计算 又 转化 为 积分 顺序 交换 , 但 也 都 不 能 用 现成 的 定理 ( 指 命题 
7.6) 来 解决 . 于 是 就 像 解 1 中 采用 了 收 依 因 子 的 方法 一 样 , 都 需要 采取 其 他 技巧 的 配合 
来 殉 服 困难 . 


二 


习题 3826 ( 拉 普 拉 斯 积分 ) 计算 积 4 


十 co 
六 二 2 Sin Q0X 证 
1 十 2Z2 


解 从 习题 3825 的 解 2 可 知 当 a > 0 时 = -Za), 因此 可 得 到 Zi = 孙 e-. 利 
] 厂 为 a 的 奇 函 数 , 且 在 a= 0 时 有 厂 = 0 (E(a) 在 a = 0 时 不 可 导 ), 因此 可 综合 成 


了 1 三 | .Sn Q. 


SN 


下 面 是 一 个 有 多 方面 应 用 的 有 趣 例子 [28 
p.1047]. 由 方程 


鞍 
2z(b) 一 | CoOS 一 = 
0 


4( 旭 一 | Sin 一 生机 
0 
定义 的 参数 曲 人 
如 附 图 所 示 , 当 参 数 上 一 士 co 时 , 螺 线 分 
别 趋 于 点 ( 士 0.5, 士 0.5). 这 妇 结 为 习题 3830 中 
的 积分 计算 . 


习题 3830 ( 菲 涅 尔 积分 ) 利用 公式 


-一 = 一生 d > 0 
| > 
计算 积 4 
2 1 f+cse sinm 
sinZ“ dz 三 亏 dZ， 
| 2 | VZ 
了 2 1 [+ese cosZ 
cosZ“ dz 一 且 | d2 
| 2 0 VZ 


解 ” 由 于 所 用 的 方法 对 两 个 积分 是 相似 的 , 只 写 出 第 一 个 积分 的 计算 过 程 . 将 它 记 
为 工 将 其 中 的 启 用 题 中 提供 的 公式 代入 . 若 下 列 积分 顺序 交换 成 立 , 即 有 
购 sinz dz | 凡 ez dy 三 - 款 攻 dy 品 ezy sin z dz， (7.13) 


0 
则 就 可 以 将 右边 的 积分 计算 如 下 得 到 包 
IT=- 去 六 = 二 :而 = 光 
vVTj 1+ vT 2v2 2V2 
@ 积分 厂 ” dy = 55 的 计算 可 以 83.2.1 的 习题 1884 提供 的 不 定 积分 , 也 可 以 用 该 题 的 解 2 


工 十 2 
中 的 配对 法 直接 计算 得 到 , 这 里 可 以 参考 84.4.1 的 习题 2341 的 两 个 解法 . 


180 


然而 等 式 (7.13) 的 合理 性 论证 又 有 困难 . 从 含 参 变量 y 的 广义 积 4 
区 e-zy sinz dz 
0 
在 y = 0 时 发 散 即 可 看 出 应 用 命题 7.6 所 需要 的 条 件 不 可 能 全 部 满足 . 
采用 引入 收敛 因子 的 方法 , 即 考 虑 含 参 变 量 ac > 0 的 广义 积分 
E 二 Sin2Z 一 QZ 
T(a) 三 2v 记 e 2? dz. 
于 aw=0 时 的 广义 积分 收敛 , 而 es?z 单调 且 有 界 , 根据 阿 贝尔 一 致 收敛 判别 法 , 可 见 
积分 T(a) 对 于 a > 0 一 致 收敛 , 因此 在 a e [0,+co) 上 连续 . 
以 下 我 们 将 对 于 a > 0 求 出 T(a) 的 表达 式 , 然后 取 极 限 得 到 所 要 的 了 工 = 7(0) = 
lim_ 7(a). 
CG 一 十 0 
从 积分 T(a) 的 被 积 表达 式 可 见 , 难以 用 积分 号 下 对 a 求 导 的 方法 来 计算 及 (a). 令 
0<a< 史 . 对 于 a > 0, 定义 含 参 变量 的 常 义 积分 : 
Tb(a) 三 下 。 e “7 dz， 
然后 利用 习题 提供 的 关于 霹 的 公式 代入 到 sx(a) 中 得 到 


T D d 十 co 
oO= -大 | .az 
于 在 z e [w 引 时 有 |er-z@ +o) sinz| & ero%y 成 立 , 因此 上 式 里 层 的 广义 积分 在 
2 E [w 上 一 致 收敛 , 这 样 就 可 以 用 命题 7.5 交换 积分 顺序 得 到 
Ce D 2 
To(a) 三 2 dy| ez(y +o) sin dz. 


ez(/ +o) sinz dy/. 


VT jo 
于 其 中 的 里 层 积分 可 计算 得 到 为 (参看 $3.1.6 的 习题 1828 与 1829): 
D 一 z(y2 二 oa) 交 三 让 
-2z(2+ol sinzdz 一 8 2 十 
| * sinzdz 一 了 下 [一 cosz 一 (办 十 a)sinz] 上 
因此 就 得 到 To(ao) 一 辣 十 二 1 十 1 其 中 
一 ba 十 co 一 D22 
下 二 COSD.e | e d 
， TH 
ee 太 (本 吾 动 匣 以 dy 
VIT 0 +( 刀 二 oa 
一 QQ 十 co 一 ay2 
太一 cosQ'e | e | 
V 克 0 I++( 妇 十 ao? 


dy， 


刀 Sin w.e-99 国 (只 上 +a)e 
VT 0 工 +( 妇 十 ao 
现在 分 别 讨论 这 4 个 积分 . 它们 表面 上 似乎 复杂 , 实际 上 都 很 容易 处 理 . 


@ 若 不 引入 有 限 数 w 刀 则 在 引入 收敛 因子 后 , 下 面 的 两 个 无 界 区 间 上 的 积分 顺序 交换 仍然 不 可 能 应 
现成 的 命题 7.6. 引入 w5 使 得 其 中 一 个 积分 为 有 限 区 间 上 的 积分 , 问题 变 得 容易 多 了 . 然后 令 a 一 十 0， 


D 一 十 co. 


87.3 广义 积分 号 下 的 微分 法 和 积分 法 (习题 3784-3840 ) 181 


利用 五 和 五 在 积分 号 外 有 因子 ea, 而 两 个 积分 都 关于 "有 界 ,， 就 可 看 出 有 
六 > 0, 72 > 0 (0 > 十 co). 

对 于 太 和 五 则 要 取 极 限 a 一 二 0. 将 其 中 的 两 个 积分 看 成 为 含 参 变量 a 的 广义 
积分 , 则 只 要 在 它们 的 被 积 函数 中 取 a = 0 就 得 到 强 函 数 , 可 见 这 两 个 广义 积分 关于 
参 变量 we [0,1] 为 一 致 收敛 , 从 而 当 a 一 +0 时 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 . 这 样 就 得 至 
五 一 0(a 一 二 0), 同时 又 可 红 合 以 上 讨论 得 到 

< 上 三 下 ee dy 
T(a) = 和 Tea = os= -所 人 本 于 5 

这 样 就 求 出 了 a > 0 时 的 Ta) 的 积分 表达 式 . 用 强 函 数 方法 可 见 极限 a 一 +0 可 

以 通过 积分 号 , 而 前 面 已 知 T(a) 在 点 a = 0 处 右 连 续 , 这 样 就 得 至 


。 1 +ecoe dy/ 
了 一 7(0)= 】 
(0) 0 V 克 | 1 二 (2 十 oo)? 


三 局 dy 到 
vVTjJo 1+ 欠 2V2 
注 ， 在 不 少 教科 书 中 对 于 菲 涅 尔 积分 的 计算 上 只 写 出 引入 收敛 因子 , 而 对 于 此 后 的 
积分 顺序 交换 过 程 的 合理 性 未 作 交 代 . 本 书 的 上 述 证 明 引 自 D5] 的 8114 的 例题 6. 
此 外 , 在 [21] 的 例 197 中 对 菲 涅 尔 积分 采用 广义 二 重 积分 的 方法 进行 了 计算 , 但 仍 
较 复 杂 , 可 供 参 考 . 


Ye 


Ar 


7.3.3 ” 含 参 变量 的 广义 积分 的 一 些 应 用 (习题 3835-3840) 


习题 3835 ( 含 7 个 小 题 ) 和 3836 都 是 拉 普 拉 斯 变换 的 具体 计算 题 . 如 习题 3835 所 
示 , 这 种 变换 将 函数 /六 通过 积分 变 成 为 参 变量 p 的 函数 正 (p). 由 于 在 这 种 变换 下 , 关 
于 未 知 函 数 / 的 常 微 分 方程 变 成 关于 亚 (p) 的 代数 方程 , 从 而 拉 普 拉 斯 变换 成 为 求解 
常 微分 方程 的 重要 计算 工具 之 一 . 此 外 它 在 求解 偏 微分 方程 中 也 有 应 用 . 有 兴趣 的 读者 
可 参考 [20] 的 第 二 章 和 轩 的 84.10. 


习题 3835 对 于 下 列 函 数 fb)， 
(a) fj 三 妇 (为 正 整数 ); (bj) 7 = v 二 (ec) 7 = ec 


天 党 


(d) /的 =te 3; (e)jbD=cos (人 / 国 = 一 < 一 : (g) JD =simnav 
求 拉 普 拉 斯 变换 


FO=| ed >0) 


解 这 里 的 积分 计算 都 可 以 从 前 面 的 广义 积分 或 含 参 变量 广义 积分 的 习题 得 到 . 
以 下 只 选 解 其 中 的 几 个 题 . 

(a) jb) = 妃 (为 正 整数 ). 

引用 84.4.1 的 习题 2348 的 答案 即 可 计算 如 下 : 
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十 69 中 6 1 
下 (D) 三 er-zttrdt 一 开 ezzndz 一 一 全 
0 Dr+ 1 Jo 了 


注 对 于 ? > 一 1 为 一 般 实数 的 情况 , 妃 的 拉 普 拉 斯 变换 即 导 致 伽 玛 函 数 ( 见 87.4). 
(p) 7 = V 
引用 欧 拉 - 泊 松 积分 


地 | 
0 | e du | 一 

日 7 = 一 一 

引用 87.3.1 的 习题 3788 的 答案 即 可 计算 如 下 : 


十 ce ezt 一 e 一 (P 二 1) 思 十 工 


Fo=| 一 人 一 一 全 一 也 


0 
(g) jb = sinav 
引用 8$87.3.1 的 习题 3809 的 答案 即 可 计算 如 下 : 


十 ce 十 co 
五 (D) 一 | eztsinaVtdt 一 2 | we-pw sin au du 
0 0 


2 十 co 十 co 2 
区 本 (e- 2” sin au) 平 :人 | e -pv cos Qt du 
0 


忆 Jo 
-ov 丘 。 千 
2DwV 
习题 3836 ( 利 普 希 茨 积 分 ) 证 明 公式 
+co 加 1 
陋 e@ t+.J0(pt) dt 一 本 (a > 0)， 


Y 
帮 


kJ(o) = 天 | cos(zsinp) dp 为 0 阶 贝 罕 尔 函数 (参阅 习题 3726)) 


解 (本 题 就 是 计算 .j(2) 的 拉 普 拉 斯 变换 .) 
记 积分 为 工 将 (好 的 积分 表达 式 代 入 , 然后 交换 积分 顺序 即 可 得 到 


1 下 e 一 %t 
天 二 二 | ee do 
0 


三 = 天 | ap 区 ecos(btsin p) dt. 


于 右边 的 里 层 积分 可 以 用 e-4 为 强 函 数 , 因此 关于 pe [0,T] 一 致 收敛 , 从 而 根据 命 
题 7.5 可 知 上 述 积分 顺序 交换 是 合理 的 . 

利用 8$4.4.1 的 习题 2346, 即 可 将 上 式 右边 的 里 层 积 分 积 出 , 然后 不 难 继续 计算 下 去 
得 到 
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开 
了 一 『 dw _ 2a | dw 
To ao2 十 刀 sin2o X Jo o2 十 刀 sin2o 
开 
_ 2a 风 do 
下 Jo (@o2 十 好 ) 一 妇 cos2 op 
区 
_ 2a | sec2 p do 
世 jj (ao2 十 妇 )sec2op 一 扩 
20 闻 d(tan %) 
国 | ao 十 (ao 十 2)tan2p 
区 
2 二 7 了 
起  QVa2 十 扩 Q 0 Va5 十 到 
习题 3837 ( 含 4 个 小 题 ) 是 关于 魏 尔 斯 特 拉 斯 变换 的 计算 题 . 它们 也 都 容易 从 已 知 
的 积分 得 到 , 从 略 . 


习题 3838 切 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 由 公式 


定义 , 证 明 : 


注 ， 本 题 的 计算 不 


机 (= (-Dner (er ) 全 =012 


| 


0， 77 天 7 
27"74VT， 7m 一 风 . 


十 co 


一 De 


刀 ,(z) 刀 (zjerw dz 一 | 


.这 里 只 指出 本 题 的 意义 . 题 


! 所 要 证 明 的 事实 与 84.2.6 的 习 


题 2288, 2300 以 及 85.6 的 三 角 函 数 系 (5.20) 的 正 交 改 
的 正 交 函 数 系 的 正 交 性 . 本 题 的 {En(z)} 是 在 区 间 (一 


相似, 都 是 


co 十 co) - 
有 


在 特定 的 函数 空间 
以 e-” 为 权 函 数 的 


正 交 多 1 F 正 交 函 数 系 的 材料 可 参考 [6] 的 第 


的 级 数 展开 ”. 本 题 的 函数 系 见 该 书 的 82.9.4. 


E 概 率 论 中 有 习 


习题 3839 计算 积分 ( 它 古 


月 ): 


2 


卷 第 
多 


忆 一 早 ， 


[ai 一 2 


01 


5026] / 4 


】 


2 
O1 


化 


0T1a22 


其 标题 为 “人 


| de (cl > 0,os > 0) 


之 一 人 志 人 2 


2TLal1a2 


一 忆 G 


2 2 
工 01 十 02 


0 十 02 


人 


0T 十 a3 


Fj 


2Tolao2 


E 积 分 中 作 代 换 


201a035 


然后 再 刀 


人 


2 2 
01 十 02 


门 < 


F 意 函 


4 


] 


数 
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就 可 以 利用 欧 


2(Z) 


欧 拉 - 泊 松 积分 


注 在 概率 统计 


帮 Z) 二 


(a 


的 随机 变量 称 为 
可 以 证 明 ,两 


有 正 态 分 布 , 其 
个 正 态 


分 布 的 随机 变量 之 和 仍然 具有 了 


本 题 只 是 


肌 公 下 


布 的 随机 变量 


这 个 一 般 性 
时 之 和 仍 具 有 了 


结论 的 一 个 特 侦 


一 品 


:mn 为 数学 期 望 , c 为 标准 


网 , 即 数学 期 望 均 为 0 的 两 个 相互 狗 


> 0) 


泡 


E 态 分 布 [10]. 


立 的 正 态 分 


E 态 分 布 . 如 计算 结果 所 示 , 当 原 来 的 两 个 随机 变量 的 标准 差 


分 别 为 my 和 os 时 , 它们 之 和 的 随机 变量 的 标准 差 为 V55 二 53. 


习题 3840 设 函 


满足 热传导 方程 


及 初始 条 作 


解 ”从 函数 v(z, 的 表达 式 和 jz) 在 (-co,+co) 上 绝对 可 积 的 条 们 


在 上 >0 和 7z 


函数 fz) 在 区 间 (一 co, +co) 内 连 


全 


4 


内 ( 芒 对 三 


二 


94 一 
9 


帮 Z) 


汪 和 二 


1 oo) 时 有 意义 . 


(一 co, 


86.2.4 的 习题 
参数 ), 而 它 就 是 本 
对 上 的 求 偏 导 数 和 对 
导 方 程 . 

先 看 对 上 上 求 偏 导 . 


+ce 0 


帮 


对 了 


[rs 


FF 点 如 >0, 取 0< 石 < 如 << 刀 ,又 固 


题 3309 已 知 , 热传导 方程 有 基本 解 以 


题 给 出 


的 含 
2 求 一 


参 变量 已 z 的 广义 积分 忆 
阶 和 二 阶 偏 导 数 时 能 够 通 


续 且 乡 
(一 


明 : 积分 


色 对 可 积 , 证 
2Z)2 
Q2t de 


可见 ， (2 如 


1 1 7 水 
0 
加 的 “ 核 ”, 因此 只 要 将 w(z, 妈 


过 积分 号 , 则 w(z, 国 就 满足 热 伟 


在 积分 号 下 将 被 积 函数 对 七 求 侦 $ 


Pa 外 
全 


到 的 积分 为 


(一 zz) 
se- 六 7 
定 m, 则 有 


40252 


也 )2 (一 o) 
4a2t de. 


(7.14) 
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二 
| 引 僵 十 co 4a2t 


因此 存在 M > 0, 使 得 积分 (7.14) 的 被 积 函 数 以 M| FS)| 为 强 函 数 ， 从 而 由 上 了 在 
(--co, +eo) 上 绝对 可 积 的 条 件 知道 该 积分 关于 上 E 身 ), 如 ] 一 致 收敛 . 这 样 就 根据 命题 
7.4 得 到 对 任何 zx 和 寺 > 0 有 


十 co 一 o) 
| 


2aVTLt 
加 1 3 frHcoo 加 的- 1 下 (一 2)2 巡 全 
到 这 1 遍 t 2 网 Fee at de 十 二 谢 > e 405 dt 


同样 可 以 证 明 对 任意 zx 和 t > 0 有 


人 


0 
5 司 =| 1 | ] 4 


因此 根据 习题 3309 就 得 到 3 一 o2 3 


最 后 一 步 是 证 明 : 在 守 一 +0 的 意义 上 所 给 定 的 w(z, 国 满足 初始 条 件 /2). 
利用 欧 拉 - 泊 松 积分 就 可 看 出 习题 3309 的 基本 解 具 有 以 下 性 质 : 


十 co 有 (一 站 )? 
| 1 ee。 4 de = 1. 
一 co 2aVTLt 


固定 z, 则 问题 归结 为 估计 


(一 2 
eG 4a2t d2. 


十 ce 下 
pe 有 -fol<| GO 一 AI 


利用 了 在 点 zx 连续 , 对 给 定 的 = > 0, 存在 6 > 0, 当 |q| < 5 时 , 有 
本 ,然后 将 上 述 右边 的 积分 分 拆 为 三 个 积分 进行 估计 : 


-ys (+ 六 +[)-7G 


2 一 0 


jZ+I) 一 AZ)| < 


和 
eat de (7.45 
(7.15) 


对 于 上 式 右 边 的 第 二 个 积分 作 代 换 6 一 2 三 就 有 


二 乱 O 胰 = 六 1 太一 0 
靶 20vV 完 ? 区 人 2 二 ? 
| = 二 
| e d7 一 蕊 . 


Oo 2aVTLt 3 


对 (7.15) 右边 的 第 三 个 积分 可 估计 如 下 : 


186 


Re 1 司 d 
| -7 二 
RE、 tm 1 
<| HI 二。 1 dE+Ifo| 有 
1 -本 rho floj| rr 
Er | 二 d5， 


之 和 小 于 


于 以 上 两 项 当 志 一 


H0 时 分 别 趋 于 0， 


天 


此 存在 如 > 0, 使 得 当 0 < 上 < 如 时 上 述 两 项 


对 (7.15) 右边 的 第 一 个 积分 可 作 代 换 站 = -7 这 时 得 到 的 积分 与 上 面 的 第 三 个 积 
了 可 看 出 当 0 < 上 < 如 时 它 也 小 于 与 : 综合 以 上 就 证 明了 


分 的 估计 相似 ， 


inala 昌 一 7 


注 在 以 上 证 明 
的 816.3.1), 可 以 知道 


就 是 以 上 > 0 为 连续 参数 的 非 负 核 函数 , 它 满足 作 为 核 函 数 的 两 个 最 基本 的 要 求 , 即 在 
于 1 同时 随 着 上 一 十 0, 这 个 积分 越 来 越 集 


(一 co, +co) 上 对 和 的 
一 个 小 区 间 上 . 如 [32] 
是 广义 函数 . 


口 


入 记 5 


的 关键 是 了 解 基本 解 所 具有 的 特性 . 联系 到 核 函 数 方法 


外 得 


1 指 日 


一 


见 [32] 


二 
4a2t 


1 
一 一 -一 e 
2QVTLL 


:于 原点 附近 的 
,这 个 核 函 数 在 圭一 +0 时 的 极限 为 狄 拉克 的 6 函数 , 也 就 
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87.4 欧 拉 积 分 (习题 3841-3880 ) 


内 容 简介 “本 节 是 关于 两 类 欧 拉 积分 的 习题 , 按照 其 难度 分 为 两 小 节 . 

两 类 欧 拉 积分 , 即 贝 塔 函 数 和 伽 玛 函数 , 是 最 常用 的 非 初等 函数 , 它们 一 般 均 用 
参 变量 的 广义 积分 来 定义 . 在 《习题 集 》 的 第 八 章 中 有 大 量 的 习题 需要 用 两 类 欧 拉 包 
分 进行 计算 . 

下 面 列 出 两 类 欧 拉 积分 的 定义 和 基本 性 质 . 

第 一 类 欧 拉 积 分 即 是 贝塔 函数 

Blz, 切 二 | te-1(1 一 四 对 dt (7.16) 

其 定义 域 为 z > 0,y > 0. 可 以 证 明 B(z,y) 在 其 定义 域内 无 限 次 连续 可 微 , 且 可 在 积 4 

号 下 逐次 求 导 . 用 代 换 rr = 工 - 上 即 可 证 明 贝 塔 函数 具 有 对 称 性 , 即 B(z,y) = B(y, z). 
令 上 = cos2p, 则 就 从 (7.16) 得 到 贝塔 函数 的 三 角 积 分 形式 : 


区 


I 


| 


2 


站 


B(z,y) 三 2 cos27-1 psin2y-1 op do. (7.17) 
若 在 (7.16) 中 作 代 换 一 于 即 习 = 二， 则 可 得 到 贝塔 函数 的 无 限 区 间 上 的 积 
分 形式 
隐 昌 王 ea 1 一 I 
B(z,y) 三 | TD dv (7.18) 


过 


贝塔 函数 的 以 上 三 种 形式 (7.15), (7.16) 和 (7.17) 都 是 在 应 用 中 的 常见 积分 . 由 于 
其 中 的 参 变量 z,y 可 以 取 任 意 正 实 数 , 因此 有 广泛 的 应 用 . 
第 二 类 欧 拉 积分 是 伽 玛 函数 
T(z) 三 人 妇 - re 一 db (7.19) 
其 定义 域 为 z > 0. 可 以 证 明 伽 玛 函 数 在 其 定义 域内 无 限 次 连续 可 微 , 且 可 在 积分 号 下 
逐次 求 导 得 到 


十 co 
To)(z) = | tle-t(nabm dt 
0 


如 85.9.3 的 习题 3105 所 示 , 伽 玛 函数 还 可 以 用 无 穷 乘 积 来 定义 . 这 时 的 定义 域 为 
除去 负 整 数 和 0 之 外 的 一 切实 数 . 在 85.9.4 的 命题 5.16 中 证 明了 当 z > 0 时 两 种 定义 


等 价 . 


下 面 将 伽 玛 函数 的 几 个 基本 性 质 以 命题 的 形式 列 出 . 


命题 7.7 伽 玛 函 数 满足 递 推 公式 T(z +1) = zT(z). 


注 用 分 部 积分 法 即 可 证 明 这 个 递 推 公式 . 

如 在 习题 3105 处 已 经 指出 , 从 直接 计算 得 到 的 T() = 工 出 发 就 有 T(2) = 1， 

= 2 T(4) = 3! 等 等 . 用 数学 归纳 法 可 以 证 明成 立 F(n 十 1) = mL 因此 伽 玛 函 数 是 
离散 情况 的 阶乘 的 连续 化 推广 . 


> 
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若 将 这 个 递 推 公式 写 为 FLz) = 工 世 士 蕊 就 可 将 伽 玛 函 数 的 定义 域 以 递 推 的 方式 


推广 到 所 有 不 是 负 整数 的 z < 0 处 . 由 于 习题 3105 已 经 证 明 用 无 穷 乘积 定义 时 也 成 立 

这 个 递 推 公式 , 因此 这 样 的 延 拓 与 无 穷 乘积 定义 仍 是 一 致 的 
在 下 面 的 附 图 中 作出 了 伽 玛 函数 在 定义 域 延 拓 后 的 图 像 , 其 中 z < 0 的 部 分 是 由 上 

述 递 推 公式 得 到 的 . 在 图 上 除了 标 出 > = 1 2, 3,4 处 的 曲线 上 的 点 之 外 , 还 标 出 了 计算 

中 经 常 要 用 到 的 了 ( 去) = v 抑 1.772 和 下 面 即将 提 到 的 最 小 值 点 . 
从 积分 表达 式 (7.19) 容易 直接 看 出 工 (二 0) = 二 oo, 下 (+oco) = 二 co， 
利用 二 阶 导数 


Tw(z) = | tz-le-tdt > 0， 

0 
可 见 当 z > 0 时 人 徊 玛 函 数 为 严格 凸 函 数 . 由 此 又 可 推出 其 导 函 数 T(z) 于 z > 0 时 为 从 
一 co 严格 递增 到 +ce 的 单调 函数 , 因此 伽 玛 函数 在 z > 0 内 存在 唯一 的 最 小 值 点 和 最 
小 值 . 可 求 出 zmin 闪 1.4616, 最 小 值 约 为 0.886. 


函数 在 区 间 -5 < Z < 4.1 上 的 图 像 


联系 两 类 欧 拉 积分 的 最 重要 公式 就 是 下 一 个 命题 中 的 狄 利 死 雷公 式 . 


命题 7.8 ( 狄 利克 雷公 式 ) 两 类 欧 拉 积分 之 间 成 立 恒 等 式 


B(z,y) 三 其 和 仆 - (7.20) 


利用 贝塔 函数 的 三 角 积分 表达 式 (7.17), 就 得 到 了 B( 寺 ,去 ) = r, 然后 就 可 从 狄 利 
克 雷 公式 得 到 前 面 已 经 提 到 的 


T( 亏 ) = VT. (7.21) 
公式 (7.20) 对 87.3 中 的 (习题 3803) 欧 拉 - 泊 松 积分 给 出 了 一 个 新 的 证 明 : 
二 oem 1 free -村 - 本 | 1\ _ VvTF 
| e dz= 去 | 二 ed 一 二 (二 ) = 全 
于 贝塔 函数 的 许多 性 质 都 可 以 通过 狄 利克 雷公 式 (7.20) 得 到 , 因此 下 面 主要 列 
出 何 玛 函数 的 其 他 几 个 主要 性 质 . 


na 


这 相当 于 
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命题 7.9 ( 余 元 公式 ) FT(z)T 任 三 击 二 二 (0 < 过 < 贡 . 
注 “ 对 于 伽 玛 函 数 的 积分 定义 , 余 元 公式 只 在 0 < z < 工 上 成 立 , 但 在 用 递 推 公式 
将 伽 玛 函 数 的 定义 域 从 z > 0 延 拓 到 在 所 有 的 非 负 整 数 和 0 之 外 的 实数 范围 后 , 余 元 公 


式 对 非 整 数 的 z 均 成 立 . 此 外 , 用 z = 志 3 代入 余 元 公式 中 , 又 可 得 到 工 ( 霹 二 VT. 


命题 7.10 ( 勒 让 德 加 们 公式) F(z)T(z + 二 ) = 


注 重要 性 可 从 下 列 事实 看 出 . 在 [11] 的 第 二 卷 532 小 节 中 证 明 ， 
设 函 数 Flz) 及 其 导数 在 z > 0 时 皆 连 续 ，jF(z) 无 零点 , 且 满 足 


je+D=zja，jaje+ 避 = 到 于 /en 


二 T 工 (2z). 


命题 7.11 lnT(z) 在 (0, 上 oo) 上 为 凸 函数 . 


在 右边 的 附 图 中 作出 了 (0,+ee) 上 的 T(z) 和 
lnT(z) 的 图 像 , 它们 都 是 严格 凸 函 数 . 命题 7.11 的 重 
要 性 可 从 下 列 定理 看 出 . 


命题 7.12 ( 波 尔 -摩尔 路 波 定理 ) 若 在 区 间 
(0,+eo) 上 的 函数 /zz) 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(DGz) >0 且 1) = 了 1 

(2) FLz 二 1) = ZA(z); 

(3) In f(z) 是 (0, +co) 上 的 凸 函 数 ; 
则 /z) 三 T(z). T(z) 和 InF(z) 的 图 像 

以 上 关于 伽 玛 函 数 的 基本 性 质 的 证 明 , 均 可 在 [7, 11, 32, 33] 等 有 关 欧 拉 积 分 的 章 
节 中 找到 . 


7.4.1 “与 欧 拉 积 分 有 关 的 积分 题 工 (习题 3841-3861) 


这 一 小 节 的 习题 除了 开始 的 两 题 是 讨论 伽 玛 函数 和 贝塔 函数 的 可 导 性 之 外 , 一 般 
都 可 以 通过 简单 运算 化 为 欧 拉 积 分 . 


习题 3843 计算 积分 分 | Vz 一 Z2dz. 


解 ” 记 积分 为 工 利用 欧 拉 积分 可 计算 如 下 : 


二 呈 3 3 了 \ 了 2 
IT= jz 0-o” dz=B (2 /= Tr( 3 一 2 一 8 
这 里 所 用 到 的 工具 包括 贝塔 函数 的 定义 、 狄 利克 雷公 式 (7.20)、 伽 玛 函 数 的 递 推 公式 和 
公式 (7.21). (本 题 也 不 难 直接 计算 求 积 .) 
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习题 3845 计算 积分 罗 2 dz 
0 


解 ” 记 积分 为 工 利用 贝塔 函数 的 无 限 区 间 积 分 形式 (7.18), 即 可 计算 如 下 : 


一 全 这 村 本 


3 5 
| _ 1r( 寺 Jr( 号 ) = 1. 区 
4 sin 村 2V2 
注 这 里 用 了 命题 7.9 的 余 元 公式 , 但 也 可 以 用 命题 7.10 的 勒 让 德 加 倍 公 式 得 到 
此 外 本 题 作 代 换 工 一世 可 化 为 有 理 函 数 的 广义 积分 后 求 积 , 但 计算 复杂 得 多 . 


区 


习题 3848 计算 积分 | 人 sin6 zcos47 dz， 


解 ” 记 积分 为 工 根据 贝塔 函数 的 三 角 积分 形式 (7.17) 就 有 


一 
TB 人 (可 呈 ) =， 二 3 
下 二 
5 


一 药 | T( 二 )] = 省 . 


注 “本 题 也 可 以 用 熟知 的 公式 (4.9) 来 计算 , 但 公式 (7.17) 中 的 z,y 可 以 是 任意 的 
正 实 数 , 因此 适用 范围 要 比 (4.9) 大 得 多 . 
习题 3851 求 积分 | ”- 严 -dz On > 0) 的 存在 域 , 并 用 欧 拉 积 分 表示 该 积分 
0 


解 ” 记 积分 为 工 作 代 换 z" = 坊 得 到 


7 0 工 十 忒 
于 此 积分 有 奇 点 土 = 0 和 + = 十 co, 其 被 积 函数 /b 在 两 个 奇 点 处 的 性 态 分 别 为 
/的 ~ 开本 全 9， 的、 -天 本 亿 -+ooh， 
友 友 “= - 郊 


即 可 知道 当 0 < mm < 7 时 积分 收敛 . 
根据 贝塔 函数 的 无 限 区 间 上 的 积分 


式 (7.18), 狄 利克 雷公 式 和 余 元 公式 即 可 计算 


NY 


得 到 
7 了 二 2B(1 7 ， 到 】 
作 作 作 
| 770 MAN 元 
= ra 人 
亿 
注 当 么 =1< 史 时 , 即 得 到 公式 
| 2 元 
0 工 十 2 msin 区 
作 


它 包 含 了 较 常 见 的 由 = 3,4;6 等 广义 积分 为 其 特例 , 与 它们 相应 的 不 定 积分 计算 见 
8$3.2.1 的 习题 1881, 1884, 1886. 
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习题 3852 求 积分 | -到 -rd 的 存在 域 ,并 用 欧 拉 积分 表示 该 积分 
0 (1+2z) 

解 ” 记 积分 为 二 由 广义 积分 的 收敛 性 判别 法 可 见 当 0 < mm < 郊 时 积分 收敛. 利用 
贝塔 函数 的 无 限 区 间 积 分 形式 (7.18) 就 知道 本 题 的 积分 等 于 
工 (m 一 ?piE(P) 

Fn) 


了 王 B( 一 7n7m) 三 


习题 3853 求 积 4 的 一 人 dz (ao>0b5>07m >0) 的 存在 域 , 并 用 欧 拉 
0 (a 十 DZ )z 
积分 表示 该 积分 . 


提示 “ 作 代 换 pz" = ut 使 得 分 母 为 az(1 十 娘 2. 


习题 3854 求 积分 | 王后 全 -dz (0 < a < 六 ce > 0) 的 存在 域 , 并 用 了 
拉 积 分 表示 该 积分 . 
解 1 记 积分 为 二 a 和 可 能 为 奇 点 . 按照 广义 积分 收敛 的 比较 判别 法 可 见 积分 的 
存在 域 为 mm > -1 7 > -1. 先 作 代 换 z=a+( 一 ao) 坟 则 得 到 
7 [ 刀 忆 一 芭 ” 4/ 


8 一 0 jo (十 入 )mTnT2 dt， 
中 和 = 全 二 .然后 再 作 线性 分 式 代 换 二 = 械 工 区 , 它 使 得 当 t 从 0 到 1 时 ,7 也 
从 0 到 1 计算 得 到 工 -二 1-T _ 和 dt -dr 于 是 有 


上 十 人 入 (+ 工人 


1 工 T 1-7\ dr 
| 和 ) 吉 

| 

一 aGL+ 和 PT 

加 (0 上 的 到 二 

(8 二 ec)m+l(a 十 cjn+1 


解 2 (概要 ) 一 开始 与 解 ] 相同 , 先 得 到 7 = 二 | 


B( 有 十 1 十 J 


B(mm 十 1 即 十 了 


1 如 (1 一切” 


,让 向 然 后 作 代 


换 
Rs 
入 十 (1 十 入 )v， 
t 从 0 到 1 时 ,六 从 + 上 +eo 到 0. 以 下 计算 可 化 为 贝塔 函数 的 形式 (7.18), 从 略 . 
注 在 以 上 求解 中 假设 了 a +c 夭 0 和 +c 头 0, 否则 在 第 一 步 化 为 [0,1] 上 的 积 
分 后 计算 更 为 简单 . 


习题 3858 求 积分 | 二 开 Jr dz (0 < | < 1) 的 存在 域 , 并 用 欧 拉 积分 表 
0 


1 工 十 KcosZ 
示 该 积分 . 


| 


提示 “用 三 角 函 数 积分 的 万 能 代 换 + = tan 邓 (参见 83.4.3) 即 可 化 为 0, +cc) 上 的 
职 分， 然后 再 作 代 换 化 为 贝塔 函数 的 无 限 区 间 积 分 形式 (7.18)， 
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7.4.2 “与 欧 拉 积 分 有 关 的 积分 题 II (习题 3862-3880) 

这 里 的 多 数 习 题 要 比 上 一 小 节 的 习题 难 一 点 , 例如 除了 用 欧 拉 积分 的 定义 和 性 质 
之 外 , 还 可 能 需要 含 参 变 量 积 分 在 积分 号 下 的 求 导 和 求 积 运算 或 其 他 技巧 . 此 外 , 最 后 
两 题 是 求 曲 线 弧 长 和 曲线 所 围 面积 的 应 用 题 . 


习题 3862 求 积分 |， zze “nzdz (a > 0) 的 存在 域 , 并 用 欧 拉 积 分 表示 该 各 


0 


分 


解 ” 记 积分 为 盖 可 从 其 表达 式 确定 当 Pp > -1 时 积分 收敛 . 作 代 换 az = 已 则 就 可 
利用 伽 玛 函 数 的 导数 表达 式 得 到 


十 ce 十 co 
三 | tze-tlntdt 一 全 | tze-tdt 
CO 


] 
= 一 -To+D- 2 TD 二 DJ) 


+ce 22lnz 


习题 3864(b) 求 积分 | 下 


用 广义 积分 的 敛 散 性 判别 法 可 见 当 -1 < 


解 对 于 积分 了 et 
70 < 2 时 积 ee 8 
对 积分 T(r) 作 代 换 z3 = 已 并 利用 贝塔 函数 的 无 限 区 间 积 分 形式 (7.18), 得 到 


7 一 2 
人 
Tom = 寺 | 本， 
_ 工 70 十 工 呈 寺 ) 
= 地 B(1 3 ”3 
| 亚 卫 ( 亚 了 ) 
= 二 (1 3 3 
二 由。 元 
3  ，TFlm 二 1) 
sn 一 3 


中 最 后 一 步 用 了 余 元 公式 . 


半 | 
上 


用 强 函 数 判别 法 即 可 证 明 在 区 间 -1 < mm < 2 内 对 含 参 变量 积分 T(m) 求 导 可 以 通 
过 积分 号 (请 读者 补充 ), 从 而 得 到 
十 ce 郊 亿 
了 (mm) = | 了 dZ， 


因此 本 题 的 积分 等 于 了 (1). 
利用 前 面 已 经 得 到 的 7(r) 的 表达 式 即 可 计算 得 到 
2 区 
xy 3 妈 1 4 2 
人 [3 019 


9 
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S 十 co 一 1 __ 一 1 本 ER 
习题 3865 求 积 | 1 的 存在 域 , 并 用 欧 拉 积 分 表示 该 积分 . 
0 


提示 “ 先 判定 当 0 <p < 1 0 < 4 < 1 时 积分 存在 , 然后 利用 


TD 一 工 、 友 9 一 1 D 
一 一 一 一 一 一 02 dz/， 
nz 


9 
将 原来 的 积分 化 为 积分 号 下 求 积 , 即 积分 顺序 的 交换 问题 求解 . 


ZD 一 1 一 


一 2 2 
下 沁 dz 的 存在 域 , 并 用 欧 拉 积 分 表示 该 积分 . 


习题 3866 求 积 4 | 
0 
提示 “ 记 积 分 为 二 则 有 
于 二 | ZP-1L(1 一 Z)-Ldz 一 | ZTP(1 一 2)-1Ldz， 
0 0 
因此 可 以 将 工 看 成 为 


了 = imuPBW， 5) B(1 一 也 ， 5)]， 
然后 用 狄 利克 雷公 式 计 算 即 可 . 


习题 3868 ( 拉 比 积分 ) 求 积 4 | 全 车 感 二 训 
0 


解 ” 从 命题 7.9 的 余 元 公式 FT(zJT(L- 圈 = 一 工 - (0<z<DH 出 发 , 取 对 数 , 在 
[0,1] 上 积分 , 就 可 得 到 
InE(z) dz 十 InE(1L 一 Z)dz = | In 
| 0 0 


< 
S1m0 元 2 


1 
一 ]nT 一 | lnsin TzZ dz. 
0 


然后 对 左边 第 二 个 积分 作 代 换 1-z= 上 妃 并 将 变换 后 的 积分 中 的 积分 变量 二 又 改 记 为 

2Z, 于 是 左边 的 两 项 相等 又 对 于 最 后 一 式 中 的 积分 作 代 换 rz = s, 然后 利用 对 称 性 和 

84.4.1 的 习题 2353(a) ( 欧 拉 积分 ) 的 答案 , 就 得 到 
三 3 人 二 2 ij 

| Pro dz2 一 本 ]mn 苑 贡 | msinsds 


工 
= 去 mr 元 | lnsin s ds 
2 区 Jo 
三 , 证 1 ，/ 区 5 
= 本 Ja 区 守 人 7 ln2) = ln V27. 


习题 3869 ( 拉 比 积分 ) 求 积 / 全 0 


QQ 


提示 “将 积分 对 e 求 导 并 利用 w = 0 时 的 上 题 的 答案 . 


习题 3874 ( 欧 拉 乘 积 ) 证 明 等 式 : 


J[ 攻 Zm-le-7 dz 一 (去 ) (2mr) 了 


Re 
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工 
解 “ 记 等 式 左边 为 二 用 代 换 zm" = 了 十 则 dz = 二 m dt 于 是 有 


十 交 二 ce 22 一 
| ”xmlerz dz= 元 | 于 ertdt 


0 7 Jo 
二 二 IT( 灵 ) (mm 一 1 7). 
几 几 


这 样 就 可 以 将 要 求证 的 等 式 的 左边 变 为 


ET 


将 上 和 式 右边 的 连 乘积 记 为 瓦 , 并 用 余 元 公式 , 则 有 
也 一 工 也 一 工 
台 - 秆 r( 中 ) .对 r 人 ea 
史 一 1 记 E 
- 生 r(s)r(e5m) -于 和 
mm 一 1 mm 一 1 辐 


现在 引用 一 个 三 角 恒 等 式 


下 sin 2 一 本 (7.22) 
隐 一 工 
即 可 得 到 配 = em， 将 其 开平 方 后 代入 工 的 表达 式 中 就 得 到 所 要 求证 的 等 式 


最 后 补充 证 明 恒等式 (7.22). 它 是 更 为 一 般 的 恒等式 的 特例 . 
三 角 函 数 的 和 与 积 的 计算 ?” 0 18 给 出 了 恒等式 
世 sin(z+ 2) = 号 喷 . (7.23) 
720 
两 边 除 以 sinz ( 即 mm = 0 的 因子 ), 令 zx 一 0 就 得 到 (7.22). 
对 于 (7.22) 的 较 简 明 的 证 明 见 0 的 第 二 卷 531 小 节 的 6"， 其 方法 如 下 ( 它 与 
84.1.1 的 习题 2192 Eee 
引入 记号 w = em ， 从 因 式 分 解 
各 一 1 一 (zz 一)(z 一 wj(z 一 wo (z 一 wr 
出 发 , 两 边 除 以 z - 1, 再 取 极 限 zx 一 1 由 于 左边 为 lim(l 十 2 十 闪 十 :十 和 二 人 
即 可 得 到 


2 


在 [26] 的 $29 “一些 


一 (1 一 w)(1L 一 wp(1 一 ww 一 3， 
将 此 式 两 边 取 模 , 得 到 史 = |1 一 w| :1 一 2 | 一 w2 一 |. 
对 其 右边 的 因子 计算 得 到 有 明显 几何 意义 的 等 式 (如 附 
图 所 示 就 是 复 平面 上 点 1 到 ww 之 间 的 距离 ): 


1-oi|=|1- (cos 忆 亚 十 isin 3 | 


= 2sin 刀 亚 (人 一 12 一 了 
代入 前 式 即 得 (7.22). 习题 3874 的 附 图 
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注 ， 整 个 证 明 过 程 ， 


195 
有 一 1 风 一 1 
要 就 是 计算 妃 = [FT( 于 ) =m 三 (2m) 三 ， 它 称 为 欧 提 
乘积 , 量 为 更 一 般 的 高 斯 公式 的 特例 , 参见 [第 二 卷 536 小 节 . 
习题 3875 证 明 等 式 lim 品 ez dz 一 1. 
解 ” 在 积分 中 用 代 换 zm = 已 则 dz = 工 { 荆 -dt 于 是 有 

im 垃 隐 dt 
和 

习题 3876 利用 等 式 忘 上 


”tmrlerztdt(z > 0), 求 积分 
| | COS QZ 县 
0 化 


(0 < mm < 1]1). 
提示 “将 题 ， 


所 给 的 等 式 代 入 上 述 积分 中 , 就 成 为 积分 顺序 交换 问 
参考 87.3.2 的 习题 3812.1 ( 狄 利克 雷 积分 ) 的 解 3 中 的 说 明 . 
习题 3878 ( 欧 拉 公 式 ) 证 明 : 


oo 六 
() | 


性 可 


tleicosc cos(Xtsin an dt 


上 


刀 -le- cosc sin(Atsin a) dt 一 2 Sin QZ; 
(入 > 0,z> 0， 了 


后 
可 


解 1 改 记 和 cosa = oa, 和 sina = 0 又 将 两 个 积分 看 成 为 参 
z>0 和 as (一 至 , 季 ), 分别 记 为 
u(Db) 一 人 tle-otcostdt，V(D) 
0 
记 (区 一 _(O 十 记 ( 人 . 
利用 古 设 条 
为 强 函数 , 即 可 证 明 命 是 


可 知 c > 0. 这 时 对 上 述 两 个 积分 的 被 积 函数 关于 "的 导数 
命题 7.4 的 条 件 满 足 , 于 是 和?v 对 
行 , 从 而 得 到 


变量 吃 的 函数 , 固定 
并 


二 


ce 
| tz-ie-ot sin bt dt， 
0 


tze 一 co 

寺 的 导数 都 可 以 在 积分 号 下 进 
十 co 

2 一 | 


然后 1 


tze-%tsin bt dt 
0 
分 部 积分 法 得 到 


/ 
2 一 


十 
| tze-ot cogs pt dt， 
0 


二 


一 (Q 一 这 )t 
基 三 到 


天 ,AN ， 0 2 _ Ra 一 (a 一 边 )t 
一 (十 io 一 1 tre (cos 上 十 isinbt)dt 一 ji 如 e dt 
0 

。 t 一 十 oo 


1Z 
t=0 


t2 一 1e 一 (一 记 儿 dt 
a 一 了 bjo 
一 0 一 了 
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此 即 可 得 到 


(ua 一边) 三 C， 
中 常数 C 待定 . 用 5 = 0 代入 , 利用 
u(0) = 响 tz-le-o 和 = 起 Tr(z)，w(0) = 
即 可 确定 C = w(0)az = T(z). 将 它 代入 w( 世 ,并 利用 o 十 妈 = 和 2 和 aw 十 亡 = 和 eic, 就 
可 得 到 所 要 求证 的 等 式 : 
IT(z) [IT(z) 


wb) 一 & 十 记 (D) 三 宙 二 六 后 汪 县 (oa 十 这 )? 


营 LTz) (Xeic)z 到 [(Z) 


2 和 (cos az 十 isin azZ). 
解 2 (概要 ) 将 两 个 等 式 左边 的 积分 看 成 为 参 变量 a 的 函数 , 分 别 记 为 w(a) 
和 v(a), 然后 验证 它们 对 a 求 导 可 通过 积分 号 , 且 计 算得 到 w(a) = -xzo(a) 和 
wa) = zu(a), 于 是 问题 归结 为 求解 二 阶 常 微分 方程 w(a) + z27(a) = 0. 详 见 [9]. 
解 3 (概要 ) 将 两 个 积分 分 别 记 为 愉 和光 在 必 一 记 的 积分 表达 式 中 作 代 换 

2 = 和 teic, 得 到 


2 6 了 冯 二 元 [T(z)， 


0 
然后 等 置 两 边 的 实 部 和 虚 部 即 得 ( 见 [ 引 ). 只 是 这 里 的 代 换 以 及 代 换 后 的 积分 路 径 都 已 
经 超出 了 数学 分 析 的 范围 . 关于 在 复 域 中 的 伽 玛 函 数 的 讨论 见 [31] 的 第 十 二 章 . 


ec 一 ic7 攻 ， eriaz 
到 


习题 3879 求 曲线 
思 一 an cosmnpD (a > 0,m 为 正 整 数 ) 


的 长 . 


解 ”该 曲线 是 由 郊 个 相同 的 封闭 圈 所 组 成 的 , 设 此 曲线 全 长 为 二, 则 按照 曲线 弧 长 
的 极 坐 标 计 算 公 式 有 


有 本 4 3 
5=2n|” +r5dp=2na| COS 另 node =2| cosm 0db 
0 0 0 


注 “ 若 再 用 


于 IT( 却 十 总 ) VET( 动 ) 南 () 
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87.5 傅 里 时 积分 公式 (习题 3881-3900 ) 


内 容 简介 傅 里 叶 积 分 是 传 里 叶 级 数 在 非 周期 函数 情况 的 推广 , 本 节 是 有 关 的 计 


算 题 训练 . 


对 傅 里 叶 积 分 的 理解 可 以 从 与 85.6 的 傅 里 叶 级 数 作 对 比 开 始 . 
傅 里 时 积分 公式 为 : 
jz) = | 人 


积分 号 下 的 “系数 "为 : 


ao = 去 | HeosXdk 
十 


1 
元 

5 鸭 = 去 | As 上 

在 85.6 中 与 (7.24) 对 应 的 就 是 函数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 : 


jz) = 他 十 >》 (an cos720 十 bn Sin 7 )， 


让 二 革 


而 与 (7.25) 对 应 的 就 是 计算 传 里 叶 系数 的 欧 拉 - 傅 里 叶 公式 (5.22): 


DR 天 | 7le)eosnzdz (7 0)， 
on 一 天 | ysinnzdz ( 风 了 ). 


从 物理 上 来 看 , 傅 里 叶 级 数 就 是 将 复杂 的 振动 分 解 为 许多 个 谐振 动 的 亚 加 , 其 


(7.24) 


(7.25) 


1 藻 


复杂 振动 的 频率 为 w, 则 各 个 谐振 动 的 频率 均 为 w 的 倍数 . 将 它们 的 振幅 按 频 率 排列 就 
得 到 离散 的 频谱 . 由 上 述 对 比 可 见 , 傅 里 叶 级 数 是 对 周期 性 复杂 振动 的 离散 频谱 分 析 ， 


而 傅 里 叶 积分 则 是 对 非 周期 性 的 复杂 振动 的 连续 频谱 分 析 . 它们 在 光学 、 声 学 和 无 线 电 


技术 等 方面 都 很 重要 . 


习题 3881-3895 就 是 对 于 给 定 的 函数 /zj), 用 公式 (7.25) 计算 其 傅 里 叶 积 分 中 的 
系数 ac() 和 OA), 并 根据 收敛 性 定理 得 到 傅 里 叶 积分 (“ 展 开 式 ”) (7.24). 这 与 85.6 中 


的 传 里 叶 级 数 的 计算 题 的 意义 相同 , 也 就 是 进行 频谱 分 析 . 


习题 3896-3899 则 是 傅 里 叶 变换 的 计算 题 . 实际 上 傅 里 时 变换 只 是 傅 里 叶 积 分 及 其 
系数 的 复数 形式 中 . 与 上 面 的 比较 相似 , 傅 里 叶 变换 可 以 与 复 传 里 叶 级 数 作 类 比 . 


在 傅 里 叶 级 数 展 开 式 中 用 欧 拉 公式 于 cosnz 和 sinmz, 并 记 cn = an 一 ic = 


an 十 ibm = zw, 风 = 0,1……， 就 得 到 复 傅 里 叶 级 数 
十 co 
沁 厅 三 部 > cneinz . 
这 时 的 傅 里 时 系数 也 可 以 写成 为 复数 形式 : 


@ 由 于 复数 同时 含有 振幅 和 相位 的 信息 , 在 多 数 应 用 领域 中 ， 
现 和 使 用 的 . 


得 


里 叶 级 数 和 传 里 叶 积分 都 是 以 复数 形式 出 
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现在 将 公式 (7.25) 的 ac ,DO 代入 (7.24) 中 , 就 可 得 到 
j 四 = 二 | 王 双 [ JeosxXz -日 星 
于 JI6)cosX(z - 关 于 和 为 偶 函 数 , 因此 上 式 可 改写 成 为 


Oo 


fj@= 吉 门 私 [站 7GesMe-9d 


又 因 丰 ” fosinXz -6de 关于 和 为 奇 函 数 , 因此 至 少 在 柯 西 主 值 意义 上 有 (参见 


84.4.4) 


0=vp| 去 人 do j(9smnMz 一 6dt| 


j 欧 拉 公式 合并 以 上 两 式 就 得 到 (在 柯 西 主 值 意义 上 成 立 的 ) 


二 


fm= 击 [站 几 [7AOexe9de 
= 过 [ 门 喀 [17e 天上 


将 上 式 分 拆 开 来 , 一 般 称 


PO= -高 [76e “dt (726) 
为 F(z) 的 傅 里 叶 变换 ,而 称 
下 二 区 玉 (WJeixe dX (7.27) 


为 下 (入 ) 的 逆 傅 里 叶 变 换 包 . 

于 是 可 见 , 一 方面 上 述 两 个 变换 公式 与 传 里 叶 级 数 的 复 形式 很 相似 , 另 一 方面 , 传 
里 时 变换 的 两 个 公式 本 身 又 非常 相似 . 在 许多 应 用 领域 中 , 将 z 改 记 为 已 代表 时 间 , 而 
将 入 改 记 为 w (或 肪 , 代表 频率 , 则 傅 里 时 变换 就 是 从 时 域 到 频 域 的 转换 , 而 其 逆 变 换 就 
是 从 频 域 到 时 域 的 转换 . 

如 同 函数 可 展开 为 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 理论 一 样 , 傅 里 叶 积分 以 及 傅 里 时 变换 也 
有 相似 的 收敛 性 理论 . 如 《习题 集 》 所 指出 , 若 ftz) 在 (-co, +co) 上 绝对 可 积 , 又 与 其 
导 函 数 在 任何 有 限 区 间 上 均 分 段 连续 , 则 在 太 的 连续 点 上 传 里 时 积分 公式 (7.24) 成 立 ， 
而 在 不 连续 点 上 , 该 公式 左边 应 换 成 为 去 [flz 二 0) + ftz 一 0)] 

在 数学 分 析 教 科 书 中 , 对 传 里 叶 积分 作 较 详 细 介 绍 的 主要 有 [13] 的 第 三 卷 的 819.6 
和 [33] 的 第 二 卷 的 818.3. 在 上 7] 的 第 二 卷 的 84.13, [6] 的 第 一 卷 和 [22] 的 一 卷 二 分 册 中 
也 有 传 里 叶 积 分 的 材料 . 此 外 还 有 关于 傅 里 叶 积 分 的 理论 和 应 用 方面 的 专车 . 
@ 在 各 种 文献 中 所 用 的 传 里 叶 变换 及 其 道 变换 的 定义 可 能 略 有 差别 , 其 中 包括 在 两 个 积分 前 的 系数 可 能 
分 别 取 为 1 和 款 -， 而 在 被 积 函 数 中 的 指数 函数 的 指数 中 所 到 的 符号 也 可 能 与 这 里 相反 。 


全 
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还 可 以 指出 , 傅 里 叶 变 换 与 87.3.3 中 的 拉 普 拉 斯 变换 有 密切 联系 , 同时 也 是 求解 某 
些 偏 微分 方程 的 有 力 工 具 (例如 见 [6] 的 第 二 卷 ), 本 节 最 后 的 一 个 习题 3900 则 是 求解 
积分 方程 的 计算 题 


1，|z| < 1 


习题 3881 用 傅 里 叶 积 分 表示 /xz) = | 
0， |z| > 1 


解 ”由 于 jz) 为 个 函数, 因此 (和 ) = 0. 计算 得 到 
二 . 
a( 入 ) 一 | cadE = 二 | =- 二 到 
于 函数 /z) 在 (--co, +co) 上 绝对 可 积 , 同时 又 与 其 导数 在 任何 有 限 区 间 上 分 段 连续 ， 
因此 在 连续 点 处 , 即 当 |z| 工 时 , 成 立 
Jz) = 一 | 到 cosSA 和 7Z d 和 ， 
0 
而 在 不 连续 点 处 , 即 于 z = 士 1 处 , 由 于 


JIL-0)+ALI+0 1 
2 2 
fCI-O+HfCi+0 1 
2 人 
因此 有 
六 一 天 : 人 si cos 入 qd. 
0 
在 下 面 的 附 图 1 中 作出 了 APz) 的 图 像 . 在 附 图 2 中 作出 了 ca() 的 图 像 . 由 于 (ON) = 


而 从 (7.25) 和 (7.26) 可 知 有 严 ( 入 ) = 了 了 [a a(A) 十 按 ())], 因此 也 可 知道 本 题 函数 Flz) 的 
傅 里 叶 变换 严 ( 和 ) 以 及 频谱 | 严 ()| 的 大 致 形状 . 


习题 3881 的 附 图 1 习题 3881 的 附 图 2 


注 ， 本 题 的 傅 里 叶 积分 公式 , 无 论 是 在 连续 点 还 是 不 连续 点 处 , 都 可 以 从 87.4 的 猴 
利 死 雷 积分 直接 得 到 . 


习题 3886 用 傅 里 叶 积 分 表示 函数 fF(z) = (a > 0). 


1 
Q2 十 了 2 
解 ” 由 于 /(z) 是 奇 函 数 , 因此 a(X) = 0. 计算 得 到 

5 = 寺 | 二 二 党 sin)6de = er (> 0)， 


中 引用 了 8$7.3.2 的 习题 3826 的 拉 普 拉 斯 积分 万 ; 的 答案 . 
这 时 的 傅 里 叶 积 分 的 等 式 


N 
不 


记 了 二 
0 
可 以 从 右边 的 广义 积分 直接 得 到 ( 见 84.4.1 的 习题 2347). 于 本 题 的 Fz) 在 


(-co, +co) 上 非 绝 对 可 积 , 因此 本 节 中 所 说 的 收敛 性 充分 条 件 不 满足 . 
注 当 jz) 在 (-co,+co) 上 非 绝对 可 积 时 , 在 [1] 的 第 二 卷 714 小 节 中 给 出 了 傅 
里 叶 积分 公式 成 立 的 其 他 充分 性 条 件 . 


下 TT 


加 4sinwt， | 二 芯 rm ， 
习题 3889 用 传 里 叶 积分 表示 函数 / 力 = 3 (为 正 整数 )， 
0 本 
(LU 
提示 “此 题 计 算 不 难 , 只 是 可 以 看 到 , 当 冯 充分 大 时 ，jFb) 的 频谱 高 度 集中 在 入 = w 
的 附近 , 请 读者 对 此 作出 解释 . 
习题 3898 对 于 函数 flz) = e- 三 求 其 傅 里 叶 变换 . 
解 ” 如 在 导出 (7.26) 时 所 说 , 傅 里 时 变换 的 积分 表达 式 是 在 柯 西 主 值 意义 上 来 定 


义 的 , 因此 对 本 题 就 有 


和 
roO= -高 | e erix de 


二 二 放 e 3 cos 和 e de. 


入 2 了 2 
利用 $7.3.1 的 习题 3809 的 答案 , 即 可 得 到 忆 (X) =e 2 . 这 表明 函数 e 2 的 傅 里 叶 
变换 就 是 其 自身 . 


习题 3900 (a) 求 函 数 p(z), 设 
十 co 
2(V) cos ZV dy 三 


本 
1 十 22 
解 设 2(z) 在 偶 延 拓 后 在 (-co, +co) 上 满足 傅 里 时 积分 收敛 的 条 件 , 则 按照 公式 
(7.26) 可 知 其 傅 里 叶 变 换 为 
2 本 
FO = 二 | ecosXgE= 二， 
时 逆 变换 即 可 得 到 w(z). 由 于 已 是 入 的 偶 函 数 , 于 是 可 按照 (7.27) 


因此 只 要 再 作 傅 
计算 如 下 : 


[HH 


区 


一 COSAT dA 一 z (zZ > 0)， 
工 jJo 工 + 入 


! 最 后 一 步 利 用 了 87.3.2 的 习题 3825 ( 拉 普 拉 斯 积分 万 ) 的 答案 . 
注 ， 本 题 是 关于 未 知 函 数 po(y) 的 积分 方程 , 它 是 否 还 有 其 他 解 是 需要 研究 的 . 在 
[11] 的 第 三 卷 718 小 节 的 例题 3) 的 底 注 中 指出 , 已 经 证 明 这 类 积分 方程 的 连续 解 不 会 
光村 三 各 


2 [+oo 
成 击 三 /全 | F(W) cosXzd% 


人 


第 八 章 重 积 分 、 曲线 积分 和 曲面 积 


内 容 简介 本章 包 含 了 多 元 积分 学 的 全 部 内 容 , 共有 17 节 , 其 中 前 10 节 从 二 重 积 
党 | 面积 


站 
| 
旺 
党 
3 四 
六 
虹 
拉 
避 
3 
阅 
薄 
址 
册 
寻 
王 
< 革 
盐 
过 
怀 
片 
到 
也 
起 
一 
二 
过 
3 
阅 


分 和 场 论 初步 . 


88.1 二 重 积 分 (习题 3901-3983 ) 


内 容 简介 ”按照 习题 的 内 容 分 成 六 个 小 节 . 第 一 小 节 中 包括 从 二 重 积 分 的 定义 到 
中 值 定 理 和 平均 值 有 关 的 习题 , 第 二 小 节 主 要 是 在 直角 坐标 下 的 二 次 积分 顺序 交换 以 
及 有 关 的 一 些 计 算 题 , 第 三 和 第 四 小 节 则 是 与 极 坐标 变换 和 一 般 坐 标 变换 有 关 的 习题 . 
第 五 小 节 是 含 参 变量 的 二 重 积分 , 最 后 的 补 注 小 节 介绍 卡 塔 兰 方法 . 


8.1.1 二 重 积 分 的 定义 与 估计 (习题 3901-3915) 


这 一 小 节 的 15 个 习题 有 多 方面 的 内 容 , 其 中 包括 积分 定义 、 积 分 估计 、 拢 
的 二 次 积分 计算 、 积 分 中 值 定理 等 . 


T 
或 
久 | 
渤 


习题 3901 把 积 / | | zydzdy 当 作 积分 和 的 极限 , 用 直线 


0 乏 Z 乞 1 
0< 和 y 乏 1 
1 
人 二 一 一 (7 一 12 ;了 一 工 
证 2， ) 


严 积 分 区 域 分 为 许多 正方 形 , 并 选取 被 积 函数 在 这 些 正 方形 之 右上 顶点 的 值 , 计算 此 积 
和 


解 这 时 有 Azi = A 久 = 二 ,zi 一 二 , 力 一 二 ,2 一 二 mu 因此 有 
二 
|‖ warw= 下 并 roAcAn= 总 [( 估 于 区 ( 信 开 划 ] 
0< 和 zs 和 1l 计 1 5 三 1 1 一 1 7J=1 


0< 和 y 和 1 
十 切 ” 
二 
注 由 于 被 积 函 数 为 > 乘 以 y 而 积分 区 域 为 矩形 , 因此 若 用 二 次 积分 来 计算 本 是 
最 为 方便 . 实际 上 从 以 上 证 明 已 经 可 以 看 出 有 


中 zydz dy 一 (| >az) (| yo 一 二 二 1 


0 入 zt 
0 入 y 和 1 


这 即 是 后 面 的 习题 3909 的 特例 . 
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习题 3905 把 积分 区 域 S : {z22 十 2 冬 1} 分 为 有 限 个 直径 小 于 5 的 可 求 积 的 子 区 
域 AS; (= 12,…… ,mm 怎样 的 值 6 能 保证 不 等 式 
ER 十 V)d59 一 六 > sin(Zi 十 Vi)Ao9i < 0.001 
S i1 
解 记 wi 为 被 积 函 数 sin(z + y) 在 子 区 域 AS; 上 的 振幅 , ; = 1 …… ,m， 然后 利用 

职 分 对 积分 区 域 的 可 加 性 , 并 将 和 式 的 每 一 项 也 写成 为 积分 , 就 可 以 对 不 等 式 的 左边 估 
计 如 下 : 

十 y)d9 一 sin(2; 十 ii) 

光 欠 计 


[ 生 
也 


<olasls 


AS 是 起 卫 于 区 服 六 AAS; 的 面 
利用 拉 格 朗 日 微分 ! 


一 二 


日 积 


(这 即 是 82.6.2 的 习 是 
的 振幅 w; 可 估计 如 下 : 


Cji 一 


SUD 
(zz 2 


,JEAS; 
乏 


SUD |(z 
(zy),(z0U)EAS; 
和 SUD 


(zy) (ZEA 
和 SUD 


(zy) (ZU JEAS; 


Se 


| |sin(z 十 V) 一 sin(zi 十 公 )| d9 
业 轴 交 


值 定 理 , 当 双 和 风 时 , 在 如 之 间 存 在 , 使 得 
|sin 一 sinv| 三 
1251(a)), 于 是 可 见 在 每 一 个 子 


lsin(z 十 妇 一 sin(z 十 切 ]| 


中 =| 


亿 


| [sin(z 十 2) 一 sin(zi 十 全)] d9 
“一 | 和 A5; 


ma wj |Ao5i| =T max wwi， 


,7 一 1 


. ,7 区 是 


区 域 3 的 面积 


|cos 上 ec. (一 vi 冬 必 一 v 


区 域 AS; 上 的 被 积 函 数 sin(z 十 切 


十 急 一 (2 十 攻 )| 


(z 一 2 十 多 一 攻 ) 
9i; 
V2V(z 一 2) 


了 柯 西 不 等 式 , 并 月 
综合 以 上 , 由 于 有 max wwi 和 V25 


月 (AS;) 表示 AS; 


+ 一 罗 2 = 一 V2.4(A5i)， 


王 
一 一 久 0.000 225. 
1000V2r 
下 
习题 3907 计算 积分 | dz| 2 dy 
0 
解 记 天 (z) = ,29 2dy, 它 是 含 参 变量 积分 , 参 变量 zx 既 出 现在 被 积 函数 中 , 也 
出 现在 积分 限 中 . 先 汪 算 得 到 
不 友 和 
ro= | 2 ?dy=z| 内 dy =2 和 ,一 村 (zz Z7)， 
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然后 就 可 计算 得 到 
1 1 人 1 工 1 
| Fodz= 订 | 一 zZ7)dz = 了 -( 二 ) = 页: 
注 “习题 3906-3908 的 意义 在 于 说 明 二 重 积分 的 主要 计算 方法 就 是 将 它 转 换 为 二 
次 积分 , 其 中 每 一 次 求 积 都 可 以 用 第 四 章 的 一 元 积分 学 中 的 方法 来 做 , 然而 内 层 积 分 在 
概念 上 就 是 第 七 章 中 的 含 参 变量 积分 . 通常 可 以 将 上 述 题解 中 的 计算 过 程 合并 如 下 : 


jie 凤 (性 [= 于-edz- 寺 (于 - 友 =- 击 
习题 3909 证 明 等 式 
xzrw dz dy 一 「 X(Z)dz ， 下 Y(V) dy. 
玉 


D 


| 
颂 


: 刃 为 矩形 wo 和 zz 芝 4D 二 9 二 万 , 且 函 数 X(z) 和 了 (y) 在 相应 区 间 上 连续 


分 析 这 里 首先 需要 考虑 本 题 的 出 发 点 是 什么 . 若 已 经 有 了 二 重 积分 转化 为 二 次 
积分 的 定理 , 则 本 题 是 平凡 的 . 我 们 认为 本 题 应 当 是 从 二 重 积分 的 定义 出 发 作出 证 明 ， 
同时 假设 当 被 积 函数 连续 时 二 重 积分 的 存在 性 已 经 有 保证 . 

在 以 上 前 提 下 , 本 题 的 证 明 只 需要 修改 前 面 的 习题 3901 的 计算 过 程 即 可 得 到 . 其 
体 来 说 即将 区 闻 [o 各 和 也 如] 均 作 味 等 分 , 并 将 二 重 黎 曼 和 中 的 被 积 函 数 的 取 值 点 选 
为 (zi yj), 这 样 就 可 以 如 习题 3901 那样 , 将 二 重 黎 曼 和 写成 为 两 个 一 元 函数 的 黎 曼 和 
的 乘积 , 最 后 取 极 限 即 可 . 


注 今后 我 们 可 以 将 本 题 所 示 的 被 积 函 数 为 X(z) 与 了 (y) 相 乘 的 情况 称 为 被 积 
数 可 分 离 , 它 在 矩形 区 域 上 的 二 重 积分 就 是 两 个 一 元 积分 的 乘积 , 计算 特别 方便 . 


习题 3910 设 /z,g = BE (z, 妇 ,计算 
4 已 

7 =| dz| jz,g) dy 
Q D 


解 这 里 需要 对 jz,y) 加 条 件 , 例如 在 抢 形 [ww 4] x 也 B] 上 二 元 连续 . 这 时 即 可 
j 牛顿 - 莱 布 尼 菊 公式 计算 如 下 : 


4 2 
TI=| 区- 
= (4,B) -FaB) 一 下 (4 人 十 (a,. 


注 ， 最 后 得 到 的 工 的 差分 表达 式 已 在 86.6.1 的 习题 3591 中 见 过 . 这 样 的 表达 式 也 
出 现在 教科 书 中 关于 二 元 函数 的 二 阶 混合 俩 导数 与 求 俩 导 的 顺序 无 关 的 定理 中 . 


4 4 
dz=| 玉 (z,B)dz-| 天 (2 D) dz 


习题 3911 设 /lz)] 为 区 间 wa g zx 芝 上 的 连续 函数 . 证 明 不 等 式 
[ra <e-o| Paan 
且 仅 当 ftz) = 常数 时 等 式 成 立 . 
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提示 “将 此 题 与 84.3 的 习题 2331 比较 , 即 可 看 出 本 题 的 不 等 式 即 是 那里 的 不 等 式 
( 常 称 为 施 瓦 茨 不 等 式 ) 


[swaaz < 站 Poaz oa 


的 特例 . 实际 上 只 要 取 wp(z) = /(z), %(z) = 1 就 得 到 所 要 的 不 等 式 . 就 证 明 方法 来 说 ， 
那里 给 出 的 三 个 方法 对 本 题 都 有 效 . 下 面 用 其 解 3 给 出 本 题 的 一 个 解 . 


解 对 于 二 元 连续 非 负 函数 [flz) - jg) 关 0 在 区 域 [w 外 x [@, 引 二 的 二 重 积 4 
利用 习题 3909 的 结论 , 就 有 
0 | | [rz) -02dzdy 


从 和 受 外 过 太 
a<W<SB 


| | [P2( 四 二 217jO)+P]dzdy 


Qa 所 2Z 气 b 
asW<SB 


-0C-9| Poaz-a| yaoaz| yu+e-ao| Po 
然后 将 其 中 积分 变量 y 改 为 z 再 加 整理 即 可 . 
利用 函数 了 连续 , 仿照 84.1.4 的 习题 2205 的 必要 性 部 分 , 就 可 推出 上 述 不 等 式 成 
立 等 号 的 充 要 条 件 是 在 ZE[owi 和 ye[aa 时 成 立 恒等式 
j@= yt， 


而 这 只 可 能 是 函数 /为 常数 . 


注 “本 题 给 出 了 在 区 间 [wo, 引 上 的 函数 上 的 积分 和 户 的 积分 之 间 的 一 个 基本 关系 ， 
并 可 推广 到 有 限 区 间 [ww 外 上 的 无 界 函数 的 广义 积分 情况 . 特别 是 由 此 不 等 式 可 推出 ， 
若 户 (z) 在 [ww 引 上 广义 可 积 , 则 Az) 在 [w 引 上 必定 绝对 可 积 


习题 3912 (b) 积 4 中 1 二 到 二 到 dzdy 有 怎样 的 符号 ? 


Z2 十 92 委 4 


解 如 附 图 所 示 , 积分 区 域 是 以 原点 为 中 心 半 
径 为 2 的 圆 . 从 被 积 函数 的 表达 式 可 见 , 当 z2 上 +y2 < 
1 时 其 值 大 于 0, 而 当 妈 十 2 > 工时 其 值 小 于 0, 基 
此 在 图 中 用 深 灰 色 区 域 五 表示 的 圆 z2 十 内科 1 上 
的 积分 大 于 0, 而 在 圆 环 1 乏 友 十 2 芝 4 上 的 积 4 
小 于 0. 

为 了 判断 上 述 两 个 积分 之 和 的 符号 , 在 z2 十 
史 2 冬 1 上 利用 被 积 函 数 小 于 等 于 1, 因此 其 积 0 
估计 为 不 超过 T, 而 在 圆 环 1 乏 Z2 十 2 乏 4 上 需 
估计 积分 的 上 界 . 习题 3912(b) 的 附 图 


2 
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于 仅仅 有 z2 十 只 > 1 不 足以 得 到 这 样 的 上 界 , 可 以 取 某 个 > e (1 2), 如 附 图 
所 示 将 上 述 圆 环 分 解 为 白色 和 浅 灰 色 的 两 个 圆 环 五 和 五: 即 1 和 z2 十 只 世人 2 和 
呈 世 22 十 好 和 4. 这 时 对 圆 环 五 上 只 知道 其 上 的 积分 小 于 0, 而 对 圆 环 五 则 可 估计 如 下 . 

这 时 被 积 函数 区 一 到 一 到 = 一 中 本 好 二 TS 一 六 5 而 积分 区 域 及 的 而 
积 为 (4 一 7r2), 因此 知道 有 


中 V1-zZ2 一 所 dzdy< -TVY72 一 1(4 一 7)， 
Ts 


中 az2-2dzdy = | 电 1 一 2 一 好 dzdy 
2Z2 十 y2 扩 4 厂 UT2UTs 
所 | 这 dzdy 
TUTs 

<Tf1--Vr2 一 1(4 一 7)]， 
而 最 后 一 个 表达 式 可 以 在 > 的 很 大 范围 内 为 负 , 例如 取 ”> = V2 或 = V3 就 是 如 此 , 因 
此 本 题 的 积分 小 于 0. 
用 极 坐 标 代 换 也 可 求解 , 这 时 可 利用 区 域 和 被 积 函 数 只 与 点 到 原点 的 距离 有 
关 , 积分 符号 的 确定 将 转变 为 一 元 积分 的 符号 确定 问题 


习题 3914 利用 中 值 定理 估计 积分 
了 一 dz dy 
国 100 + cos2z 十 sin27y 
Z| 十 |y| 委 10 
解 1 值 定 理 知道 了 等 于 积分 区 域 的 面积 和 被 积 函数 在 某 个 点 (和 ,7) 处 的 值 的 


午 积 -由 于 积分 区 域 eg | | + 10) 的 面积 为 200 而 被 积 本 歼 的 值 明显 在 :5 
和 5 之 间 , 因此 得 到 
200 200 


100 


了 0 一 2>T> 人 六 一 -| S1.960784. 
又 由 于 被 积 函数 连续 , 而 只 有 当 被 积 函数 恒 等 于 Ti 和 5 时 积分 才能 等 于 2 和 
中 ,因此 上 述 估计 的 两 边 的 不 等 式 都 不 可 能 成 立 等 号 . 


51 ， 


8.1.2 ”直角 坐标 系 中 的 二 重 积分 计算 (习题 3916-3936) 


本 节 的 主要 工具 是 二 重 积分 到 二 次 积分 的 转换 , 在 教科 书 中 都 已 经 建立 了 有 关 的 
定理 , 以 下 的 习题 都 是 这 方面 的 训练 , 其 中 包括 积分 限 的 确定 和 积分 计算 . 

在 习题 3916-3922 中 , 对 于 给 定 区 域 9, 按 两 个 不 同 的 顺序 安置 二 重 积分 的 上 下 限 ， 
下 面具 举 其 中 一 题 为 例 . 
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习题 3920 给 定 区 域 Q 为 圆 妆 十 只 过 思 对 二 重 积分 
| | Flz, 切 dzdy 依 两 个 不 同 的 顺序 安置 积分 的 上 下 限 . 


解 将 区 域 O 的 边界 z2 十 只 =% 改 写 为 


2 
2 ， 1 | 
灾 (0 ) 0 


可 见 9 是 附 图 所 示 的 以 点 (0, 喜 ) 为 圆心 和 半径 为 二 的 贺 
对 于 先 ! 后 z 的 二 次 积分 , 从 边界 方程 可 见 > 的 范围 为 从 
- 半 到 可. 这 时 的 圆 的 上 下 边界 为 志士 \/ 于 - z2?, 因此 就 得 到 习题 3920 的 附 图 


半 计 (I+VI 和 9) 
| ， | 全 zy) dy. 
对 于 先 z 后 y 的 二 次 积分 , 从 边界 方程 可 见 y 的 范围 为 从 0 到 1. 这 时 的 
边界 为 干 Vy - 2, 因此 得 到 


的 左右 


到 


| dy | (DC,V) dz. 


习题 3923-3931 都 是 与 二 次 积分 的 积分 顺序 变换 有 关 的 习题 . 下 面 举 两 个 例子 , 其 
习题 3923 的 狐 利克 雷公 式 在 二 次 积分 的 转换 中 是 一 个 常用 公式 , 它 还 可 推广 到 冯 重 
积分 , 见 88.10 的 习题 4202. 

习题 3923 ( 狄 利克 雷公 式 ) 证 明 
| 呈 | ye 由 =| 四 | Ace dz (ao > 0). 
2 


解 观察 公式 左边 的 二 次 积分 , 可 见 变量 z 的 范围 为 区 | 
[0, oa, 而 对 于 每 个 固定 的 z e [0,a, 变量 y 的 范围 为 [0,z], 医 
就 可 定 出 区 域 Q = {(z,g 仿 |0 和 z 和 oa0sysz]} 为 附 图 所 示 上 


分 ' 


三 角形 区 域 . 习题 3923 的 附 图 
此 区 域 2 即 可 看 出 , 在 其 上 的 二 重 积分 转化 为 先 z 后 y 的 二 次 积分 时 , 对 于 y 求 
积 的 外 层 积分 的 范围 为 从 0 到 a, 而 在 固定 y e [0,o] 后 , 对 于 z 求 积 的 内 层 积分 的 范 转 
为 从 7 到 a, 这 就 是 公式 右边 的 二 次 积分 . 
3 V2a7z 
习题 3929 改变 积分 | dz| zy)dy (a > 7 
0) 的 积分 顺序 . 沽 二 we 


解 由 所 给 的 二 次 积分 可 见 , 变量 z 的 范围 为 区 间 oj- 
[0,2a]， 在 此 范围 内 区 域 的 上 边界 的 方程 为 y = V2az， 
也 就 是 抛物 线 z = 却 久 的 一 段 弧 , 且 可 以 看 出 当 z 从 0 
0 到 2a 时 , 变量 y 也 从 0 到 2a.， 区 域 的 下 边界 方程 为 
y = V5az 二 2 即 圆 (z 一 oj? 十 只 = o2 的 上 半圆 ( 见 附 图 ). 


2 2a 


习题 3929 的 附 图 


到 
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在 改变 积分 顺序 为 先 z 后 y 时 , 由 区 域 Q 可 见 , 其 外 层 积 分 的 积分 范围 为 y 从 0 到 2a， 
但 在 固定 yo E (0,o) 时 , 水 平 直 线 y = Wo 与 区 域 0 的 边界 交 于 4 个 点 , 因此 这 一 部 分 的 
积分 要 分 成 两 项 ， 

将 所 有 边界 都 表示 为 y 的 函数 , 就 可 将 改变 积分 顺序 后 的 二 次 积分 写 为 三 项 之 和 : 


并 ie0u= [reodz 


0 V2a7Z 一 Z2 3 
Q 2a 
刘 | jz 9) dz 
0 Q 十 Va2 一 V2 


当 浆 
+ dy| ， (DC,V) qz. 
2a 
习题 3932-3936 是 给 定 积 分 区 域 和 被 积 函 数 后 的 二 重 积分 计算 . 这 时 一 般 有 两 个 二 
次 积分 可 供 选 择 . 注意 它们 的 计算 量 可 能 不 一 样 , 其 中 之 一 很 难 计算 或 甚至 不 能 直接 计 
算 的 情况 也 可 能 发 生 . 实际 上 这 种 情况 前 面 已 经 见 到 过 . 用 积分 号 下 积分 的 方法 计算 含 
参 变 量 的 常 义 积 分 就 是 通过 一 个 二 次 积分 来 计算 另 一 个 二 次 积分 , 其 中 就 可 能 遇 到 这 
样 的 情况 . 例如 , 在 87.1.2 中 的 习题 3737 就 是 如 此 . 由 于 这 类 习题 在 教科 书 的 相应 部 分 
都 有 , 下 面 只 举 一 例 . 


习题 3936 计算 积分 | | 妇 dzdy 其 中 9 是 被 横 坐 标 轴 和 摆 线 


Z 一 at - sin 加 ，Vy=a(1 一 cos 四 (0 世上 过 27) 
的 第 一 拱 所 包围 的 区 域 . 


解 ”将 参数 方程 记 为 z = z 雪 ,yy = yb， 
则 z 人 的 为 严格 单调 递增 . 如 附 图 所 示 , 区 域 
在 Oz 轴 方 向 的 范围 为 0 入 zz 冬 2ra (关于 摆 线 
的 分 析 可 参见 82.3 的 习题 1079), 而 当 z 在 此 
范围 内 固定 时 , y 的 范围 为 从 0 到 y(t(z)),， 其 
中 参数 上 = t(z) 是 z( 的 反 函 数 . 习题 3936 的 附 图 
根据 区 域 O 的 形状 可 考虑 用 先 y 后 z 的 二 次 积分 来 计算 , 于 是 有 


2ra (t(z)) 

| d2 dy 三 | d2z 2 dy 
0 0 

9 


填 


-二 | we)dr 
作 代 换 z = Z(0 = al 一 sin 鸭 ,这 时 qz =a(1 一 cos 访 db gtZD)) 三 ZN)) = 
上 述 积分 即 可 继续 计算 下 去 得 到 


号 本 人 4 
Pazay=| wd-eos0d= | sin80db 

0 0 
9 


区 
64a4 [2 .8 64o4 7 工 - 35 4 
汪 直 人 
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8.1.3 ” 极 坐 标 系 中 的 二 重 积分 计算 (习题 3937-3955) 


正如 在 一 元 积分 学 的 计算 中 变量 代 换 方法 的 地 位 一 样 , 在 二 重 积 分 的 计算 中 也 经 
常 需要 采用 变量 代 换 的 方法 , 其 中 尤 以 极 坐标 代 换 最 为 常见 . 
极 坐标 代 换 z = rcosp,y = 7sinp 于 二 重 积 分 时 , 对 于 初学 者 必须 强调 指出 ， 
除了 被 积 函数 和 积分 区 域 的 转换 之 外 , 必须 (在 形式 上 ) 将 dz dy 换 为 dr dp, 其 中 的 因 
子 了 不 能 遗漏 . 实际 上 它 有 明显 的 几何 意义 , 它 就 是 在 坐标 面 rOp 上 以 Ar 和 Ao 为 边 
长 的 小 矩形 上 映 射 为 坐标 面 zOy 上 的 曲 边 四 边 形 的 面积 的 缩放 比 当 Ar? + Ap? 一 0 时 
的 极限 . 从 二 重 积分 的 变量 代 换 的 里 论 可 知 , 这 个 因子 就 是 极 坐标 代 换 下 的 雅 可 
比 行列 式 (的 绝对 值 ): 

(rcogso) (rsinP) 


(rcosp)o (rsinp)o 


司 


一 


NSY 


COS Sin 


一 ”Sin 7 CoSs % 


习题 3938 设 Q 为 圆 z2 十 刀 生 az (a > 0), 对 二 重 积分 | | jz, 力 dzdy 作 极 坐 标 
人 


代 换 , 并 配置 其 积分 限 . 
解 用 z=rcosp 和 7 =rsino 即 可 将 区 域 的 边界 


22 十 妇 = az 转换 为 极 坐 标 系 中 的 > = acosp ” 
此 可 确定 变量 p 的 范围 为 一 椰 , 忆 ], 并 当 9 在 此 范 了 
围 内 固定 时 , 变量 ” 的 范围 为 从 0 到 ucos o, 因此 就 得 到 电 多 
| dz dy 一 dp| reosprsm 风 d7. 习题 3938 的 附 图 
9 
另 一 方面 , 也 可 以 写 出 先 p 后 7 的 二 次 积分 . 这 时 外 层 对 r 的 积分 范围 为 从 0 到 w， 
而 当 在 此 范围 内 固定 时 , 里 层 对 p 的 积分 范围 为 从 - arccos -到 arccos 一 (在 附 图 
中 用 虚线 画 出 了 积分 区 域内 ” = ay/2 的 一 条 曲线 .) 于 是 可 得 到 
re 2) dz dy 一 | dr7 人 rrcos ,rsin p) dp， 


加 一 arccos 无 


一 


cos 


习题 3948 设 和 9 为 极 坐标, 改变 积分 | 。dp | ”er) dr 的 积分 顺序 . 
开 作 


提示 “由 记 给 的 积分 可 见 积分 区 域 就 是 习题 3938 的 附 图 中 的 圆 z 十 友和 az, 因 
此 与 该 题 有 重复 之 处 . 


习题 3950 设 > 和 yp 为 极 人 举 标 , 改变 积分 | do 疏 jlor)dr (0 <a < 25) 的 积分 
0 0 
顺序 . 
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解 与 直角 坐标 系 情况 的 习题 3924-3931 类 似 

( 见 $8.1.2 的 习题 3929), 先 根 据 给 定 的 二 次 积分 的 积 
分 限 确定 积分 区 域 , 然后 写 出 另 一 个 二 次 积分 . 用 
从 所 给 的 二 次 积分 可 见 , 积分 区 域 的 部 分 边界 由 
六 = 2 给 出 , 它 是 阿 基 米 德 螺 线 (参见 第 一 册 附 录 
的 习题 371.1(a)). 根据 0 < a < 27, 在 附 图 中 作出 了 
积分 区 域 (其 中 取 a = 6), 并 在 其 中 用 虚线 作出 了 
等 于 常数 时 的 一 条 曲线 . 在 该 曲线 上 的 变量 wp 的 范围 
是 从 到 w 因此 就 可 得 到 另 一 个 二 次 积分 为 习题 3950 的 附 图 
直 d7 下 (pr) dp， 


取 


习题 3955 用 极 坐 标 变换 计算 二 重 积分 sin Vz2 十 %2 dz dy 
T2 妥 z2 十 2 雯 472 
解 ” 记 该 二 重 积分 为 忆 积分 区 域 为 圆 环 , 其 极 坐 标 表 示 为 赤 入 7 芯 2r, 与 变量 p 
无 关 , 也 就 是 说 它 的 范围 为 [0, 2 如. 被 积 函 数 在 极 坐标 下 为 snyr. 再 若 虑 到 从 dz dy 变 
为 dr dp, 就 可 以 计算 如 下 : 
7 三 中 sin Vz2 十 好 dzdy = 负 rsSin7 dr dw 


T2 入 22 十 2 入 472 T 有 7r 科 2T 
2T 2T 。 2T 
=| dp| rsimnrdr=2x| 7 Sin7 d7. 
0 区 区 


其 中 利用 了 88.1.1 的 习题 3909, 即 当 被 积 函数 可 分 离 时 , 矩形 区 域 上 的 二 重 积分 变 为 两 

个 一 元 积分 的 乘积 , 因此 可 以 在 上 述 计算 中 先 求 出 关于 2 的 积分 值 27. 
然后 用 分 部 积分 法 即 可 得 到 

+ cosr dr = 一 2r(2r 十 区) = 一 67”. 


了 三 一 2f (rcos7) 


8.1.4 一般 的 二 重 积分 计算 (习题 3956--3977) 

在 本 小 节 的 二 重 积分 计算 题 中 , 多 数 习 题 都 适宜 于 用 变量 代 换 方法 来 进行 计算 . 在 
选取 用 什么 样 的 变量 代 换 时 一 般 需要 同时 考虑 被 积 函数 和 区 域 的 特点 . 

与 上 一 小 节 关于 极 华 标 代 换 的 使 用 相似 , 对 于 一 般 的 变量 代 换 


2 一 ViU)，1 三 VD) (8.1) 
下 的 公式 
re 2) dz dy 三 re 2),V(uU))|T du du， (8.2) 
需要 做 三 件 事 : 


(1) 将 坐标 面 zOy 上 的 区 域 Q 转换 为 vOv 平面 上 的 区 域 9'; 
(2) 将 被 积 函数 /zy) 转换 为 FLz(w yu) 
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可 比 行列 式 


(3) 计算 雅 
站 (zz 切 


本 Du ” 
的 jz(wo) yw) 


由 于 一 般 有 7 > 0, 医 


上 


其 乡 


其 绝对 值 后 乘 以 上 述 (2) ， 
对 于 极 坐 标 代 换 就 有 了 工 = 7 

与 极 坐标 代 换 相似 ， 比 行列 式 工 的 绝对 值 有 明显 的 几何 意义 , 即 | 如 是 在 坐标 
面 vOu 上 以 Av 和 Asv 为 边 长 的 小 矩形 映射 为 坐标 面 z2y 上 的 曲 边 四 边 形 的 面积 的 


缩放 比 当 A 妇 +Awo2 一 0 时 的 极限 . 还 可 以 指出 , 了 的 符号 也 有 明显 的 几何 意义 . 若 将 


的 被 积 函 数 . 


这 就 是 公式 (8.2) 右边 
不 必 再 取 绝 对 值 . 


)， 
上 


中 


上 述 阜 形 和 四 边 形 的 边界 闭 出 
了 > 0 时 上 述 小 入 


即 从 正 向 变 为 负 向 或 从 负 向 变 为 正 


线 取 


逆 时 针 方 


广 | 上 口 


问 为 了 
E 形 和 曲 边 四 边 形 的 边界 方向 保持 不 变 , 而 当 了 < 0 时 则 边界 方向 相反 ， 


E 方 向 ,， 取 顺 时 


针 方向 为 负 方向 , 则 当 


在 计算 雅 可 比 行列 式 时 , 着 代 换 (8) 以 4 utz, 切 和 一 zz 的 形式 给 出 , 则 
恒等式 是 有 用 的 ; 


下 多 


二 


(8.3) 


习题 3956 利用 函 


数组 


，V=V7ZV 
把 正方 形 Sfe 入 z 和 a 二 用 D 芝 2% 入 0 十 1 (oa > 0 > 0) 变换 为 区 域 89/. 求 


3 的 面积 之 比 . 当天 一 0 时 , 此 比值 的 极限 等 于 什么 ? 


区 域 8' 与 


多 


解 ”如 附 
的 面积 可 以 用 二 如 


个 曲 边 四 边 形 , 它 


所 示 , 其 中 取 下 > 0, 则 3 的 面 
积分 写 出 为 | 8"| =|| du du. 


SS 


积 13|= 和 ,而 3' 是 


》 


设 的 变换 的 道 变换 下 


Qa 十 尺 和 


O 


习题 3956 的 附 图 


区 域 S' 妈 


射 为 1 


FE 方形 S. 为 了 应 用 


公式 (8.2) 计算 面积 


15 小 先 计算 雅 


可 比 行列 式 


然后 就 有 


2 
入 


虫 
SR | 
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间或 | 而 辣 和 三 是 人 这 
一 人 一 一 化 化 
由 长 2 | | 
61/1 1 Te 
= 骂 访 了 7) 十 靖 ? 52 1]. 
于 是 得 到 所 求 的 比例 
I9| 6 /1 1 二 ) 己 
四 二 57) 节 + 放 “一 好 ]， 
且 可 求 出 当下 一 0 时 的 极限 为 
8 
， |5| 317DN2 
名- 辣 = 羡 (< 


注 “如 本 节 开 始 所 说 , 最 后 的 面 


积 之 比 的 极限 恰好 等 于 | 才 在 z= wy = 处 的 值 . 


同时 雅 可 比 行列 式 T< 0 


的 几何 意义 也 可 在 附 图 ， 


看 出 , 即 当 正 方形 3 的 边界 ( 闭 折线 ) 


4BCD4 取道 时 针 方向 时 , 曲 边 四 


习题 3962 采 ) 


边 
j 适 宜 的 变量 代 换 , 把 二 重 积 


覆 3 的 边界 4BC0D' 4 却 取 顺 时 针 方向 . 


jz 十 V)dzdy 
lz| 二 lyls1 
化 为 一 重 积 4 
解 ” 作 代 换 
&w 一 2 十 仿 卫 一 2 一 销 
则 有 
1 1 
Z 二 以 十 相 )， 0 
这 时 如 附 图 所 示 , 原 题 的 积分 区 域 
9={(zg 人 |z| 二 加 乏 匡 
变 为 
9 ={(wwo| 和 lols1 
计算 雅 可 比 行列 式 
1 1 
JPDz 功 -| 了 了 |- 1 工 
Dj) | 工 1 2， 
2 2 


因此 就 可 以 按照 公式 (8.2) 得 到 


jzTT9)dzdy 三 


lz 二 Is1 


注 _， 本 题 的 雅 可 比 行 


- 列 式 工 的 绝对 值 


记 中 ju) du do 
凡 


| | roda=| roav 


图 上 即 可 看 出 , 在 坐标 系 Ouwv 


又 可 看 出 区 域 O 的 边界 取向 与 在 妈 


四 = 得 和 7T< 0 都 有 明显 的 几何 意义 . 从 附 
求 出 的 面积 要 乘 以 去 才能 得 到 坐标 系 Ozy 中 的 面积 ， 
射 后 得 到 的 区 域 9 的 边界 取向 是 相反 的 ， 
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习题 3971 计算 二 重 积分 中 | cos(zZ 十 四)| dz dy. 


0 乏 Z 拟 江 
0<yS<X 


解 如 附 图 所 示 , 将 积分 区 域 分 成 8 个 三 角形 , 并 记 为 
1 2,3,4 和 1,2,3/, 生 利用 被 积 函 数 只 与 z 十 有关, 又 利 
村 |eosul| 关于 才 = 到 和 4 = 法 的 对 称 性 , 可 见 对 于 一 
1 2,3,4, 被 积 函数 | 去 = 月 形 风 上 的 积分 与 它 在 
三 角形 mw 上 的 积分 相等 . 因此 所 求 的 积分 等 于 在 四 个 三 角形 
1 23/,4 的 并 集 ( 即 图 中 的 灰色 正方 形 ) 上 的 积分 的 两 倍 . O 

采用 与 习题 3962 的 相同 代 换 
4 一 2 十 V，u 一 2 一 7， 
则 附 图 中 的 灰色 正方 形 区 域 变 为 vOv 平面 上 的 正方 形 


NY 


{(wg]|<usk 竹 ,- 王 So< 吾 )}， 
而 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 为 亏 3 , 恰好 与 上 面 的 倍数 2 相抵 消 , 于 是 就 得 到 
工 3 汪 ; 
| cos(Zz 十 切 | dz dy =| ， do| 。 |cosv|l du 王 丈 X ?| cosW dzu 三 2T. 
一 瑟 开 0 
0O<z<xr 2 2 


0 入 y 和 X 


习题 3972 计算 二 重 积 分 中 一 -dzdy 
2 十 % 入 
解 记 Jo 切 = 二 下 一 一 好 则 首先 要 分 析 满 足 
jz 人 =0 的 点 集 . 


配方 法 可 见 
Re 
ee 4 十 2 芝 1 人 
域 0; 和 92. 其 ee y) > 0 确定 的 圆 , 而 Q。 上 
妈 十 多 芝 1 与 /人 入 0 共同 确定 , 

于 是 就 有 习题 3972 的 附 图 


由 (z, 人 dzdy = Ac dzdy 一 ||Ae dzdy 


2Z2 十 02 挟 Qi 22 


=2|| enardy- 负 jz 人 dzdy， 
9 2z2 十 y2 且 1 


这 样 就 克服 了 原 题 中 被 积 函 数 带 有 绝对 值 的 困难 . 
于 最 后 的 两 个 积分 的 积分 区 域 都 是 圆 , 因此 可 分 别 用 极 坐 标 代 换 进 行 计 算 . 对 于 
到 启 上 +7rsinb 0 和 7r 乏 1/2,0 芝 0X 苹 27, 就 得 到 


SS 


网 


地 


0 令 z= -+rcosby = 


2V2 


而 


[ 


88.1 三重 积 分 (习题 3901-3983 ) 213 


可 各 
reoazu = 上 dg|， 公 一 了 ?jrdr 一 | 
7 
而 对 于 圆 z2 + 2 和 1, 则 用 普通 的 极 坐 标 代 换 即 可 得 到 


业 


2T 1 1 5 2 
(dzdy=| dg| -天 (7rcos0 二 7rsin0j 一 7 7d7 
Z2 十 y2 入 1 ,人 ) 
三 .二 3 i 产 三 三秋: 
兰 2x| dr 一 记 ， 
忆 此 最 后 的 答案 是 2. 工 十 工 一 虹 
因此 最 后 的 答案 是 2 32 十 2 二 了 TIT6- 


习题 3977 设 和 mn 及 即 为 正 整数 且 其 中 至 少 有 一 个 是 奇数 , 证 明 
2Z747 dz dy = 0. 


2zZ2 十 2 芝 a2 
解 ”不妨 设 mm 为 奇数 , 则 可 将 积分 分 解 为 两 项 如 下 : 
7” dz dy 王 中 27% ”dz dy 十 中 Z7”47” dz dy， 


Z2 十 2 过 a2 22 十 2<a2 22 十 2<a2 
交 似 Z 所 0 


然后 对 于 右边 的 第 二 个 积分 作 变 量 代 换 z = - 册 y = 这 时 该 积分 的 积分 区 域 变 为 
4 好 十 2 世 oo2>0, 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 为 1, 于 是 得 到 
中 2 dz dy 一 有 | ZW dz dy 一 中 dudy 一 0， 


22 十 9g2 委 02 人 和 
Z 过 0 4 过 0 


这 是 因为 右边 两 个 积分 的 积分 区 域 和 被 积 函数 完全 相同 . 
注 ， 本 题 在 奇数 情况 利用 对 称 性 得 到 积分 为 0 的 简单 结论 , 这 在 今后 的 重 积分 中 是 
有 具有 典型 意义 的 . 首先 是 积分 区 域 达 十 内科 双关 于 Oz 轴 和 Oy 轴 的 对 称 性 , 其 次 是 
被 积 函 数 的 奇 个 性, 即 当 和 ee 被 积 函 数 关于 z 为 奇 函 数 , 而 当 闪 为 奇数 时 , 被 
积 函 数 关于 y 为 奇 函 数 . 本 题 也 可 通过 将 二 重 积分 转化 为 二 次 积分 来 求解. 


YE 


网 


8.1.5“” 杂 题 (习题 3978-3982) 


如 果 说 这 里 的 几 个 习题 有 什么 共同 点 , 那 就 是 
变量 的 二 重 积分 . 


都 带 有 参数 , 所 以 也 可 说 是 含 参 


颂 


习题 3978 求 
lim - 中 jz 人 dzdy 
上 212 


解 1 由 于 积分 区 域 收 缩 于 原点 , 而 被 积 函数 有 界 , 因此 所 求 的 极限 属于 站 到 型 的 不 
定式 . 为 了 克服 参 变量 p 出 现在 积分 区 域 中 的 困难 , 可 以 用 极 坐 标 代 换 将 积分 变 为 
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2 
(UV)dz dy =| | “rreosojrsinejdo. 
0 Jo 


22 十 92 委 0 


然后 即 可 试用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 : 


lim 中 jzy)dzdy = lim @ 
p 一 0 


D 2 
| dr| rrcos ,rsino) do 


22 十 92 委 0D2 


2 
| jpocosp,psinp)dw 
一 lim ~ 


p 一 0 2TD ”于 p 一 0 


对 于 给 定 的 s > 0, 利用 ftz,y) 于 原点 (0,0) 的 
Vz2 十 邮 < 5 时 ,有 |j/zy) -0,0)| < s. 

于 是 即 可 有 以 下 估计 : 
| 声 fedzg-7o00l=| 京 [ 


2Z2 十 My2 入 02 Z2 十 y2 乏 02 


元 
2Z2 十 9g2 委 02 


| 
CD 
| 1 
上 由 
IN 
信人 
2 澡 
六 
加 


值 定 
| jz 人 dzdy = FE 


以 下 同 解 2， 从 


QI 


注 ， 本 题 可 以 看 成 是 一 元 积分 学 中 的 极限 im 


人 中 je 人 一 


| Flzjdz 
本 


02 


下 | focosepsnp)jdp= 
0 

其 中 最 后 一 步 利 用 了 对 于 含 参 变量 常 义 积分 的 求 极限 运算 可 以 通过 积分 号 

解 2 直接 按照 极限 定义 可 证 明 所 求 的 极限 为 F(0,0) 如 下 . 

连续 性 ,存在 6 > 0, 使 得 当 


帮 z,y) 下 


学 
TO， 


j0,0)|dzdy 芝 <. 


0 


帮 0， 
的 定理 . 


(0,0)] dz dy 


理 , 存在 点 (6 7) E {(z, 纺 | 十 妇科 扩 }, 使 得 成 立 


70) 在 二 维 的 推广 . 


以 下 的 习题 3979-3981 都 是 计算 含 参 赤 量 的 二 重 积 分 的 导数 , 都 可 用 习题 3978 的 
解 1 中 的 方法 解决 , 只 是 如 [9, 25] 指出 , 习题 3979 有 错 , 因此 需要 对 此 作出 说 明 . 


习题 3979 设 


求 已 介 ， 


解 ” 因 参 变 量 寺 同时 出 现在 积分 区 域 和 被 积 函 数 ， 


灭 (一 如 中 5 


0<5 和 1 
0 冬 7 芝 1 


此 后 对 上 求 导 应 当 没 有 困难 . 


, 作 代 换 z = 万 ， 


问题 出 在 被 积 函 数 于 积分 区 域内 无 界 , 因此 属于 广义 的 二 重 积分 . 从 


2 = 切 , 就 有 
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全 
Jay= = 于 | 凡 (e - 


0 
五 ( 三 oo dz 一 (和 e 
可 见 , 对 每 个 上 > 0, 最 后 一 式 中 的 广义 积分 总 ,是 发 攻 的 ， 即 只 能 有 环 的 = +eo, 因此 原 
题 是 错误 的 . 如 [9, 25] 指出 , 若 将 被 积 函 数 改 为 e - 码 就 没有 问题 ] 


习题 3982 证 明 : 若 f(z,y) 连续 , 则 函数 v(z, yy) = 呈 | 机 Je,7)d7 满足 
全 击 池 
方程 
D24 D24 


2 


注 本 题 是 含 两 个 参 变 量 z,y 的 二 次 积分 , 直接 求 导 验 证 即 可 . 当 方 程 右 端的 
jz 三 0 时 的 齐 次 方程 见于 $6.2.5 的 习题 3326, 8$6.4.3 的 习题 3488 和 《习题 集 》 的 
习题 3730 等 . 


8.1.6 ” 补 注 (习题 3983) 


于 习题 3983 代表 了 重 积分 计算 中 的 卡 塔 兰 方法 , 它 在 一 定 条 件 下 可 以 将 二 重 积 
分 以 及 一 般 的 凤 重 积分 化 为 单 重 积分 , 因此 特 设 这 个 小 节 对 它 作 介绍 . 


习题 3983 设 函 数 /z,y) 的 等 值 线 是 简单 封闭 曲线 , 区域 S(ui,vz) 由 曲线 

jz 人 =o 及 jg)=2o2 围 成 .证明 ; 
zy)dzdy = 疏 VE (u) dv. 
SUon,oa) 

其 中 玉 (w) 为 曲线 Fz,y) = 人 与 /zy =， 所 围 成 的 面积 . 
于 习题 3983 中 的 积分 区 域 过 于 特殊 , 其 他 条 件 又 有 不 足 , 因此 我 们 将 在 下 面 
述 并 证 明 较 为 一 般 的 卡 塔 兰 方法 所 需要 的 命题 . 

命题 8.1 ( 卡 塔 兰 定理 一 ) 设 /xz,y) 为 有 界 闭 区 域 九 上 的 连续 函数 , 值 域 FD) = 
Im ,在 [m, AM] 上 定义 的 函数 

厂 ( 伯 三 dz dy 


Dn{m 乞 zy) 近 二 


可 微 , 上 且 其 导 函 数 严 伯 在 [m, M] 上 可 积 , 则 成 立 卡 塔 兰 公 式 
re dz dy =| tb dt (8.4) 
刀 


叙 


心 


注 () 在 命题 8.1 中 , 积分 区 域 万 可 以 与 了 没有 直接 关系 . 若 将 集合 {fm 么 
FUz 几 过 坟 当 上 = AM 时 取 为 也 ， 则 可 以 导出 习题 3983 的 结论 . 

(2) 玖 可 微 和 屎 人 扫 可 积 是 命题 的 结论 所 需要 的 . 我 们 不 去 研究 函数 上 和 区 域 刀 
应 当 满 足 什么 样 的 条 件 时 可 以 保证 严 具有 以 上 性 质 , 而 是 将 条 件 直接 加 在 尺 上 . 从 应 
的 角度 来 看 , 这 不 构成 困难 , 因为 要 用 公式 之 前 首先 要 计算 出 斑 及 其 导数 . 


< 
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以 下 做 两 方面 的 推广 , 即 允 许 被 积 函数 具有 更 一 般 的 形式 , 同时 积分 可 以 是 凤 维 空 
间 中 的 m 重 积分 . 为 简明 起 见 , 在 下 面 的 命题 中 , 对 双重 积分 具 用 符号 | 天 雪 示 对 于 
维 空间 中 的 点 简 记 为 z, m 重 积分 的 积分 元 dzl.…dzn 简 记 为 dz. 


命题 8.2 ( 卡 塔 兰 定理 二 ) 设 上 和 9 都 是 有 界 闭 区 域 刀 C 及 "上 的 连续 函数 , 值 域 
7D) = [mA ,天 是 区 间 [m,M] 上 的 连续 函数 , 在 [m, M] 上 定义 的 函数 


FI 二 | g(z)dz 

Dntmsjta)sb 
可 微 , 是 其 导 函 数 天 (b) 在 bm MX 上 可 积 , 则 成 立 卡 塔 兰 公式 
必 大 矶 二 霹 ( 评 全 太 的 严 人 bd (8.5) 


注 “ 容 易 看 出 , 命题 8.1 是 命题 8.2 在 郊 = 2, 几 ( 轨 = 二 为 恒 等 映 射 , g 三 工时 的 特例 . 
命题 8.2 在 即 =2 时 的 证 明 见 [11] 第 三 卷 的 597 小 节 的 例题 15), 在 617 小 节 的 例题 16) 
则 推广 到 M = +eo 的 情况 , 在 676 小 节 的 例题 17) 则 推广 到 一 般 的 m 维 . 此 外 , 在 676 
小 节 的 例题 18) 和 20) 则 还 有 索 宁 对 卡 塔 兰 公 式 的 进一步 推广 . 

应 当 指出 , 由 于 在 [11] 中 的 卡 塔 兰 公式 是 以 斯 带 尔 切 斯 积分 ( 见 该 书 的 815.5) 的 形 
式 出 现 的 , 因此 比 本 书 的 上 述 命题 更 为 一 般 一 些 , 其 条 件 的 叙述 也 有 所 不 同 . 

下 面 对 命 题 8.2 给 出 一 个 简要 的 证 明 . 

命题 8.2 的 证 明 ” 先 将 函数 g(z) 如 下 分 解 为 两 个 非 负 函 数 之 差 ， 
这 gz 十 gz) lg) 一 gz) 

2 2 


2 
并 将 右边 的 两 个 分 式 分 别 记 为 9+(z) 和 9_(z), 则 有 9(z) = 9+H(z) 一 9_(z). 
于 公式 (8.5) 的 左边 关于 9 为 线性 , 而 右边 的 严 由 环 的 定义 可 见 对 9 也 是 线性 
的 , 因此 只 要 对 于 非 负 的 9(z) 证 明 命题 成 立 , 然后 用 上 述 分 解 即 可 推 知 对 于 一 般 的 g(z) 
命题 也 成 立 . (当然 这 里 要 假设 由 9g+ 和 9 确定 的 已 分 别 满足 命题 中 的 条 件 .) 
对 区 间 Im, M] 作 分 划 己 = ft 三 ,区 其 中 加 = 刀 = AM, 相应 地 就 将 积 4 
区 域 九 用 /z) 的 等 值 面 进 行 分 割 (参见 示意 图 ) 并 计算 如 下 : 


| Atz))g(z) dz 


| 忆 (JZ 
Dn{ 友 -1 和 jzZ) 入 妈 } mm 


= > 人 GD)| g(z)dz 


Dnft-i 和 jz)St} 


= AD)EEG - Fe 


演 二 O 01 ， 


的 等 值 面 分 割 区 域 万 
一 有 CCD) OO)Ati， 用 太 的 等 值 面 分 审 区 域 
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其 中 在 开始 时 使 用 了 积分 第 一 中 值 定 理 (这 需要 g(z) 为 非 负 的 条 件 ), 得 到 /ec) < 
攻 - 茹 ,= 1 ,在 最 后 一 步 又 利用 了 微分 中 值 定理 , 所 得 到 的 mi e 谍 -1 芭 ]， 
1 一 10. 这 时 jc) 和 六 都 在 区 间 上 应) 吉 ] 中 , 但 未 必 相 等 . 
最 后 令 分 划 的 细 度 ‖P|| = maxfAt，… ,At 一 0, 并 应 用 布 利 斯 - 杜 阿 梅 尔 定理 
( 即 84.1.2 的 习题 2193.1), 就 得 到 所 求证 的 卡 塔 兰 公式 (8.5). 
注 “命题 8.2 不 仅 将 命题 8.1 中 的 卡 塔 兰 公 式 推 广 至 ?” 重 积分 , 而 且 还 在 被 积 函数 
方面 有 推广 . 它 突 破 了 等 值 面 (或 等 值 线 ) 必须 依赖 于 被 积 函 数 的 条 件 , 其 中 六 (jz)) 代 
表 了 与 等 值 面 有 关 的 因子 , 而 9(z) 则 是 与 等 值 面 无 关 的 因子 . 若 取 记 恒 等 于 1, 则 被 积 
函数 就 是 与 等 值 面 无 关 的 g(z). 当然 卡 塔 兰 方法 能 和 否 成 功 应 用 取决 于 能 否 比较 容易 地 
求 出 满足 可 微 条 件 的 忆 雪 , 且 到 的 可 积 . 
下 面 举 几 个 前 面 的 习题 为 例 来 说 明 卡 塔 兰 方法 的 用 法 . 当然 对 它们 用 卡 塔 兰 方法 
不 一 定 很 便捷 , 但 可 以 看 出 其 思路 与 前 面 的 变量 代 换 方法 是 不 一 样 的 . 
习题 3955 的 解 2 ”此 题 是 计算 


Sin Vz2 十 2 dz dy/. 
T2 入 Z2 十 y2 入 472 
在 命题 8.2 中 取 jz = Vz2 十 好 , hu) =sinw g 三 1 则 上 的 值 域 为 [rr 27]. 
于 五 坟 即 是 由 妆 十 只 三 到 与 于 十 妇 三 妇 所 围 面 积 , 因此 大人 = 开 ( 友 一 有 到), 于 是 得 
到 灭 介 = 2xt. 这 样 就 由 卡 塔 兰 公式 (8.5) 得 到 公式 : 


2T 
sin VZ2 十 V2 dz dy =| 2Tt sint dt. 
区 


T2 和 2Z2 十 2 的 4T2 
以 下 同 解 1 
习题 3971 的 解 2 ”此 题 是 计算 y 
大 去 中 | cos(Z 十 力 | dz dy， 
0 芯 Z 所 区 
0<ysT 


利用 对 称 性 , 如 附 图 所 示 , 只 需要 计算 阴影 区 所 示 的 三 角 
区 域 上 的 积分 再 乘 以 2 即 可 . 
应 用 命题 82,， 取 jz 人 = 工 十 轴 ju) = |cosz， 
g(z, 由 三 1. 这 时 的 值 域 为 [0, 格 . 习题 3971 的 附 图 2 
如 附 图 所 示 , F(t) 是 直角 边 长 寺 的 等 腰 直 角 三 角形 的 面积 计 妈 , 因此 F(D) = 这 
样 就 可 以 用 卡 塔 兰 公式 (8.5) 得 到 


NY 


O 攻 元 仑 


区 
2 


TI=2| ieostdat= ?| teostdt- ?| ， tcostdt 
0 0 
2 


-站 可- (一天 
如 命题 8.2 所 示 , 卡 塔 兰 方法 是 将 见 重 积分 转化 为 单 重 积 分 的 一 种 方法 , 二 重 积分 
计算 不 是 它 的 “特长 ”. 在 88.6 和 88.10 中 将 会 看 到 卡 塔 兰 方法 的 更 有 意义 的 应 用 . 
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88.2 面积 的 计算 法 (习题 3984-4004 ) 
内 容 简介 在 二 重 积分 中 , 取 被 积 函数 恒 等 于 1, 则 其 积分 值 就 是 积分 区 域 的 面积 
因此 除了 84.5 中 的 各 种 面积 计算 方法 继续 可 用 之 外 , 现在 可 以 用 二 重 积分 及 其 变量 代 


换 来 计算 区 域 面积 
这 里 可 以 指出 ,在 84.5 中 的 极 坐标 系 中 的 面积 计算 公式 , 即 由 连续 的 曲线 ”一 r() 
和 两 条 射线 p = ov P 一 轩 成 的 肩 形 区 域 的 面积 为 
5= 却 | (Go)ay 


II 员 
h 


积分 的 极 坐 标 代 换 公式 导出 : 
9 二 | dp | 7 d7 一 部 | 7r2(O) dp. 
CC 0 CQ 
《习题 集 》 对 本 节 的 部 分 习题 给 出 了 用 极 举 标 代 换 、 广 义 极 坐标 代 换 等 提示 , 但 以 
下 我 们 还 是 根据 具体 问题 选择 适当 的 解法 , 其 中 包括 在 84.5 中 已 经 学 习 过 的 各 种 面积 


计算 法 . 此 外 , 从 几何 上 了 解 积分 区 域 的 形状 是 计算 其 面积 的 必要 准备 工作 . 


习题 3986 求 曲 线 (z 一 妇 2+z2 =a2 (ao > 0) 所 围 国 


可 以 


2 


解 1 由 解析 几何 中 的 二 次 曲线 知识 可 见 , 所 给 的 曲线 为 
以 原点 为 中 心 的 覃 圆 ( 见 附 图 ). 直接 解 出 其 上 下 边界 为 
0 
其 定义 域 为 [一 a, aq, 就 可 以 求 出 所 要 求 的 面积 头 
5=| {(z 上 V a2 2Z2 】 (z Q2 2Z2 )| dz 


二 ?| Va2 - z2 dz 一 Ta2， 
一 4 习题 3986 的 附 图 


因 其 中 最 后 的 积分 可 看 出 就 是 半径 为 a 的 圆 面积 . 
解 2 记 曲 线 所 包围 的 彬 圆 区 域 为 0, 则 其 面积 等 于 在 2 上 恒 等 于 11L 的 被 积 函 数 的 
积分 , 于 是 就 有 本 质 上 与 解 1 相同 , 但 用 二 重 积分 语言 表达 的 解法 : 
e+Va | 


5=||azdw=| dz| 4/ 
骨 7 


= | {(z HH Va2 22 (z Va2 2Z2)] dz 一 Ta2. 
区 域 变 为 vOu 平面 上 的 


解 3 利用 二 重 积分 的 变量 代 换 了 = wz， 一 w 则 积分 


昼 v2 + v2 入 0o2, 而 雅 可 比 行列 式 可 从 Zz = 愉 和 yy = 必 一 2 计算 得 到 为 
Piw 轨 _1 0 1 
Do 1 
因此 就 可 以 计算 出 所 要 求 的 面积 为 
四 D(z,y) 2 
和 一 中 | 去 的 | qudo 一 ra2 
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解 4 在 84.5 的 参数 方程 方法 对 本 题 仍 然 有 效 . 用 y = 娘 代入 曲线 方程 中 就 有 


2 介 = ne 如 84.5 的 命题 4.14 及 其 注 2 所 示 , 又 利用 对 称 性 , 这 时 即 有 
加 1 HS a2 dt 二 人 作 
三 二 | .= du-| Er 


T 


注 _， 本 题 只 要 用 代 换 z = az y = ay 就 可 以 套用 84.5 的 习题 2406 的 答案 . 以 上 
几 个 解法 与 该 题 的 10 个 解法 中 的 解 5,7,8 等 相同 . 


习题 3988 变换 为 极 坐 标 , 计算 曲线 (zz + 3)2 = z2 +2,z>0y >0 所 围 的 面 
积 . 
解 用 z=rcosp 和 yy=7sino 代入 即 得 到 极 坐 标 方 程 
为 
2 1 克 
三 一 一 0 过 太志 洒 澳 
”5 2 十 sin3o sys 
再 利用 关于 p = X/4 的 对 称 性 ( 见 附 图 ), 就 有 
1 了 2 直 dp 
9 一 元 do 一 一 一 一 一 . 
2 人 | cos3 p 十 sin3 p 习题 3988 的 附 图 


将 被 积 函 数 作 如 下 形式 的 分 解 : 
1 1 4 B(cosw+sino) 


cosgp 二 singp (cogp+snpT cospsnD cogp+sanp Tcogpsnop ， 
在 去 分 母后 得 到 
4(1 一 cospsinw) 十 瓦 (1 十 2coswsinw%) 一 CR 
因此 有 A4+ 忆 =1 和 2B 一 4=0 即 4= 巡 , 忆 = 可. 这样 就 得 到 
1 2 十 coSs Op 十 Sin % 


cos3p 十 sin3p 3(cosp 二 smnp) 3(1 一 cospsinp) 
分 别 对 右边 的 两 项 求 和 只 得 到 


2 下 dw 2 | do 
0 cosw% 十 Sin % ”3V5 省 (e+ 于 ) 


1-cos(9: 于 ) 


还 
寺 


4 
= 次 na - 次 mv5+1 
sin (p 十 开 ) 
直 
工 莹 
本 cos Oo 十 Sin % d 2 d(sin p 一 cos Op) 
一 WP 。 2 
3 jj 1 一 sinwcosw 3 Jo 1+(sno 一 coso) 
区 
三 复 生成 二 光 
= 本 arctan(sin w cos5) | 一下: 
于 是 得 到 9 二 Y2 In(V34DTD 上 + 开 . 


3 
注 其 中 的 第 一 个 积分 的 计算 利用 了 8$3.1.3 的 公式 (3.4) 之 第 四 个 答案 : 


| d2 至 借 二 os 过 | + C 


Sin 人 Sin 人 
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习题 3989 变换 为 极 坐 标 , 计算 曲线 (zz + 2)2 = a(z3 - 3zy2) (a > 0) 所 围 的 面 


积 


提示 “此 曲线 为 三 叶 玫 瑰 线 (参见 86.3.2 的 习题 3379 及 其 附 图 )， 


习题 3990 变换 为 极 坐 标 , 计算 曲线 (z2 + yz2)2 = 8a2zy (2 一 oj 十 (一 oj 挟 
az (a > 0) 所 围 的 面积 

解 曲线 (z2 + %2)2 = 8a2zy 为 双 纽 线 , 所 围 区 
域 分 别 在 一 、 三 象限 , 关于 原点 对 称 , 而 圆 (z - oa)? 十 
(一 oj 入 ao2 则 在 第 一 象限 内 , 因此 题 意 是 求 附 图 中 
的 阴影 区 的 面积 

用 极 淮 标 得 到 区 域 的 两 段 线 边界 的 方程 为 
7r?(O) 一 4a2 sin 20p， 
r2(o) 一 a2[1+2sin2p -2(cosp 十 sinp)wVsin2p]， 
上 由 于 区 域 关 于 直线 wp 下 对 称 , 只 需要 求 出 它们 
在 (0,X/4) 内 的 交点 为 

20 一 总 arcsin 寺 久 3.6?. 人 


于 是 即 可 计算 所 求 面 积 如 下 ; 
9 


=- GO-3e )]de 


河 


oO 
区 区 
4 
一 呈 | (2sin2op -1) do 十 2 | V1- (snp=-cosp)2d(sinp -coso) 
%20 %0 
天 
于 
=o[ 一 cos2p 一 +(sinp 一 cosp)Vsin2p +arcsin(sinp 一 cosp)| 
%20 


区 o| cos 2%0 一 下 十 po 一 (sinwo 一 coswo)wVsin2po 一 arcsin(sin 0 一 cos 2o]| 


从 po = 计 arcsin 去 去 可 求 出 cos 2p0 一 sin 0 一 cos 20 一 - 和 
5=oe(2 。 | 】 arcsin | \ | arcsint/ 芝 ) 
一 Q? | 人 3 ( 了 arcsin ) 上 arcSin 加 
一 02 Es 一 计 arccos 喜 十 arcsin 三 RS 一 arcsin 十 arcsin V 引 ) 
攻 后 用 8$1.8.2 本 777 所 提供 的 反正 弦 加 法 定理 , 当 zy < 0 时 其 中 的 s = 0, 即 有 


arcsinz 十 arcsiny 一 arcsin (ZV1 一 好 2 十 yV1L 一 22)， 


z= 长 和 9= -交代 入 就 可 将 答案 简化 为 3 = 02 全 经 十 arcsin 2) 


Se 
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广义 极 坐 标 代 换 . 当然 有 时 也 可 能 


看 的 习题 3991-3995 建议 使 


《习题 集 》 对 于 下 
有 更 为 简便 的 方法 . 此 外 ， 


还 假设 其 


的 参数 均 大 于 0. 下 面具 


指出 习题 3991 不 必用 广 


广义 极 坐标 代 换 


义 极 坐 标 代 换 , 而 习题 3992 则 是 


习题 3991 求 


解 ”将 曲 


的 典型 例子 


书 


的 面积 . 


D02 


辣 


该 枯 圆 遇 


即 可 求 得 


”4 天 ”4 隔 ， 


=0,y=0 所 围 的 国 


习题 3992 求 7 


解 由 方程 可 见 , 曲线 位 于 王 十 部 > 0 的 
曲线 的 图 像 , 并 可 


平面 内 . 用 
算出 有 渐 


三 万 引入 参数 羽 即 容易 作出 
线 ( 附 图 中 是 wa = = 瑚 = 8 大 =] 时 的 图 像 ). 由 此 
与 Z=0,y= 0 围 成 的 区 域 在 第 一 象限 . 
作 广 义 极 坐 标 代 换 
和 一 arcos3 0D， 
则 所 求 的 方程 变 为 


2 吾 
六 一 T(P) = -coS3 2 十 7 


过 
4 一 brsin3 %p， 


0 


， 92, 0 所 op 所 是 


可 见 ,该 曲 


习题 3992 的 附 图 


计算 得 到 此 广义 极 坐标 变换 
已 
已 


的 


2)2) 
7 O) 


于 是 所 要 求 的 
2 


| 


9 一 


区 


2 4 3. 
0 


区 
了 二 这 划 ， 

| Sin 3 cos sodp | 
0 


2a202 
7252 


三 号 apr sin 


面积 可 用 积分 表示 为 


7r(P) 


7 dr 一 


osin3 十 二 大 


业 三 
3 pcos 3 pdop 


， 


4 8 工 
Sin 3 p) sin 3 pcos 3 ppdo 


学 并 . 


4 
sin3 pcos 3 


cos Sin % 十 2) dy 


87.4 的 (7.17) 写 为 贝塔 函数 , 


请 
ao 十 


人 了 : a202 
(所 cos3 Sin 站 


了 接 积 出 ,而 第 一 与 第 三 项 的 积分 可 以 用 


的 工 
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于 是 最 后 得 到 答案 为 

ao3 归 全 全 
3h2j12 9V3N RM 用 生 
积 计算 需要 根据 所 给 定 的 边界 曲线 来 选取 适当 的 变量 代 换 , 这 


习题 3996-3999 的 押 
里 不 再 举例 . 


NN 


AI 


雪 


习题 4000 进行 适当 的 变量 代 换 , 求 下 列 曲线 所 围 的 面积 
2 2 

人 水 二 

了 生生 


中 入 取 下 列 各 值 : 


(2 > 0,yV > 0). 


Y 
人 


解 


项 的 系数 大 于 0 的 是 椭 


李 圆 和 双 曲 线 的 知识 可 见 , 四 条 


圆 ， 而 该 系数 小 了 


且 它 们 


有 只 有 相同 的 焦点 


8 


天 区 绩 0) ( 设 C 0). 


如 图 所 示 , 可 用 其 


和 一 


线 中 传 得 22 
0 的 是 双 | 


上述 共 同 焦点 的 椭圆 和 双 曲 线 来 填 


满 所 关 ， 


心 的 区 域 , 从 而 可 月 


月 隐 范 数组 方程 引入 变量 代 换 : 


O 必 
习题 4000 的 附 图 


还 
项 
刘 
二 
六 


任 可 比 行列 式 为 
了 一 


区 C (4 十 切 


DGg 急 _ 
DUO) 4Vad+ 内 VzGE 切 ) 


求 面 积 的 积分 为 


2 洲 
C2 3 多 人 d7/ 必 d/ 
C_ 三 几 .di 本 
| 人 


工 . 必 dy) 2 
5 3 
下 分 别 计算 其 中 的 四 个 定 积分 . 


对 第 一 个 积分 用 双 曲 代 换 1 = sinh 志 被 积 函数 就 成 为 2sinh2t (参见 83.1.8 以 及 


DZ 


下 二 


DZ/ 


其 中 的 习题 1761), 于 是 就 有 
2 
对 。 
| 于 d 一 [ AUL 十 内 In(VE+ V&+I)]| : 
可 3 
_VI0 2 | 
3 3 3 
对 第 二 个 积分 用 三 角 代 换 ~ = sin2 0, 则 积分 限 变 为 从 arcsin V1/3 到 arcsin V2/3， 
于 是 就 得 到 
2 
本 和 arcsin \/21/3 
属 -天 译 二 =?| 人 dg 一 2( arcsin /与 一 arcsin\/ 村 ) = 2arcsin 本， 
可 Z( 代 一 Z) arcsin V1/3 
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其 中 最 后 一 步 与 前 面 的 习题 3990 的 最 后 一 步 类 似 , 需要 用 81.8.2 的 习题 777 的 反正 弱 
加 法 定理 . 


对 第 三 个 积分 , 可 以 用 处 理 二 次 根 式 的 方法 求 积 如 下 : 


d/ 


d1/ 


ZJ 


1 2 
(e+ 一) - 
-lp+ 二 +VRGY 林 | = 21 

沁 


对 第 四 个 积分 , 可 与 第 二 个 积分 相同 地 用 代 换 ” = sin2 0, 即 可 求 积 得 到 


1 


祭 


co 


1 V2+V5 
芝 . 


2 有 
| 一 dy= ?| sin2gdg 
可 arcsin VI73 
到 一 cos20) db 
网 
二 人 1 
一 arcsin Re arcSsin 于 一 负 V 一 一 arcsin 了 
综合 以 上 计算 就 得 到 面积 ; 
2Jfu[VI0 2 V2+V5 
本 {2?| 了 了 < 了 | 过关 浊 2 ss arcsin 去 
全 S(Vi- 2) : arcSin 可. 
习题 4003 求 椭 球 体 2 十 好 十 2 一 2 一 2Zz 一 2 世 0 被 平面 z+y 二 zz=0 上 所 堆 
得 截面 之 面积 
解 ”此 题 与 86.7.4 的 习题 3705 相 类 似 , 现 采 用 该 题 的 解 2 中 的 投影 法 来 解 . 
从 两 个 方程 消去 > 得 到 
3(2 十 2 十 儿 ) 一 0， 
这 就 是 截断 面 的 边界 在 坐标 面 zOy 上 的 投影 , 是 椭圆 曲线 . 从 8$4.5 的 习题 2406 就 知道 
该 曲线 包围 的 面积 为 
Q2 丈 2a2 
3 T 二 3V3 
于 
最 后 再 乘 上 平面 z+y 十 := 0 的 法 线 方向 在 Oz 轴 方 向 的 方向 余弦 的 倒数 V3, 就 得 到 
所 求 的 截断 面 面 积 为 
9 一 2q 
注 “本 题 除 了 用 习题 3705 的 解 1 中 的 条 件 极 值 方法 之 外 , 还 可 以 用 坐标 系 的 旋转 
将 问题 归结 为 平面 图 形 的 面积 计算 . 此 外 还 可 以 参考 习题 2406 中 的 各 种 解法 以 找 出 新 


的 解法 . 
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88.3 体积 的 计算 法 (习题 4005-4035 ) 


内 容 简 介 在 84.7 的 体积 计算 局 限于 用 平行 (于 某 坐 标 面 ) 的 平面 族 捆 得 的 截面 能 
够 求 出 和 旋转 体 的 情况 . 这 里 则 以 二 重 积分 为 工具 计算 曲 顶 柱 体 的 体积 , 也 包括 项 部 和 
底部 都 是 曲面 片 的 柱 体 的 体积 . 与 上 一 节 求 平 面 图 形 面 积 的 情况 相似 , 对 于 所 给 定 的 曲 
面 形状 的 分 析 和 想象 是 计算 曲面 所 围 体积 的 必要 准备 工作 . 


习题 4005 试 绘 出 一 物体 , 其 体积 等 于 六 = | dz 三 汪 十 2) dy. 
0 0 
解 所 给 的 积分 可 见 , 该 物体 为 一 曲 顶 柱 体 , 底面 是 2 (0,1.1) 


在 坐标 面 zOyYy ( 即 平面 > = 0) 上 的 直角 三 角形 (1;0,1) 
{(z 人 |0 和 zz 乞 10 芝 有 乏 1 一 2 
即 由 直线 > 十 y = 工 和 z = 0,y = 0 围 成 , 而 顶部 是 旋转 抛 
物 面 
2 一 到 十 久 O 网 古 
的 一 部 分 . 习题 4005 的 附 图 


如 附 图 所 示 , 该 物体 由 四 个 平面 z = 0y = 0,z = 0z+y = 1 和 旋转 抛物 面 
> = 22 十 凤 围 成 , 在 图 中 的 曲 顶 用 较 深 的 灰色 表示 , 而 在 坐标 面 zOz 上 的 可 见 侧 面 用 
较 浅 的 灰色 表示 . 

习题 4006 (d) 绘 出 具有 下 列 二 重 积分 所 表示 的 体 
积 的 物体 : T = | V/ 歼 十 冯 dzdy 


2Z2 十 y2 入 Z 
解 ”由 所 给 的 积分 可 见 , 该 物体 为 一 曲 顶 柱 体 , 底面 
是 在 坐标 面 zxOy 上 的 圆 z2 + 2 入 z, 也 就 是 过 ER 
(z 古风 芭 ， 人 9 
而 顶部 是 圆锥 面 < 
z 一 VZ2 十 吧 
习题 4006(d) 的 附 图 
的 一 部 分 ， 0 
习题 4006 (e) 绘 出 具有 下 列 二 重 积分 所 表示 的 体积 的 物体 : 了 = || v 王 dzdy 
于 本 合生 2 
ZU 和 27 


提示 “ 曲 项 柱 体 的 底面 是 坐标 面 rOy 上 的 四 边 形 {(z, 妇 |1<z<2z<y<2z， 
而 顶部 则 是 曲面 > = Vz 的 一 部 分 . 注意 它 不 是 双 曲 抛物 面 ,而 是 以 坐标 面 rOy 上 的 
直线 y = z 为 对 称 轴 和 以 原点 为 项 点 的 精 圆锥 面 在 第 一 卦 限 的 部 分 .为 此 只 要 考虑 它 
与 平面 z 十 y = w (wu > 0) 的 交 线 , 就 可 以 发 现 是 以 (全 , 茸 ,0) 为 中 心 , 以 -2w 和 和 
为 半 长 轴 和 半 短 轴 的 棋 贺 曲线 的 上 半 部 分 . 
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习题 4006 (f) 绘 出 具有 下 列 二 重 积 分 所 Z 
表示 的 体积 的 物体 : 
了 修 壹 | Sin (zwVz2 十 岂 ) d2 dV/. 
Z2 十 y2 乏 1 
解 “ 曲 顶 柱 体 的 底面 为 坐标 面 zOy 上 的 风 
单位 圆 z2 十 只 科 1 而 曲 顶 是 由 坐标 面 VOz 癌 O- 
上 的 正弦 曲线 弧 (参见 附 图 ) 全 
2 一 Sin(Ty) (0 入世 了 ) 于 
围绕 Oz 轴 旋 转 得 到 . 该 物体 为 旋转 体 . 习题 4006() 的 附 图 
习题 4008 求 z+y+z=a2z2+12=R2,z=0y=0z=0(a>V2R) 所 围 区 
域 的 体积 . 
提示 “利用 条 件 o > V2R 可 以 证 明 平 面 z+y+z = oa 与 坐标 面 zOy 的 交 线 
Z 十 一 wa 与 原点 的 距离 大 于 等 于 忆 用 z+y+z=a 和 >z=0 已 经 可 以 从 圆柱 
2Z2 十 %2 芯 瑟 ?截取 得 到 一 段 物体 . 题 设 又 用 z =0 和 yy= 0 将 它 分 为 四 部 分 , 但 没有 说 
明 求 哪 一 部 分 的 体积 . 从 《习题 集 》 的 答案 可 知 它 是 第 一 卦 限 中 的 那 部 分 的 体积 
习题 4011 求 z= si 到， 2 一 0,y=2,y 三 0,z 三 式 所 围 区 域 的 体积 
提示 “该 曲 顶 柱 体 的 底面 是 平面 > = 0 上 由 直线 y = 0,y=xz,z= 苑 围 成 的 直角 
三 角形 . 注意 到 这 个 区 域内 有 0 科 y 冬 z, 因此 曲面 > = sin -到 泸 在 平面 > = 0 的 上 方 . 又 
对 本 题 而 言 , 在 用 二 次 积分 计算 二 重 积分 时 , 积分 顺序 的 适 当选 取 是 非常 重要 的 . 
习题 4012 求 >= zy,z+Vy+z=1 2z=0 所 围 区 域 的 体积 
分 析 > = zy 是 双 曲 抛物 面 ( 即 马鞍 面 ), 且 在 坐标 面 zOy 的 第 一 、 三 象限 内 
2 > 0, 而 在 第 二 、 四 象限 内 > < 0. 由 此 可 知 所 求 的 曲 顶 柱 体 在 第 一 卦 限 内 , 其 底 为 
zZ=0y=0z+y=1 转 成 的 直角 三 角形 , 而 其 曲 顶 是 由 >=1-z-y 和 >z= zy 的 两 
片 组 成 的 . 因此 需要 求 出 它们 的 交 线 , 然后 分 为 两 个 积分 求 积 . 
解 ”从 曲面 xz = zy 和 平面 z+Vy+2z= 工 消去 >, 即 得 Y% 
到 zy+z+y = 了 1 这 就 是 它们 的 交 线 在 坐标 面 zOy 上 的 投 1 加 
影 . 将 该 方程 写 为 (z 二 1 二 1lH) = 2, 即 可 看 出 它 是 坐标 面 
ZOY 上 以 点 (-1; -3 为 中 心 的 直角 双 曲 线 的 一 部 分 . 
于 是 如 附 图 所 示 , 曲 顶 柱 体 的 底 为 上 述 曲线 段 分 为 
两 个 区 域 D; 和 9 它们 的 曲 顶 方程 分 别 为 >= zy 和 0 〇 1 入 
2=1--2Z 一 思 因 此 体积 可 分 为 两 个 二 重 积 分 计算 如 下 : 习题 4012 的 附 图 
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=||mazey+|la-z-mazdg 


1 Ta 二 区? (+2z)0 一 中 

| ( 工 十 Z)” 思 ( 工 十 2)? | 
1Pzl-z2 1P7 as 4 17 
= 去 | TI dz 二 | (z 37 十 4 [二 )dz= 共 一 2m2 


以 下 几 个 习题 中 的 体积 计算 用 极 坐 标 代 换 较为 方便 . 还 可 指出 , 如 前 面 88.2 的 习题 
3992 所 示 , 87.4 的 贝塔 函数 的 三 角 积 分 形式 (7.17) 往往 是 有 用 的 ， 


习题 4013 求 


而 2 一 2 和 2z2+3% =ao 所 围 区域 的 体积 . 


分 析 “如 前 面 的 习题 4006(e) 中 所 说 , 22 = zy 是 以 直线 z = 轧 z = 0 为 对 称 轴 和 
以 原点 为 顶点 的 椭圆 锥 面 , 而 从 方程 可 以 确定 关于 坐标 面 > = 0 对 称 而 分 别处 于 > > 0 
和 >z 乏 0 的 两 部 分 . 由 它们 在 妈 十 2 科 2 内 围 成 的 物体 关于 每 一 个 坐标 面 都 对 称 , 因 
此 其 体积 为 


=8 中 vdzdy 


2Z2 二 2 入 a2 
Z 之 0,Vy 之 0 


计算 的 结果 比 《 习 题 集 》 的 答案 大 一 倍 , 这 表明 后 者 只 是 在 z=0 与 = V2Z8 之 间 的 
部 分 的 体积 . 


习题 4016 求 


而 Z2 十 %2 二 22 一 o2 和 2z2+o2>alzl(a>0) 所 围 区 域 的 体积 . 


解 利用 84.7 的 习题 2466 (及 其 附 图 ) 对 于 维 维 亚 尼 体 的 体积 计算 , 本 题 的 区 域 就 

是 从 球 妇 十 妇 十 妈 入 2 中 控 去 两 个 维 维 亚 尼 体 后 的 所 余部 分 . 由 于 已 知 维 维 亚 尼 体 

的 体积 关 (一 一 和 号)o 因此 本 题 所 求 体积 为 (已 见习 题 2466 的 注 9): 
该 三 2( 季 9 )a3 一 总 aa 

又 如 该 题 的 注 1 所 示 , 用 84.7 的 截面 积 积分 法 的 计算 过 程 较 繁 , 下 面 指 

的 极 坐标 变换 , 则 计算 较为 简单 . 利用 对 称 性 , 维 维 亚 尼 体 的 体积 关 


积分 


上 世 
让 
-< 
| 
| 上 


开 
2 
4V 邮 2 二 友 二 好 dzdy = 4 ap FREE 区 
0 0 
2Z2 二 2 入 az 
2 过 0,Vy 过 0 4 地 3 117r 一 acos O 
_ 2 2 虽 
3 [ce 1 7 一 0 
了 东 
2 
三 | (一 sin3 o) de 
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习题 4018 求 和 zz 二 er + 六 ,zz=0 和 2z2 二 2=R2 所 围 区 域 的 体积 


解 ” 曲 顶 柱 体 的 底 为 平面 > = 0 上 的 区 域 妆 十 好 入 R, 曲 顶 是 曲面 > = er 人 + ) 
的 一 部 分 . 用 极 坐标 代 换 就 有 
兰 ee +) dz dy 一 | dp | re dr 


人 
0 
注 “本 题 若 将 二 重 积分 写成 为 二 次 积分 , 虽然 被 积 函数 er + ) = er” .er-y 可 
分 离 , 但 由 于 e-” 和 er-y 的 原 函数 不 是 初等 函数 , 因此 计算 不 出 来 . 引入 极 坐 标 代 换 
后 由 于 雅 可 比 行列 式 带 来 一 个 因子 ”>, 从 而 使 得 积分 变 得 非常 容易 . 


习题 4020 求 


看 zz 一 22 二 2 和 >z=Zz+y 所 围 区 域 的 体积 . 


解 ” 从 两 个 方程 消去 > 得 到 z2 十 2 = z 二 2 这 就 是 两 个 曲面 y 
的 交 线 在 坐标 面 zOy 上 的 投影 , 由 此 可 确定 二 重 积分 的 积分 区 域 1 
为 0 为 zZ2 上 -2 一 yy 所 0. 写 出 


2 2 SN 在  :， : 
ooegi03 
可 见 吕 是 以 点 (到 , 去 ) 为 圆心 和 以 2 为 半径 的 国 ， 习题 4020 的 附 国 


以 上 分 析 可 见于 Q 中 的 点 满足 z2+2-z-y 乏 0, 因此 柱 体 的 顶 为 >==Zz 十 水， 
底 为 := 22 十 2, 于 是 所 求 的 体积 即 是 
到 =| | (zy 一 2 一 2)dzdy. 

| 


根据 区 域 与 被 积 函数 的 特点 取 以 下 的 极 坐标 代 换 : 


由 一 工 十 rsi 
2 一 本 十 7 CoS8%， 4 三 十 7 SIn %， 


这 时 区 域 人 变 成 为 y < ,被 积 函数 了 +y 一 o2 一 咏 = 于 一 r2 雅 可 比 行列 武 仍 为 
r, 因此 即 可 计算 得 到 


2 4 字 
六 六 2 
本 2 人 和 4 ) 8 
以 下 从 习题 4021 起 的 习题 中 出 现 的 参数 均 假 设 大 于 0， 
。 zZ2 好 2 2Z2 ， 久 四 
习题 4022 求 由 曲面 十 订 一 全 一 -1 和 -7 十 节 王 工 所 围 区 域 的 体积 . 


提示 “第 一 个 曲面 是 双 叶 双 曲 面 (参考 86.1.1 的 习题 3168 及 其 附 图 ), 第 二 个 曲面 
是 母线 平行 于 Oz 轴 的 柱 面 . 
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习题 4025 求 昌 面 (过 十 世 ) + 总 1.z= 0.z 一 0.y=0 所 围 区 域 的 体积 


分 析 题 和 
为 中 心 轴 线 的 柱 面 (这 方面 可 以 回顾 86.1.2 的 习题 3171). 可 以 看 出 它 与 三 个 坐标 面 芽 
成 4 个 有 界 区 域 , 它们 的 体积 相同 , 因此 只 要 求 第 一 卦 限 的 区 域 的 体积 即 可 . 这 时 的 
项 柱 体 的 底 为 坐标 面 zOy 上 的 直角 三 角形 区 域 
{(Z,2) | 
因此 只 要 用 广义 极 坐 标 代 换 


2 
的 曲面 ( 字 十 芋 ) + 气 = 1 是 以 坐标 面 zOy 上 的 直线 十 区 = 0 


Z 一 arcos2p，V 一 bsin2o 


即 可 . 


习题 4027 求 曲 面 莹 一 zz 二 ozZz+Ty=D(0<a<D 所 轩 
解 1 该 曲 顶 曲 底 柱 体 的 曲 项 和 曲 底 分 别 为 xz = V 码 和 


2 三 一 V2Z8 的 一 部 分 , 它们 在 坐标 面 xzOy 上 的 投影 为 附 图 所 示 的  yY 
四 边 形 区 域 


往 域 的 体积 . 


填 


9={(c 人 |z>0y>0ao 和 zz+y 近 叶 . 
根据 积分 区 域 0 作 变 量 代 换 z 十 y = 7r， arctan ， / 芝 = oO, 这 就 是 
广义 极 坐 标 代 换 Da 5 
和 一 cos2p，% 一 7sin2 wp， 习题 4027 的 附 图 
区 域 Q 变 为 o 芝 r 科 六 0 所 9 所 末 . 
计算 雅 可 比 行列 式 为 
DZ 人 co8s2 0 sin2 p 
( OP) 一 2r cog%SinwD 27rsin cos % 
又 利用 曲 顶 曲 底 柱 体 关 于 平面 > = 0 的 对 称 性 , 于 是 得 到 


一 27 Sin % CoS ， 


区 
开 
TY 王 ?||v 过 dzdy 一 ?| 22dr| sin2 oo cos2 op do 
Q 0 
9 


47173 3\、. 工 3 开 区 73 3 
一 本 也 一 下 庆 (1 了 过 = 让 人 一 小 


解 2 利用 区 域 0 的 特征 , 可 将 它 写 成 为 两 个 区 域 之 差 集 : 
= =-0u 


其中 


={(z 妇 |0 和 zz 和 b0<y 和 0 一 2 
Qu ={(z 人 |0 和 z 和 oo 和 y 和 az， 
是 两 个 相似 的 等 腰 直 角 三 角形 区 域 . 
于 是 就 有 
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芭 2||v 到 dz dy = ||2v 李 az 到 ||2v 天 azdy 


以 下 分 别 计 算 上 式 右边 的 两 个 积分 . 
对 区 域 Q。 上 的 积分 可 计算 如 下 : 


||2vsardy -| 2vzdz[ vd 一 生 『 6-a 
25 


dz (然后 作 代 换 z = 妇 ) 


= 黎 『 全 和 -9 dl (然后 作 代 换 = sn2g 


3 0 
3 际 3 你 
= 人 | sgcosbdg= 汪 | (1-ecomg)costgdg 
0 3 0 
8 3.1 5\ 工 pr 
3 1 加 2 12 
和 
因此 所 求 体积 ; 


一 一 03). 
注 “ 上 述 积 人 88.2 的 习题 3992 中 那样 
主 
生 | 于 人 一 2) 3 二 过 Pa -gd 


贝塔 函数 来 做 , 这 样 就 有 


NT 


TFT(3NF(5 
= 切 B( 呈 呈 )= 生 -， 加) 
二 
= 五 吧 . 


在 本 章 的 以 下 各 节 的 习题 中 将 多 次 使 用 这 种 计算 方法 . 
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88.4 曲面 面积 的 计算 法 (习题 4036-4050 ) 
内 容 简介 在 84.8 学 习 了 旋转 曲面 的 面积 计算 方法 , 本 节 则 是 一 般 的 光滑 曲面 的 


掉 积 计算 法 , 这 就 是 通过 面积 元 d9 的 计算 将 


掉 面 积 用 区 域 上 的 二 重 积分 表示 出 来 . 


下 面 分 几 种 情况 叙述 曲面 面积 元 d3 的 计算 公式 ， 
() 若 曲面 由 > = z(z,g) 给 出 , 则 有 


d5=vV/1I+ 闪 十 闪 dzdy 


(2) 若 曲 面 由 双 参 数 方程 


吾 一 24 十 外 


2 一 ViU)， =VCU)，2=2(U) 


d9 =VPG 一 F2dudu， 


2 /2 人 /2 /2 | 产 汪 六 2 
ae G = 十 gw 了 2Zo0 ) 下 三 Zuo 十 yuyo 十 22 


特别 当 z = 如 yy =v， 时 , 就 有 


媚 =1 二 办 G=1 二 2 下 三 为 双 


》 ICU) 


因此 BEBG-- 本 =1+ 闪 + 交 , 就 得 到 情况 (1) 中 的 表达 式 . 


容易 理解 VEG - 天 2 的 几何 意义 . 它 就 是 从 积分 区 域内 的 积分 元 dz dy 或 du dv 到 
曲面 上 的 面积 元 d5 的 缩放 因子 (或 者 说 比例 因子 ). 对 于 前 者 ， 定 


[Sr 


夫 于 等 于 二. 


现 给 出 球 坐 标 表 示 的 曲面 的 面积 元 公式 ( 见 0] 第 二 卷 的 629 小 节 的 例题 14)). 


命题 8.3 若 曲 


掉 用 球 坐 标 表 示 为 


2 一 7r(pD;0)sinocos0，Vy=7r(p0)sinosn0， 2 一 7r(P;0) cos wp， 


| 
可 


证 “按照 前 述 双 参数 曲面 的 计算 公式 , 先 求 出 


7 
Zeop 二 了 S1H 


/ 
2p 


然后 即 可 得 到 


| 


0 
2 主 Sin 

基 

0 


7o Cos p 一 7 Sin 2， 2 


忒 中 7(2,0) 连续 可 微 , 则 曲面 的 面积 元 为 


d9 == rV (rz 十 7 人 ) sin2 p 十 7 外 do d0. (8.6) 


ocos0 二 rcospcos0，2 一 7gsinocos0 一 rsinwosin0; 


2Osin0 二 rcospsin0， 由 = 三 7 和 sinpsin0 二 rsinwcos0i 


/ 


| 


Tb COS (D， 


2 /2 /2 二 j 
王 全 十 7p，G=74 十 人 Sin pp， 下 三 To79， 


因此 就 得 到 所 求 的 


BEG 一 到 二 (人 二 72)72 sin2 op 十 r27 人 2， 


将 它 代 入 d5 = VEG =- 2 do db 即 得 . 


特别 当 


下 处 于 球面 z2 十 %2 十 妈 = 玉 上 时 , 则 有 


d59 = RR2 sin po dp d0. 
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8.4.1 曲面 面积 计算 (习题 4036-4049) 
习题 4037 求 以 曲面 Z2 十 关 =ao2 和 和 妇 O 十 2 冯 =a2 为 界 的 物体 的 表面 积 . 


解 ”这 个 物体 已 见于 84.7.2 的 习题 2465, 在 
古代 中 国 数学 中 名 为 件 合 方 盖 . 如 附 图 所 示 , 由 对 
称 性 可 知 只 需 计 算出 附 图 中 的 灰色 片 , 然后 
乘 以 16 就 得 到 所 要 求 的 全 表面 积 . 

这 片 曲面 的 方程 是 2 疡 二 z2 = a2, 其 显 表达 式 
是 z= Va2 - 22. 该 曲面 片 在 坐标 面 zOy 上 的 投 
影 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 区 域 (参见 附 图 ): 

Q={( 人 |0 乏 7z 乏 0 入 苹 2， 

于 是 可 先 计 算出 曲面 面积 元 习题 4037 的 附 图 


司 


d9 一 1 十 次 + 你 dzdy= -dzdy， 
然后 积分 得 到 
Q dz 
5=|| 二 二 dzd =*| | d 
Va2 一 24 0 Va2 一 Z2 Jo 
0 27dzr 必 2 
一 dz 一 一 aoVa2 一 Z2| 一 0 
| Va2 一 24 
因此 件 合 方 盖 的 全 表面 积 为 16a2. 


习题 4040 求 曲 面 刀 十 只 十 妈 = 0 在 圆柱 z2 十 寻 = 十 az 之 外 的 部 分 的 面积 ( 维 


维 亚 尼 问 题 ). 


解 1 88.3 的 习题 4016 是 求 从 球 中 挖 去 两 个 维 维 亚 尼 体 后 所 余 的 体积 , 而 本 题 则 
是 求 球面 上 后 余 的 表面 积 . ( 维 维 亚 尼 体 的 形状 可 参见 84.7 的 习题 2466 的 附 图 .) 
先 计算 曲面 面积 元 为 


克 2 
8 
季 四 2 六 Va2 一 z2 一 妇 2 


同时 利用 对 称 性 , 然后 即 可 求 得 两 个 维 维 亚 尼 体 在 球面 上 挖 去 的 面积 为 


3S=8 | | -2 dzdy (然后 用 极 坐标 代 换 ) 
05 一 23 二 人 
zZ2 二 2 一 az 有 0 
2 过 0 

工 区 

2 Q cos 2 
-sc| ”ad | -ro2| 1_-sinojdo=8a2( 工 一 1 
所 0 Va2 一 7 0 人 0 (3 ) 


利用 已 知 的 球 四 


积 公 式 , 于 是 本 题 的 答案 是 
47ra2 一 so ( 子 本 1 = 8a2. 
解 2 本 题 的 曲面 在 球 坐 标 下 就 是 > = ww, 与 o 和 0 无关, 因此 从 命题 8.3 的 公式 
(8.6) 就 得 到 曲面 面积 元 dS = a2 sin po do qd0. 余下 的 问题 是 确定 变量 和 0 的 范 目 


ar 
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对 于 满足 z2 十 只 一 az 乏 0 和 >0 的 曲面 片 , 可 见 有 0 和 bg 入世 . 从 妇 十 几 一 az 


和 522 二 2 上 +22=ao2 可 求 得 >=asinb0, 再 与 = acoso 比较 , 可 见 有 0 = 邓 一 男 这 


样 就 可 以 计算 两 个 维 维 亚 尼 体 从 球面 控 去 的 表面 积 ， 


工 
2 


亚 二 0 
9-=- so osinpdp=8o2?| (sinb)db 


0 


= 8a2 中 


注 “ 如 习题 2466 的 注 2 所 示 , 习题 4016 和 本 题 表 明 , 由 球面 等 


面 形成 的 物体 的 


体积 及 其 表面 积 可 以 具有 与 区 无 关 的 数值 . 实际 上 前 面 的 习题 2465 和 4037 表明 牢 合 方 


盖 也 具有 这 样 的 特性 . 


习题 4043 求 曲 面 > 一 于 元 (2 一 2) 被 平面 z-y = 二 1, z 十 y = 士 1 所 截 部 分 的 面 


积 . 


解 1 人 即 在 灰色 区 域 2 上 求 双 曲 抛物 面 ( 即 马 
较 面 ) z 一 部 元 (Z2 一 22) 的 面积 


2 王 :二 二 放电 1 二 2 二 1 卡 友 十 访 
是 要 计算 积分 


9 二 Ma dzdy=4|a 中 VI 干 到 十 友 dy 
其 己 和 利用 区 域 Q 和 被 各 函数 的 对 称 性 ， 


习题 4043 的 附 图 


作 极 坐标 代 换 z = rcosp, y = 7sino, 这 时 第 一 象限 内 的 z+y = 1 成 为 


r(cosp 十 sino)=1 0 入 o 和 志 T/2. 再 次 利用 对 称 性 , 得 到 


= 5 dp 站 ” 人 7rV1T 十 72d7 
工 3 
生 了 ie ( 运 站 as ay 
3 


二 1 本 | 1 | d 
本 NSsino 十 coso 关 


作 代 换 0 = 工 一 2, 则 上 式 


》 
地， 
2 


边 第 二 项 变 为 


开 王 3 
交 n 
JR do = (3+tan2b)2 db 
汪 3 
亚 20)2 V3 十 2 
本 2 大 (3 +tan 多 就 滑 sa (3 二 2)V3 二 2 二 
3 Jo 1 十 tan20 人 


骂 4V2 f V3 十 v 
一 | VS+edui 相 本 2 d2. 
， 上 式 的 人 只 得 到 


2 VS+edv wu 三 22 ( 生 3 二 ?和 n+TVST| = 2 
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对 第 二 项 则 可 先 作 代 换 习 = VS5tant 使 其 有 理化 后 计算 如 下 
人 tv ev dt 
0 


3 jj 1+? 妇 2 1 十 3tan2t 0 (3sin2t 十 cos2 轨 cost 


至 6 d(sin 加 本 
=4v5|， 人 二 25 二 52 (再 作 代 换 v = sin 如 
5 1 

.全 du 1 让  ， 

=4v5| 人 下 (二 + 
工 

一 人 [3 m| 主 于 十 | V5arctan(vVau]||， 

= 2 0 


东 
| 


1 外 积 为 
= 2 | 2V2 | 7V2 | 
二 本 1 可 6 In3 | 
注 “本 题 的 积分 计算 较 长 , 然而 就 每 一 步 来 说 , 都 只 是 第 三 草 中 较为 容易 的 积分 计 


算 . 


解 2 在 写 出 曲面 积分 的 积分 表达 式 后 , 用 坐标 轴 旋 转 可 引入 代 换 


= 次 ec- v= 次 e+ 


于 是 积分 区 域 变 为 


人 2xFP 人 | 


tw) 2 ， 7 2 ， 7 


可 比 行列 式 了 = 1, 从 而 积分 变 为 


V YV2Z 
2 


| dzdy 一 4 | qu| VI1 二 ?2 十 v2 du. 


然后 可 再 作 极 下 标 代 换 4 一 rcoso),y =7sino, 并 再 次 利用 对 称 性 得 到 
沅 V2seco 


5=s| de| 7rV1 十 72 dr. 
0 0 


0 


以 下 计算 与 解 1 相同 . 


习题 4046 求 以 
积 和 体积 


2 二 几 = 刘 妈 和 z+9Tz= 20 (0 > 0) 为 界 的 物体 的 表面 


解 ”如 附 图 所 示 , 这 是 锥 面 与 平面 所 限 囊 
上 的 顶 圆 区 域 和 锥 面 z2 十 刀 = 寺 22 在 >>0 
标 面 xzOy 上 有 相同 的 投影 . 
从 两 个 曲面 的 方程 消去 > 得 到 
2Z2 十 内 一 2 十 2a(z 十 人 = 2a2， 


上 的 物体 . 它 的 表面 积 由 平面 z+y 十 z = 2a 
被 上 述 平面 割 下 的 部 分 组 成 . 它们 在 坐 


贡 
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已 就 是 曲面 的 交 线 在 坐标 面 zOy 上 的 投影 . 次 

曲线 的 知识 可 见 它 是 椭圆 . 将 它 改写 为 

(Z 十 2o)2+( 人 (二 2o2 一 (二 2a)(y +2a) = 6a2， 

可 见 查 圆 的 中 心 为 (--2a, --2a) (参见 附 图 )， 又 利用 

84.5 的 习题 2406, 从 4 = C =1 28B3 = -1 即 可 知 

区 域 O 的 面积 为 |?| = 局 . 6a2 = 4V3ra2. 
将 物体 在 所 给 平面 和 锥 面 上 的 两 部 分 表面 分 别 

记 为 5; 和 5S2 (同时 也 表示 它们 的 面积 ), 则 对 于 51， 

由 方程 >= -2Z 一 yy 十 20 有 六 = 一 1 坟 = 一 1 因此 有 

Vi 弛 + 逐 =I= 
从 而 得 到 习题 4046 的 附 图 
三 ||vsazdy = 王 |9|. V3 = 12ra2. 


对 于 5>, 则 由 冯 =3(z2 十 02) 及 = 季 和 为 = 一 ， 因此 有 


人 2 2 
VI+ 确 + 网 = 1+ 号 + 光一 2， 


因此 得 到 


SG = ?azey = 2|9| = 8V3ra2. 
于 


于 是 物体 的 总 表面 积 S = (2 十 V3 引 |Q| = (2V 了 3 十 3)4ra2， 
为 求 物 体 的 体积 , 利用 它 是 锥 体 , 底面 5; 的 面积 已 知 , 而 该 锥 体 的 高 , 即 顶点 到 底 
的 距离 就 是 原点 到 平面 > 十 y 十 > = 29 的 距离 -5 ， 因 此 体积 为 


1 .2a _ 8ra3 
1j 三 5 本 本 . 127a2 本 
注 “本 题 由 于 两 个 比例 因子 VEG =- F2 都 是 常数 , 因此 计算 特别 容易 . 这 在 86.7.4 
的 习题 3705 的 解 2 等 处 已 经 用 过 . 当然 本 题 也 可 以 用 其 解 1 中 的 条 件 极 值 方法 来 解 . 


习题 4049 求 环 面 
2 一 (二 acosu)cogsp，Vy=( 二 acosuU)snP，2z=asinu (0<Qw 所 中 
在 两 条 经 线 p = 21, 2 = 92 和 两 条 纬 线 儿 = 好 ,区 = 咏 之 间 的 部 分 的 面积 . 整个 环 的 
面积 等 于 什么 ? 


解 如 下 面 的 附 图 所 示 , 左边 是 环 面 , 其 中 标 出 了 多 条 经 线 和 纬 线 . 右边 则 是 用 通 
过 Oz 轴 的 平面 y = ztang 与 环 面 所 包围 的 环形 区 域 诡 于 一 个 圆 , 其 中 标 出 了 2 和 消 
的 几何 意义 . 

计算 得 到 
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2 二 一 Sin W cos w， 负 二 一 0sin 示 Sin wp， 2 一 0cos 功 ， 
六 / 
0 PP 


三 一 十 QcosW)sinwp， yo 


代 一 (十 QcosW) cosw， 2 


于 是 有 


瑟 = 和 2 十 内 十 纶 = G=z2 二 内 十 只 = 化 二 acos 坊 2， 五 =0， 


习题 4049 的 附 图 


这 样 就 得 到 


=VEG 一 F2dpdy=a0 十 acosuup) dp du 


这 样 怠 可 求 出 在 两 条 经 人 2 = 9pl, p = pa 和 两 条 纬 线 世 =, 销 = 风 之 间 的 部 分 的 
而 积 关 


9= | dp 作 a(D 十 acost) d 贱 
1 1 
=a(pa 一 lj[b(bpa 一 拉 ) 十 asin(ypo 一 仿 )]. 


为 求 环 面 的 全 面积 , 只 要 用 女 = pol = 0, yo = pa = 27 代入 上 述 公式 就 得 到 


注 回顾 $4.8 的 习题 2491, 由 于 圆 环 面 为 旋转 曲面 , 因此 在 那里 已 经 提供 了 区 
币 的 全 面积 的 两 种 计算 方法 . 


和 全 面积 一 4abT2. 


贺 
如 


8.4.2” 补 注 (习题 4050) 

为 配合 习题 4050, 这 里 给 出 空间 立体 角 的 计算 公式 及 其 证 明 ， 

首先 是 立体 角 的 概念 及 其 度量 方法 . 对 于 给 定 的 某 一 点 和 曲面 , 由 该 点 向 曲面 上 的 
点 作 射 线 , 所 有 这 样 的 射线 全 体 所 占有 的 空间 就 称 为 立体 角 . 它 是 一 个 锥 体 , 上 述 给 定 


加 是 锥 体 的 顶点 . 如 以 该 顶点 为 球 心 作出 一 个 单位 长 度 半 径 的 球面 , 则 上 述 锥 形 在 


四 上 制 下 一 个 图 形 , 它 的 面积 就 定义 为 立体 角 的 度量 . 


为 简单 起 见 下 面 将 原点 O 取 为 顶点 . 对 于 给 定 的 曲面 9, 记 m = (z,yz) 为 从 原 


点 到 1 


面 上 动 点 (z, 思 2) 的 矢 径 向 量 , > = || 为 其 长 度 , m” 为 曲面 3 上 的 法 方向 向 量 ， 


(mm) 为 向 量 > 和 浆 之 间 的 夹 角 , 在 取 法 方向 向 量 时 要 求 此 夹 角 不 超过 90". 
这 时 有 以 下 命题 . 
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命题 8.4 假设 从 原点 O 出 发 到 曲面 9 上 任意 点 的 射线 只 与 9 交 于 一 点 , 则 从 O 


看 5 的 立体 凶 为 
中 四 d5. (8.7) 
人 


证 这 时 用 球 坐 标 是 合适 的 , 它 与 直角 坐标 系 的 关系 为 
2 一 rsnwcos0，Vy=7snpsn0，2=7COS 0. 
根据 从 原点 O 出 发 的 射线 与 9 至 多 上 只 交 一 点 的 条 件 , 曲面 9 的 方程 可 写 为 7>=7(2,0)， 
其 中 (P,0) E 0s. 
这 时 的 矢 径 癌 量 7 = (zy 2 其 中 zz 均 为 p,0 的 函数 . 根据 在 命题 8.3 中 的 计 
算 , 曲面 上 0 和 p 分 别 为 常数 时 的 曲线 的 切 向 量 六 
7o 一 (ZegVpy2p)， 7g 三 (299 29). 


于 是 曲面 的 法 向 量 可 取 为 


7 一 To X 76 一 (zy72gymz)， 


其 中 的 分 量 为 


miz 一 71gsin0 一 rr0osinpcospcosb 十 人 sin pcosb， 
1 一 一 rrgcos0 一 rrosinwpcospsing 十 7r2 sin2 psin 0， 
人 全 /2 
11z 二 7” Sn%Ccosw% 十 77o SID 0%. 
计算 矢 径 向 量 ” 和 法 向 量 m” 的 标量 积 得 到 


7 一 costr 7) 


一 Z7z 十 V72y 十 270z 一 7r3 sin 0， 


这 符合 > 与 双 的 夹 角 不 超过 90" 的 要 求 ， 从 教科 书 中 关于 曲面 面积 计算 公式 的 推导 知 
道 有 ||| V 万 G 一 开 2， d9 一 VEG 一 F2dodb (其 V 巨 二 7 见 命 是 83 的 公式 
1 


0 也 ) 73 Sin Op 1 
一 一 一 一 一 d9 王 ， VEG 一 FF2dod0 
| 7 中 rVE 南 77 旬 


二 中 sin % dp qd0. 
4s 
由 于 在 球面 上 的 面积 积分 元 为 49 = r2 sin p dp db, 而 在 半径 为 单位 长 度 的 球面 上 则 有 


d9 = snododb, 因此 最 后 一 式 就 是 从 原点 到 曲面 9 上 动 点 的 射线 在 单位 球面 上 割 下 
的 图 形 面 积 , 即 押 求 的 立体 角 w. 


注 公式 (8.7) 中 的 积分 区 域 是 曲面 9, 这 里 需要 88.14 中 的 曲面 积分 概念 . 曲面 面 
积 可 以 看 成 为 被 积 函 数 恒 等 于 1 的 第 一 型 昌 面 积分 . 由 于 (8.7) 中 的 积分 与 有 关 , 因 
其 
可 


S 


此 也 可 转化 为 第 二 型 曲面 积分 . 这 方面 可 以 参看 [11] 的 第 三 卷 653 小 节 的 高 斯 积分 ， 
中 不 要 求 从 顶点 出 发 的 射线 与 曲面 至 多 只 交 于 一 个 点 的 条 件 , 曲面 8 既 可 以 封闭 , 也 
以 不 封闭 . 立体 角 还 可 以 有 正 负 号 . 与 此 有 关 的 习题 见 88.16 的 习题 4392 等 . 
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习题 4050 求 窍 形 z = wa > 0,0 乏 9 和 芝 六 0 乏 z 世 < 对 坐标 原点 的 立体 角 w. 若 a 
很 大 , 求 出 w 的 近似 公式 . 


解 在 附 图 中 对 于 a > 1 的 情况 作出 了 示意 图 , 其 
由 曲面 $ ( 即 题 设 的 矩形 ) 上 的 所 有 点 与 原点 的 联 线 在 
半径 为 1 的 球面 上 割 出 了 一 块 曲 边 四 边 形 区 域 , 它 的 面 
积 就 是 所 要 求 的 立体 角 w.， (由 于 3 的 边界 均 为 直线 , 在 
单位 球面 上 制 出 的 区 域 的 边界 都 是 球面 上 的 大 圆 弧 .) 

这 时 有 ?7 = (10,0)，rr = (amy/mz/r)， 其 中 

a2 十 2 十 22. 由 于 这 两 个 向 量 的 模 都 等 于 1, 因 

此 就 有 cos(r,m) = a/r. 这 样 就 可 按照 命题 8.4 的 公式 
(8.7) 得 到 


D 帮 
“| 和 鸣 =o| dy| dz 3 
3 0” (十 好 二 2) 
其 范围 为 [0, 让 x [0,ej, 曲面 5 的 方程 为 z = oa 因此 


d9 一 dy dz. 
为 计算 内 层 积分 , 可 利用 三 角 代 换 (也 可 用 双 曲 函数 代 换 等 ) 先 计算 下 面 的 不 定 积 
分 . 取 尺 > 0, 作 代 换 z= 尺 tan0, 于 是 得 到 


dz = | 363 二 , 浊 | SR 色 
二 cos0d0 一 sin0 十 C 一 FF 人 C 
| (R2 十 22) Rs sec30 忆 2 尽 2 尺 2VR2 十 22 
从 而 得 到 内 层 积分 为 


| dz 加 C 
0 ( 吗 十 扫 )Vo2 十 只 十 c 


最 后 就 有 
D 
w 一 oc| 型 (然后 作 代 换 y = atan O) 
0 (时 十 凶 )V 轨 十 内 十 呈 
加 do 直人 df(c Sin OD) 
0 Va2sec2p 十 c2? 0 Va2 十 c 一 c2sin2o 
csin arctan(b/a) be 
一 arCS1D 二 一 QTCS1D 。 
人 (| 
> = 到 妆 和 吕 bc 三 
当 a 很 大 时 , 由 于 < 贸 1, 且 有 
& Va2 十 c2Va2 十 02 
bc 填 o (a 辣 本 0)， 
人 
利用 arcsinz ~ z (z 一 0) 即 可 得 到 近似 公式 
sc 
LU 从 5 
注 ， 本 题 也 可 以 不 利用 公式 (8.7) 而 直接 从 立体 角 的 定义 出 发 , 在 确定 单位 球面 上 


的 区 域 边界 后 , 直接 计算 其 面积 [9,， 25]. 
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88.5 二 重 积分 在 力学 上 的 应 用 (习题 4051--4075 ) 


内 容 简 介 ”本 节 的 习题 是 84.9 和 84.10 的 继续 , 其 中 包括 平面 薄板 的 质量 、 质 心 和 
转动 惯量 的 计算 以 及 在 力学 上 的 其 他 应 用 . 


8.5.1 质量、 质心 与 转动 惯量 的 计算 (习题 4051-4069) 


与 84.9 相 比 , 目前 由 于 有 了 二 重 积 分 工具 , 表达 平面 薄板 的 质量 、 质 心 坐 标 和 转动 
量 的 公式 变 得 简单 , 而 计算 方法 则 更 为 多 样 了 . 
在 本 节 的 习题 中 , 在 没有 其 他 说 明 时 , 假设 所 有 出 现 的 常数 均 大 于 0. 


汪 


习题 4051 求 边 长 为 au 的 正方 形 薄 板 的 质量 , 设 薄板 上 每 一 点 的 面 密度 与 该 点 到 
正方 形 顶点 之 一 的 距离 成 正比 , 且 在 正方 形 中 心 等 于 p0. 


解 ”如 附 图 所 取 的 坐标 系 和 正方 形 , 设 其 中 的 每 一 点 的 面 
密度 与 它 到 原点 的 距离 成 正比 , 即 p(z,Z) 一 KRV 巡 十 吧 . 于 


p0 一 [人 二 (ee 玉 此 可 确定 系数 大 = 三 于 是 可 


2 
将 所 要 求 的 质量 用 二 重 积 分 表达 如 下 : 
AI 一 训 中 V22 十 12 d2 dV/. O - 由 宁 
025S2 习题 4051 的 附 图 


利用 对 称 性 , 并 作 极 坐标 代 换 z = rcos0,y =7sin0, 即 可 计算 如 下 


2 全 [aseeg 2 2v2 
| db| 取 计 汪汪 3 ee sec30db 
0 0 0 


二 从 me V1+tan20d(ltan0) 22ooo | Via 
=- 次 ma [VET 妇 +m(e+ 1 十 ?2) 咱 = 一 oo [IV2+ln(l+V2)]. 


习题 4052 求 以 wy = z2 和 z+Yy = 2a 为 界 的 均匀 落 板 的 质心 坐标 . 


解 不妨 取 密 度 p = 1. 如 附 图 所 示 , 执 物 线 ay = zZ2 与 直 7 
线 zZ+TyV= 2a 交 于 点 (-2a4a) 和 (aa), 限定 了 一 个 区 域 0. 
先 计算 质量 , 也 就 是 O 的 面积 ; 


Q 2a 一 2 Q 2 
M=||szw=| dz| dy=| (2a-z- 到 ) dz 
人 一 2a 2Z2/a 一 2a Q 


2a 2 本 -a OO 
下 面 是 图 形 对 于 Ox 轴 和 Oy 轴 的 几何 静 和 矩 的 计算 : 习题 4052 的 附 图 


Q 人 
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Q 20a 一世 Q 1 2 2 二 2Q 一 并 
Me=||yazwy=| dz| yqy= | 万 % dz 
一 2a 22/a 一 2a 2 一 Z2/a 
Q 3 
= 让 | (4 一 4az 十 22 - 瑟 )dz= 节 (4o2z 2az2 十 世 2 ) 
2a 


Q 2Q 一代 Q 3 
M=||*dz@=| =dz | dy=| (2az-- 交 )dz 
本 一 2a Z2/a 一 2a CQ 


] 4 Q 
三 说 族人 三 二 浊 . 放 
= (oz 3 全) 一 二 4 
于 是 就 得 到 质心 的 坐标 为 
0 -22 _-8， 
< 二 朵 20， ye 5 


注 在 这 里 可 以 比较 一 下 对 本 题 的 上 述 解法 与 第 四 章 中 的 解法 . 按照 静 和 珑 计算 中 
的 可 加 性 原理 (参见 84.9 的 习题 2506 的 注 2), 在 上 面 的 附 图 中 作出 了 介 于 和 = z 和 
=7Z+Az 之 间 的 条 形 区 域 , 记 区 域 的 边界 为 由 (z) = 22/a ya(z) = 2a 一 则 可 
将 条 形 区 域 的 质量 , 也 就 是 面积 , 集中 于 条 形 的 中 心 点 处 , 然后 乘 以 该 点 到 Oz 轴 的 距 
离 , 这 就 是 


于 ( 思 二 力 )e 一 加 )Az= 寺 吧 一 罗 Ar 


然后 相 加 求 和 并 过 渡 到 积分 , 这 就 是 上 面 计算 的 Maz. 同样 可 得 到 My 由 此 可 见 在 第 四 
1 的 方法 也 就 是 如 何 将 本 质 上 为 二 重 积分 的 问题 转化 为 单 重 积分 来 计算 . 从 数学 上 
也 就 是 将 二 重 积 分 转化 为 二 次 积分 , 并 求 出 其 内 层 积 分 , 从 而 变 成 为 单 重 积分 . 84.9 
的 习题 2512 的 解法 则 相当 于 二 重 积分 的 极 坐标 变换 . 


烛 


上 | 


习题 4055 求 以 ( 忆 二 中 = 路 (图 ) 为 界 的 均匀 游 板 的 质心 坐标 . 


解 利用 y = 刀 的 方法 引入 参数 寺 ( 参 见 81.4.4 的 
习题 370.1(b)), 即 可 证 明 在 w > 0,5 > 0 时 题 设 曲线 只 
在 第 一 象限 形成 一 个 圈 . 在 附 图 中 对 于 au = 5 = 1 和 
c = 1/8 的 情况 作出 了 该 曲线 的 图 像 ， 

将 该 圈 所 限 区 域 记 为 Q, 则 对 下 面 的 积分 计算 可 采 
广义 极 坐标 代 换 

2 一 arcos2p，V 一 条 sin2p，0 芝 pp 芯 吧 
这 时 曲线 方程 变 为 

~ 一 7(P) 三 轴 sin2 oo cos2 0. 习题 4055 的 附 图 
人 
然后 求 出 雅 可 比 行列 式 


acos2 p ”一 2a7 sin po cos p 


了 一 一 20p07 Sin coS %， 


bsin2p ， 2brsinwcosw 
以 下 即 是 积分 计算 : 
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240 
) 工 
2 
AM = 有 | au =zu dp 上 | rsinpeospdr=og| 7r2(p) sin po cos o do 
四 0 
313 [部 303 
加 0 | cos5 psin5pdo = 也 也 (3,3)， 
C 0 2c 
开 区 
2 「2 (9) 2 .3 2 22 3 :3 
Me=||yazdy= 和 2 | de | 7 Sin”w% cos wp dr 一 本 ob | 斑 (P) sin” wp cos p dp 
四 0 0 0 
405 加 405 
20a Vsg Q 
二 9 下 cos sin wdw 三 6 B(4,5)， 


) 
岂 = [azag=aozo 开 dp 上 | 下 六 sinpcos p dr 一 3c5 B(5, 4)， 
C 
9 


从 而 得 到 质心 坐标 为 


0 262 .BUG54 和 202 工 dTG)T(6) 2020 4.3.3 aq20 
”好 3c2 B(3,3) 3c” 工 (9)[IC(3)]? 3c 2 8.7:6 14c2 
Mz 2a2  BU45 ab2 


yp 一 1 3 B33 14c 
注 “本 题 的 常数 ob 均 可 以 取 大 于 0 或 小 于 0 的 值 . 可 以 证 明 , 对 于 它们 符号 的 每 
一 种 组 合 , 曲线 只 在 一 个 象限 内 围 成 一 个 圈 . 


习题 4059 设 圆 形 薄 板 z2 十 2 入 o2 在 点 M(z,y) 的 面 密度 与 点 M 到 点 4(a;0) 
的 距离 成 正比 , 求 该 薄板 的 质心 坐标 ， 


解 根据 条 件 设 面 密度 p = kV 一 oj2 二 92, 则 从 对 称 性 可 见 质 心 的 纵 坐 标 
= 0. 这 时 薄板 的 质量 为 


六 


研 汰 | V(z 一 az 二 o%2dzdy (然后 作 代 换 z=a+Trcospy 一 rsino) 
2Z2 十 2 区 a2 
3 。 王 
2 一 2a cos 党 加 
= ， de| rar 一 党 |， cos3 podp (然后 利用 cos3 o 的 对 称 性 ) 
了 了 
开 
_ 16ka3 [2 3 16ka3 2 32Kka3 
9 | eseade= 3 3 9 
3 
2a cos 2 
1 = 有 | 2ZV(Z 一 a2 十 2dzdy = 天 上 dp| (Q 十 rcosw)7 dr 
2Z2 十 12 扫 a2 2 
至 2 到 2 
= 中 |。 dp|， “ar 十 有 | cospdp|， “7r3dr 
区 0 区 
2 


2 
3 工 


4 4 
= +4ko| cosspdp= 一 3ko| cosspdy 
0 


.2 32Ka4 64ka4 32Ka4 
:3 9 15 45 ， 
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对 


此 质心 的 横 坐 标 为 re = 了 六 = 一 全 
习题 4061_4069 都 是 关于 转动 惯量 的 计算 题 . 与 前 面 的 质量 和 静 算 的 计算 相似 , 二 


积分 使 得 平面 薄板 的 转动 惯量 的 表达 式 简 单 , 而 且 提供 了 多 样 化 的 计算 方法 . 


习题 4061 求 由 世 二 让 = 芭 十 直 = 上 y=0 所 围 的 图 形 (o = 1) 对 坐标 轴 
Oz 和 Oy 的 转动 惯量 到 和 万 . 


解 不 妨 设 0<i < 刀 , 则 如 附 图 所 示 , 所 围 的 区 域 O 为 


册 


一 钝 角 三 角形 . 作为 集合 , 它 是 两 个 直角 三 角形 之 差 集 . 引入 带 。 
有 参数 8 的 直角 三 角形 集合 : 
095 = {(z, 10<y<hposz<t(1- 区 ) 
人 O D1 D2 人 


利用 转动 惯量 的 积分 公式 关于 积分 区 域 的 可 加 性 , 只 要 求 
出 95 的 转动 惯量 , 然后 用 = 如 和 = 刀 代 入 并 相 减 即 可 ， 
05 对 于 Oz 轴 的 转动 惯量 可 计算 如 下 : 


b(1 一 y/) 
|Pazwy=[ 2 ?dy| dz 


5 
人 4 ja MAN ba 
= 直 2- 划 y= 多 3 4 】 一 12 ， 
为 求 0% 对 Oy 轴 的 转动 惯量 , 只 要 将 上 述 计算 中 的 z 与 y 对 换 ,p 与 声 对 换 即 可 得 到 
| dz dy 一 > 


习题 4061 的 附 图 


因此 得 到 


习题 4064 求 线 太 十 几 =a2(z2 二 2) 所 围 的 图 形 (op = 1) 对 坐标 轴 Oz 和 
Oy 的 转动 惯量 五 和 五. 
解 对 于 a = 1 的 情况 , 曲线 的 图 像 见 86.3.1 的 习题 3366 (以 及 第 一 册 附 录 二 的 习 


题 1542). 利用 对 称 性 可 见 有 五 = 五, 且 只 要 计算 曲线 押 围 区 域 在 第 一 象限 所 界 部 分 上 
的 积分 乘 以 4 即 可 . 将 这 部 分 的 区 域 记 为 0， ,并 作 | 广 极 坐标 代 换 


工 
人 Eee 的 1 六 说 妆 


5 
则 曲线 方程 变 为 > = a2(sin po + cos o), 雅 可 比 行列 式 为 
1 2 下: 1 工 二 证: 
训 7 2 cos2 w 辐 cos 2 psinw 和 下 
ON 1 二 开 sin “9%cos ”0 
可 7 2 sin 2 % 7 Sin 2 wp cos w 
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于 是 可 计算 转动 惯量 如 下 : 
区 汪 
2 a“- (sin 十 cos %p) 7 COS 
六 二 太一 dzdy =4| da | 
四 这 和 p| 4wWVSin % cos 
04 人 (sin po 十 cos P)? 0 dy 一 ad4 | ed 
忆 VsinpcosO VSin pcos O 
季 了 工 王 3 也 
宇 人 本 DSin 2? pdp+2|， cos2 osin2 dy 
二 下 aQ4 1 3 5 3 
-全 习 + 王仁 引 -= 对 GD)r()+2r(3r( 
3a4 1 3\ 3a4 f 3V2ra4 
一 8 r( 坏 )F() = 8 
注 在 84.5 的 习题 2427 已 经 求 得 本 题 曲 线 所 围 图 形 的 面积 为 8 = V2ro”，, 因此 本 
题 的 转动 惯量 可 写 为 到 = 万 = 25 一. 
习题 4067 证 明 公 式 
石 三 厂 十 Sad2， 
式 中 9 是 平面 图 形 的 面积 , 五 , 是 该 图 形 对 相距 dg 的 二 平行 轴 1 和 0 的 转动 惯量 , # 


安 


且 1o 通过 图 形 的 质心 
力学 中 关于 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 在 物体 为 平 


提示 “这 是 


适当 取 坐 标 系 就 不 难 证 明 . 
证 明 : 平面 图 形 
并 与 Oz 轴 成 a 角 的 直线 的 转动 惯量 等 于 


了 一 五 cos2a 一 271oysinacosaw 十 五 sin2 oa， 


习题 4068 


其 中 五 和 互 为 图 形 3 对 Oz 多 
为 惯性 积 (对 本 题 的 平面 图 形 取 p = 1) 


解 ”如 附 图 所 示 , 将 原 直 角 
到 新 的 坐标 系 Ouu, 则 有 


Jay 三 | dz dy. 


忆 


册 


薄板 时 的 特例 . 只 要 


S9 对 通过 其 质心 O(0,0) 


和 Oy 轴 的 转动 惯量 , 冯 y 


坐标 系 Ozy 旋转 角 a 得 


习题 4068 的 附 图 


4 一 cogaw 十 VSinaw， 了 三 一 ZSina' 十 WCcoSsQ. 


(其 推导 见 底 注 名) 


@ 这 是 解析 几何 中 的 公式 , 为 读者 方便 起 见 推导 如 下 . 将 附 图 中 从 原点 到 点 己 的 向 量 G 访 记 为 zi 十 2， 


写 出 Ov 轴 和 Ovu 轴 


正 向 的 单位 向 量 


然后 就 可 以 通过 向 量 的 标量 积 计算 得 到 


人 外 


2 一 cogsaz 十 sina7， 如 三 一 Sinaz 十 cosa7， 


一 OP. 和 一 cosaw 十 VSsina 让 全 加 访 沿 2 Sin a 十 cos Q. 
了》 
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于 在 这 个 旋转 变换 下 的 雅 可 比 行列 式 等 于 1, 因此 平面 图 形 9 对 于 Ov 轴 的 转动 
惯量 即 可 计算 如 下 : 
7 一 || 巡 dudu=|| (zsina 二 ycosa)2dzdy 

1 


一 cos? c||7 dz dy 一 2smacosa||m dz dy 十 sin? c||= dz dy 
号 号 号 


人 cos2 a 一 21zysinacosa 十 六 sin2 ar. 


YY 


习题 4069 求 以 u 为 边 长 的 正三 角形 对 通过 三 角形 质心 并 与 它 的 高 成 w = 30? 角 
的 直线 的 转动 惯量 . 

解 ”如 附 图 所 示 , 取 正 三 角形 A4BC 的 质心 为 原 
点 ; 顶点 4 在 正 Oy 轴 上 , 图 中 标 出 了 4, 她 的 坐标 . 旋 
转轴 ! 与 三 角形 的 高 4 瑟 成 a = 30? 角 . 

这 时 可 以 用 上 一 个 习题 4068 中 的 公式 来 求 三 角形 
A4BC 关于 ;1 的 转动 惯量 , 记 为 五 . 

这 时 如 附 图 所 示 , 旋转 轴 ! 与 三 角形 的 4C 边 平 
行 , 因此 只 要 计算 三 角形 关于 边 4C 的 转 劲 惯 即 
可 用 习题 4067 中 的 平行 轴 定 理 得 到 所 要 求 的 答 
利用 正三 角形 的 对 称 性 , 五 = 五， 0 形 关 于 BC 边 的 转动 惯量 
TBc, 然后 即 可 用 平行 轴 定 理 求 出 所 要 求 的 答案 . 

在 对 于 7Bc 的 计算 中 还 可 以 利用 对 称 性 : 

儿 a/2 V3a/3 一 VS3z 2 
me er dzdy= ?| dz| (| dy 


一 V3a/6 


汪 国 dzZ 人 udu 一 大 3 (次 V3a -va dZ 
-本 和- - 效 。 
根据 平行 轴 定 理 有 


Tpc 三 到 十 95d2， 


中 5 = 全 02 是 正三 角形 A4BC 的 面积 , d = | 页 | = 2 ， 因 此 就 得 到 所 要 求 的 
V3 V3 V3a 
= 和 效 
二 
32“ 48 96“ 


8.5.2 ”应 用 题 (习题 4070-4075) 
习题 4071 和 4072 都 是 流体 静 力 学 问题 , 用 二 重 积 分 方法 的 计算 比较 复杂 , 下 面具 
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给 出 用 阿 基 米 德 原理 的 解法 @. 


习题 4071 半径 为 a 的 球体 沉 入 密度 为 6 的 液体 中 深度 为 丑 ( 由 球 心算 起 ) 的 地 方 ， 
这 里 九 > 0. 求 液体 对 球体 的 上 表面 和 下 表面 的 压力 . 


解 ”如 附 图 (a) 所 示 , 水 平 直线 代表 液体 的 自由 面 , 用 白色 的 圆 代 表 漫 入 密度 为 9 


的 球体 , 则 可 分 别 计算 对 其 上 表面 和 下 表面 的 压力 (参见 [5, 9, 251). 下 面 用 阿 基 米 德 原 
理 来 解 本 题 . 
1 
N 久 记 人 外 
(a) (pb) (c) 


习题 4071 的 附 图 

对 于 球体 的 上 表面 , 将 液体 作用 于 其 上 的 力 反 向 , 并 考虑 如 附 图 (b) 中 用 白色 表示 
的 物体 所 受 的 力 的 总 和 . 这 个 物体 是 从 上 底 半 径 为 和 高 为 疡 的 直 圆 柱 中 在 底部 控 去 
半径 为 a 的 半球 体 而 成 . 由 于 液体 对 其 侧 壁 的 作用 力 在 竖 直 方向 的 分 量 均 为 0, 因此 它 
所 受到 的 合力 与 附 图 (a) 中 的 上 半球 面 所 受到 的 合力 数值 相同 , 方向 相反 . 

根据 阿 基 米 德 原理 , 附 图 (b) 中 物体 所 受 合力 的 数值 等 于 该 物体 排 开 的 液体 的 总 重 
量 . 这 样 就 可 得 到 方向 指向 下 方 的 
玉 上 半球 面 一 Ta2160 一 了 ras0g 三 ra26g 人 ( 一 了 o) 

同样 地 可 以 证 明 在 附 图 (a) 中 下 半球 面 所 受 的 合力 与 附 图 (c) 中 的 物体 所 受 的 合力 
相等 , 此 物体 是 上 底 半 径 ac 和 高 为 疡 的 直 圆柱 体 在 其 下 底 接 上 半径 为 a 的 半球 体 而 成 . 
根据 阿 基 米 德 原理 , 它 所 受 的 合力 方向 向 上 , 其 数值 等 于 物体 排 开 的 液体 的 总 重量 , 即 


FF 半球 面 一 TQ jp69 十 弛 ras0g 二 ra26g 人 ( 十 了 ao). 


习题 4072 底 半 径 为 w 高 为 上 的 直 圆 柱 体 完 全 沉 入 密度 为 6 的 液体 中 , 其 中 心 在 
液 面 下 的 深度 为 九 而 圆柱 的 轴 与 竖 直 方向 成 a 角 . 求 液体 对 圆柱 上 底 和 下 底 的 压力 . 


解 ”本 题 比 上 题 复杂 一 点 , 需要 取 定 适当 的 坐标 系 . 

如 附 图 (a) 所 示 , 过 圆柱 体 中 心 作 垂 直 于 液体 自由 面 的 Oz 轴 , 原点 取 于 液体 平面 
处 . 由 Oxz 轴 和 圆柱 体 的 轴线 决定 坐标 面 xzOz, 并 在 此 平面 上 取 Ozx 轴 . 然后 根据 右手 
系 取 Oy 轴 . 在 附 图 中 作出 了 在 坐标 面 zx2z 上 的 截面 , 没有 画 出 Oy 轴 . 


中 在 浸入 液体 中 的 物体 表面 满足 分 片 光 滑 的 条 件 下 , 可 以 面积 分 工具 对 阿 基 米 德 原 理 作 出 数学 证 明 ， 
这 就 是 88.16 的 习题 4399. 
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习题 4072 的 附 图 
在 附 图 (a) 中 用 白色 拖 形 表示 题 设 的 圆柱 体 在 z2z 平面 上 的 截面 , 它 通 过 圆柱 体 


的 轴线 . 这 条 轴线 与 Oz 轴 交 成 a 角 . 

将 液体 对 于 圆柱 体 上 底面 的 压力 的 合力 记 为 玉 . 

考虑 附 图 (b) 所 示 的 白色 物体 . 该 物体 是 将 圆柱 体 上 底面 内 的 每 个 点 向 > = 0 平面 
作 垂 直线 得 到 的 点 集 . 它 在 > = 0 平面 上 即 是 圆柱 体 上 底面 向 坐标 面 zOy 的 垂直 投影 ， 
忆 此 是 该 坐标 面 上 的 一 个 椭圆 . 为 方便 起 见 将 Oz 轴 平 行 移动 为 经 过 原 圆 柱 体 上 底面 的 
中 心 , 这 时 即 可 求 出 椭圆 方程 为 


| 


仙 汪 
和 + 所 苹 1 
Q COS ”CQ CQ 


于 是 该 物体 是 一 个 椭圆 柱 体 被 > = 0 和 原 圆柱 的 上 底面 限制 的 部 分 . 
于 附 图 (b) 中 的 物体 的 侧 壁 的 液体 压力 在 竖 直 方向 的 分 量 为 0, 因此 将 附 图 (a) 
液体 对 上 底面 的 压力 改 为 反 向 后 的 合力 乘 以 cos a 就 得 到 对 物体 的 竖 直 向 上 的 力 . 根 
据 阿 基 米 德 原 理 , 液体 对 该 物体 的 压力 的 合力 方向 向 上 , 数值 等 于 物体 所 排 开 的 液体 的 
总 重量 . 由 此 可 见 , 只 要 将 此 数值 除 以 cos a 并 乘 以 -1 就 得 到 对 于 圆柱 体 上 底面 的 合 
力 硬 . 

利用 题 设 的 数据 可 求 出 原 上 底面 中 心 至 液体 表面 的 距离 为 九 一 号 cosa 由 于 该 物 
体 的 体积 等 于 高 为 其 两 倍 的 顶 圆 柱 体 的 一 半 , 将 它 乘 以 密度 5 和 重力 加 速度 9 就 得 到 所 
排 开 液体 的 总 重量 . 再 乘 以 -1 就 得 到 矿 在 垂直 方向 的 分 量 为 
alz 三 一 
并 可 求 出 其 他 两 个 分 量 为 

五， 一 一 ra260 (人 一 号 cas oj Sin Q， 


， 5g( 2 一 bcos oa] .Ta2 cos a 一 -ra26g 人 ( 一 号 COS oj COS Ql， 


避 | 请 


一 0. 

和 瓦 , 其 计算 是 类 似 的 . 如 附 图 (c) 的 
白色 物体 所 示 , 这 时 不 需要 改变 原来 作用 于 下 底面 的 液体 压力 的 方向 , 它们 的 合力 乘 以 
cos a 就 是 对 该 物体 的 垂直 向 上 的 压力 , 而 这 可 以 通过 阿 基 米 德 原理 求 出 . 这 个 物体 与 附 
图 (b) 中 只 有 一 个 差别 , 即 其 下 底面 中 心 到 液体 表面 的 距离 为 彤 + 纪 cos ao. 因此 所 求 的 
合力 肪 的 各 个 分 量 为 
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ov 一 ra26g 人 ( 十 号 COS oj Sin Q， 


27 三 0， 


和 2y 一 ra26g 人 ( 十 四 COS oa COS QL. 


习题 4073 求 均 质 圆柱 体 z2 十 2 乏 o2, 0 芝 > 志 赤 对 质点 P(0,0,0) 的 引力 , 设 
柱 的 质量 等 于 MI, 而 质点 的 质量 等 于 和 mn. 


局] 


分 析 ”由 于 对 称 性 , 引力 在 zx 和 7 方向 上 的 分 量 均 为 0. 这 类 问题 从 数学 上 看 是 三 
积分 问题 . 利用 三 重 积分 可 化 为 先 二 重 积分 后 单 重 积 分 或 先 单 重 积 分 后 二 重 积分 的 
两 种 方法 , 下 面 给 出 相应 的 两 个 解法 . 此 外 还 要 注意 , 在 下 面 的 附 图 中 只 画 出 了 > 忆 
的 情况 , 但 在 习题 中 允许 可 取 任 何 实数 值 . 

在 以 下 解法 的 书写 中 采用 在 84.9, $4.10 中 已 多 次 使 用 的 微 元 法 . 

解 1 如 附 图 (a) 所 示 , 将 圆柱 体 用 
2 一 常数 的 平面 切 成 许多 圆 状 薄片 , 先 考 
虑 圆 片 对 质点 三 的 引力 , 然后 相 加 . 


眶 


为 此 先 计算 积分 
ja = =em02 dzdyh 
2Z2 十 ?2 委 a2 (Z2 十 急 十 22) 名 


即 圆 片 对 于 在 Oz 轴 上 距离 圆心 距离 为 
的 质点 的 引力 在 垂直 方向 的 分 量 , 其 中 大 
为 引力 常数 ,p 为 密度 常数 ， 这 时 不 考虑 
水 片 的 厚度 dz 

用 极 坐 标 代 换 即 可 得 到 


贡 | 


习题 4073 的 附 图 


2 aQ _ 工 Ia 
j(z) 一 -mazp| dp| 7 dr 村 一 一 2rK7ap0z[ 一 ( 王 十 22) 2 
0 0 (r2 十 22) 2 0 
2570AI ( 多 之 ) 
a2j 2 Va5 十 和 好 全 


其 中 利用 圆柱 体 的 质量 M = ra2pp 消去 了 密度 p. 
将 jz) 中 的 > 换 为 - 2 乘 以 薄片 厚度 dz, 对 z 从 0 积分 到 户 就 得 到 所 要 求 的 引 
力 为 


PF= | 7-adz 
0 
2KmmM 中 包 一 2)dz 
0 


十 | sgn(z 一介 dz 


a2 户 Qa2 十 (一 2)? 
2K7AI 2 ， 2 去 4 
-2 号 人 -Bo-os 吉 | 
2570AI 


一 二 [Vo2 十 有 一 V 吧 十 人 一 和 ?十 已 一 中 一 加 
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柱 面 形成 


局] 


解 2 (概要 ) 如 附 图 (b) 所 示 , 先 考虑 在 圆柱 体内 由 半径 > 和 +dr 的 
的 湾 贺 简 对 质点 已 的 引力 , 然后 对 从 0 到 a 积分 . 为 简明 起 见 , 直接 就 写 出 
所 (z 一 四 dz 


天 所 kmpo| dz | 
2Z2 十 2 乏 a2 0 


以 下 积分 没有 困难 , 从 略 . 


这 


了 
[z2 十 %2 十 (z 一 已 3]2 


习题 4075 以 c 和 》 为 边 长 的 德 形 草地 上 均匀 地 履 盖 有 已 收割 的 干草 , 其 面 密度 
为 0. 若 运 送 质 量 为 M 的 货物 到 距离 为 7 的 地 方 所 需 的 功 等 于 FAMr (0 < 有 < 1 则 为 
了 把 所 有 干草 集中 到 草地 中 央 , 至 少 应 消耗 多 少 功 ? 


解 (概要 ) ” 取 草 地 中 心 为 原点 , 将 题 设 的 矩形 区 域 表 示 为 0 = [oa] x [一 六 引 , 则 
可 将 至 少 需要 做 的 功 写成 为 二 重 积 4 
玉 = ||iov 十 V2 dz dy/. 


本 


利用 对 称 性 并 作 极 坐标 代 换 即 可 得 到 


也 也 
吧 =4ko| dz| V22 十 V2 dy 
0 0 


已 Q@ 区 了 
arctan -一 总 Sec 订 训 cscCw 


=4ko(| “ ap| 号 人 下 | dp| 
0 0 arctan 二 0 


最 后 的 两 个 积分 的 计算 都 可 以 仿照 88.5.1 的 习题 4051 中 的 积分 方法 进行 . 


7 dr) 
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88. 


内 容 简介 主要 是 
坐标 代 换 的 最 常用 方法 . 
以 下 所 

常用 形式 : 
2 一 7sSinwcosb0， 


其 中 > >0 


0 乏 如 和 T0 


学 习 三 


的 球 坐 标 代 换 与 《习题 集 


6 


习 


积分 的 各 种 计 


三 重 积 分 (习题 4076-4100 ) 


其 


包括 使 用 柱 坐 标 代 换 与 球 


全 方 注 


4 一 7sinosin0， 2 一 


》 咯 有 不 同 , 而 是 


的 


用 [11] 以 及 多 数 教科 书 ， 


7COS 2， 


入 0 芝 28. 在 附 图 


第 一 卦 限 中 的 几何 意义 . 


雅 可 比 行列 式 为 


Dez 
DeP,0) 
从 


四 


此 体积 元 从 直角 和 


标 


,2 2 
2;0) 


一 72 sin p. 


标 出 了 球 坐 标 在 


时 的 qdVY = dzdydz 变 为 dY 


r2sinopdrdpodg， (这 与 88.4 的 命题 8.3 中 当 > 为 常数 时 的 

全 浊 本 dz dy dz 十 由 下 洒 翅 本 加 

习题 4077 计算 咱 人 
0,z= 0 所 围 的 区 域 . 

解 1 (概要 ) 将 所 求 积 分 记 为 了 将 题 设 区 域 Y 在 坐标 面 
2ZO% 上 的 投影 记 为 区 域 Day = {(z, 人 |z>0y>0z+y 所 1 芝 
则 就 可 以 将 工 转化 为 先 单 重 后 二 重 的 逐次 积分 如 下 : 1 

ss 党 dz 世 

国 必 网 (十 zz 十 y 十 区 3 
攻 1 Z 一 1 一 2 一 2 oO 

站 员 | 2( 十 z 十 Y | ea 

Daey 二 
1 1 2 
天 几 8 5 dzdy 习题 4077 的 附 图 
以 下 计算 从 略 . 

解 2 (概要 ) 区 域 Y 在 坐标 轴 Oz 上 的 投影 为 区 间 [0,]., 记 DP: = {(z,y) | > > 
0,y 关 0z+y 乞 1 一 2 为 区 域内 > 为 常 值 时 的 点 集 在 坐标 面 z2y 上 的 投影 , 然后 将 
了 转化 为 先 二 重 后 单 重 的 逐次 积分 如 下 : 

加 d2 dy/ 
| 
以 下 计算 从 略 . 

解 3 ( 卡 塔 兰 方法 ) 定义 Flzyz = zz+y+2 则 它 在 区 域 了 上 的 值 域 为 

JIY) = 00, 了, 又 定义 MP) = 一 二 ,然后 用 88.1.6 的 命题 8.2， 这 时 其 中 的 函数 


(+ 亡 
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9 三 |. 
先 计算 该 命题 中 的 忆 ( 鸭 . 由 于 其 积分 区 域 
Ynfos /zy 涪 乏 寺 ={( 沪 雪 |z>> 
如 附 图 所 示 是 一 个 底 为 直角 三 角形 {(z,y) | z > 
将 它 记 为 到 , 就 有 


, 避 志 0 十 十 2 生计 
二 2 过 寺 而 高 为 二 的 锥 体 ， 


羽 (人 一 | 川 ar 一 寺 .让 ， 襄 如 一 于 包 
访 


然后 即 可 按照 88.1.6 的 公式 (8.5) 得 到 
= 2 工 72 
了 | aoF (dt 一 | 亏 刀 dt 


( 工 十 3 
三 避风 1 2 
2 0oL1+t ( 工 十 妈 ( 工 十 如 
二 :二 9 
三 万 鼎 2 条: 


注 由 附 图 可 见 , 在 本 题 中 的 卡 塔 兰 方法 就 是 用 平行 于 平面 z+yY 十 z= 1 的 平面 
族 与 区 域 了 相 截 , 而 解 2 则 是 用 > = 常数 的 平面 族 与 区 域 了 相 截 . 由 此 可 见 , 卡 塔 兰 
方法 有 可 能 根据 具体 的 积分 区 域 和 被 积 函 数 的 特点 而 采取 较为 灵活 的 做 法 . 


2 4/ 02 12 之 
习题 4079 计算 |||( 杰 + 抄 + 己 】 dzdydz, 其 中 六 是 曲面 蕊 十 蕊 十 全 一 1 
QQ QQ 
人 


D2 


所 围 的 区 域 . 
解 1 (广义 球 坐 标 代 换 )” 记 积分 为 了 作 变 量 代 换 
Z 一 arsinpcos0，V= 三 bsinpsnO， 2 一 crcos， 
其 雅 可 比 行列 式 为 wber2 sin po, 积分 区 域 变 为 m ,0 空间 中 的 长 方 体 区 域 
Weoe={mepg|10 和 rr 和 10 和 pp 入 TO0 入 0 莹 27]， 
被 积 函数 变 为 , 因此 即 有 
呈 风 二 加 1 4 
了 一 abc 咱 7 Sin po dr dp d0 王 olc| dr pdap| dO0 


_ 4 
本 二 Qb 


解 2 ( 卡 塔 兰 方法 ) 这 里 用 8$8.1.6 的 命题 8.1 的 公式 (8.4) 即 可 , 只 是 要 将 其 中 的 二 

元 函数 改 为 三 元 函数 , 二 重 积分 改 为 三 重 积 4 
定义 ffz, 世 示 二 丘 所 于 气 = 上 则 记 的 值 域 FIV) = [0.1]. 利用 84.7.2 的 习 
题 2463 关于 桶 球体 体积 的 已 知 台 结果 ， 就 有 
五 ( 王 川 dy 于 abct 


JSt 


C. 


己 
2 ， 


于 是 即 可 求 出 
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习题 4081 在 三 重 积分 | dz | dy | ”em adz 中 用 不 同方 法 配置 积分 的 
上 下 限 . 


解 “ 记 题 设 的 三 次 积分 为 五 则 有 
三 人 dz 人 dy 人 (zz) dz 一 | 中 ev 2) dy dz 一 川 few 2) dz dy dz， 


式 中 了 = {(oa|0<sz<losys1l-z0<szsz+ 志 是 附 图 (a) 中 所 示 的 区 
域 ， 即 是 以 坐标 面 zOy 上 的 三 角形 z > 0.y > 0,z 十 y < 1 为 下 底 , 以 平面 := z 十 为 
上 底 的 柱 体 . 然后 如 附 图 (b) 所 示 , 取 定 ze [0,1], 作 平 行 于 坐标 面 yOz 的 平面 和 一 x 
与 积分 区 域 业 相 截 ， 然后 将 它 投 影 到 VOz 平面 上 ， 即 得 到 附 图 (c) 的 四 边 形 ， 它 就 是 
az 一 {(; 2) 0 冬 V 芝 1 一 2Z0 芝 zz 所 和 十 引 . 

本 题 的 要 求 即 是 将 在 区 域 Y 上 的 三 重 积分 写 为 各 种 不 同 配置 的 三 次 积分 . 将 三 重 
积分 化 为 三 次 积分 有 3! = 6 种 可 能 性 , 


之 (0,1,1) 之 (0,1,1) 之 


过， (0,1,1) 


O 1 一 Z 7 
(c) 
习题 4081 的 附 图 
对 于 外 层 为 对 z 在 [0,1] 上 的 积分 , 利用 附 图 (c) 中 的 阴影 区 所 示 的 ocx 即 可 得 到 如 
下 的 先 y 后 > 再 z 的 三 次 积分 : 
1 1 一 1 1 一 2 
R=| az|| dz| jcy ady+| dz| jc,ady|. 


0 0 必 一 化 
于 积分 区 域 关 于 z 和 Y 对 称 , 因此 就 得 到 外 层 对 y 求 积 的 另外 两 个 三 次 积分 : 
73 一 是 放 dz TV 之 ) QZ 
局 | 2/ 0 0 ) 2/， ) 


1 1 一 V 工 工 一 人 

三 dy[| dz | jz 2) dz 十 | dz 出 jz 2) dz| . 
最 后 考虑 外 层 为 对 zx 积分 的 两 个 三 次 积分 . 如 附 图 (d) 所 示 , 取 定 > E [0, 了 作 平 
行 于 坐标 面 xOy 的 平面 4 = > 与 积分 区 域 了 相 截 , 然后 将 所 得 的 四 边 形 投影 到 坐标 面 
zOy 上 得 到 附 图 (e) 中 的 区 域 
oz 一 {( 人 |z 关 0y>0z 和 zz+y 扫 1 
这 样 就 可 以 得 到 最 后 两 个 三 次 积分 . 由 于 其 中 z 与 y 对 称 , 因此 只 需 先 写 出 其 中 一 个 ， 
然后 将 z 与 y 对 换 即 可 得 到 另 一 个 : 


二 dz| | dz 一 jz 2) dy +| dz jz,V2) dy， 


之 一 化 


76 -| ae jz,V2) dz+| ay| “Fey adz|. 


让 二 
2 人 0 
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习题 4084 用 一 重 积分 代 符 | de | dm | ALO dc 


0 0 


解 注意 到 其 中 z 只 是 与 积分 无 关 的 参数 , 而 被 积 函数 只 与 变量 5 有 关 , 因此 只 要 
能 够 将 对 于 《 的 积分 移 至 最 外 层 , 则 其 余 的 积分 均 可 求 出 , 从 而 就 得 到 一 重 积 分 . 
在 外 层 积 分 的 上 给 定时 , 中 层 和 里 层 积分 的 区 域 为 JOC 平面 上 的 一 个 三 角形 区 域 
{(7910 和 7 和 60 入 5 入 省， 
因此 即 可 交换 它们 的 求 积 顺序 而 得 到 
0 汪 7 人 6 6 
| AGOG FoOG | 
7 E 
=| 下 | AGOC-Od 
最 后 一 个 积分 的 积分 区 域 为 EOc 平面 上 的 三 角形 区 域 
{(O0|10<s 和 zi0 和 5 入 和 
因此 又 可 交换 顺序 得 到 所 求 的 结果 : 
GOC-od&= 
0 0 0 
1 2] 157 二 
=| AoEec-o。 ac= 冯 | 
注 ， 本 题 是 88.10 的 习题 4214 的 特例 . 


Sn 


4 .9 


习题 4088 变换 为 球 华 标 计算 积分 | az| ”ey| 本 
/xz2 十 92 


解 1 记 积 分 为 了 这 类 题 应 从 题 给 的 三 次 积分 确定 积 
分 区 域 , 然后 根据 区 域 和 被 积 函 数 取 适 当 的 变量 代 换 . 
从 外 层 和 中 层 积分 可 以 知道 积分 区 域 在 坐标 面 zZOy 上 
的 投影 是 单位 圆 三 十 内 科 1 在 第 一 象限 的 四 分 之 一 , 记 为 
aay: 从 里 层 积分 知道 曲 顶 为 球面 z2 十 内 十 刀 = 2, 而 曲 底 


为 锥 面 关 = z2 十 %2. 由 于 它们 都 容易 用 球 坐 标 表示 , 因此 
作 球 坐标 代 换 是 合适 的 . 人 
作 代 换 


2Z 一 rsSinwpcos0，VyV 三 7rsnopsnO， 2 王 7 COS 0 
则 积分 区 域 为 0&g < 了 ,0 和 ep 芯 芽 ,0 和 rs 和 V2, 雅 可 比 行列 式 等 于 r?sin, 因此 
积分 为 


区 
立 : V2 

7= 上 | do| de| 7r2 cos2p .7r2sino dr 
0 0 


2 v2 4 
Sin 2 COS 2de| 7 dr7 
0 


开 
元 | 必定 二 下 二 四 
= 要 (一 理 eos 中 ) 54V2= 让 (2V2 一 D) 
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1) 


解 2 本 题 用 柱 坐 标 代 换 也 是 方便 的 . 这 时 区 域 变 为 0 和 2 芯 5 0 入 7r 芯 1 
7 和 甩 2 芝 V2 一 和 72, 雅 可 比 行列 式 等 于 7, 于 是 得 到 


了 1 V2 一 rz 
7=| de| rdr| 22dz 


0 0 和 
一 划 [2 一 一 虽 dr 


= 要 [- 二 @-m9- 写 外 = 查 ev5-D 


() 一 jz2 十 2 十 22)dzdydz， 


2Z2 十 V2 十 Z2 委 妇 


其 中 了 为 可 微 函 数 ， 


分 析 这 类 题 属于 含 参 变量 的 重 积 分 . 对 于 参 变量 出 现在 积分 区 域 中 的 情况 , 可 以 
通过 变量 代 换 等 方法 解决 . 
解 1 作 球 坐标 代 换 z = rsinocos0,y=7rsinosin0z=rcoso, 其 中 0 芯 了 所 志 
0 和 oo 乏 Ti,0 芝 0 芯 2, 则 就 得 到 
五 ( 伯 ) 王 民 ab 上 | sin p dp | 7r2 Fr2) dr = 4 | 72 Fr2) dr， 
可 见 有 严 ' 介 = 4 好 Hi) 
解 2 利用 8$8.1.6 的 卡 塔 兰 方法 , 由 于 (其 中 心 > 0) 


CG(u) 一 | dz dy dz 一 
2Z2 十 2 十 z2 扫 UL2 
因此 就 得 到 
FO= | yacdde = 如 | ecodu 
0 0 
以 下 同 解 1. 


解 3 作 代 换 z 三 契 ,y 三 切 ,z= 龙 ;> 0, 则 积分 区 域 变 成 单位 球 纪 十 j2 十 62 入 1， 
可 比 行列 式 等 于 妈 , 从 而 就 有 


F 人 = 咱 ji2( 纪 十 亿 十 (2) 要 ddndc， 
人 +2 上 62S1 


在 积分 号 下 求 导 得 到 
灭 区 = 咱 2t(62 十 友 二 6) 人 (经 十 也 二 6) 要 ddnd 


6 二 2 二 2 和 1 


十 咱 32j(2( 色 十 邮 十 C2)) dednd5. 
2 上 2 十 C2<1 


将 上 式 右 边 的 两 个 积分 的 变量 再 换 为 wy >, 即 作 前 述 代 换 的 逆 代 换 , 则 得 到 
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开 () = 革 川 (22 十 2 十 2 好)Fz2 十 妇 2 十 好)dzdydz 十 立 F() 
Zr2 十 2 十 z2 扫 友 2 
这 个 答案 似乎 比较 复杂 , 但 用 球 坐 标 代 换 可 以 证 明 它 与 前 两 个 解 的 答案 是 相同 的 ; 
Pb 的 = 既 [ Br4fl2)+3r2jtr2)ldar = 你 [ Faj(r2)]' dr = 4rt27(t2) 
注 解 3 的 方法 在 求解 类 似 的 问题 中 有 用 , 因此 写 出 供 参考 . 
习题 4099 求 
272D gdZ dy dz2， 
2Z2 十 V2 十 z2 入 1 
其 中 m,mz2 为 非 负 整数 . 
提示 “ 当 m,m;,p 中 至 少 有 一 个 为 奇数 时 积分 为 0. 可 参考 88.1.4 的 习题 3977 中 所 


SS 


和 的 方法 . 对 于 mm,m2 全 为 个 数 的 情况 , 可 以 用 球 坐 标 代 换 作 计算 . 


习题 4100 令 z+y+z= 上 yy+z= 上 zz= 纪 0 计算 狄 利克 雷 积分 


关 
|zezeza -zy 一 asdzdydz >0g>0r>0s>0)， 
信 


莽 中 Y 是 平面 z+y+2z=1z=0y=0,>z=0 所 围 的 区 域 . 


解 1 记 积 分 为 工 按照 题 中 提出 的 代 换 有 
2 一 上，1y= 一 61 一)，7Z= 和 一 7， 


其 逆 变 换 为 《=Zz 十 V 十 2 了 一 二 《一 有 由 此 可 见 区 域 了 变 为 纪 7,(5 空 
间 中 的 正方 体 


公 X={f(6G|0S 和 和 LOSRI 生 10 和 5 入 1 


而 雅 可 比 行列 式 


万 ( ) 1 一 7 二 0 
几 ) UV 馆 本 四 本 四 
区 全 | 亿 抽 1 攻 肝 和 介 | 二 直 矶 
116 CE E7 
于 是 可 计算 得 到 
山 KEG 一 IE 一 人 (EGG 一 ed5dnd6 
Vs 
一 &2+9+7r+T2(1 EE 6 | | 四 中 oj crdl 四 os 下 
0 0 6 


王 B(D+9q+r 二 3,s 二 1 :Bo+7r 十 2D 十 ]) :Br 十 1 十 了 
[TDP+a+7r 十 3)T(s+H Fo+7+2TD+I) FTr+HDEC+DJD) 


TDT+TI+r+s+ 和 和 TO+I+r+3) TO+r+9) 
[TD 二 JIGC+IDE 二 IE(s 二 了 J) 


[TD 二 9 二 7 十 5 十 4) 
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命题 


解 2 ( 卡 塔 兰 方法 ) 用 命题 
相同 ), 有 FUV) = [0,1, 又 定义 六 ( 方 = 


8.2, 取 /zyz] =2+y+z (与 习题 4077 的 解 3 


(一 力 * 9g(20z) = Z2%92， 先 计 算 在 区 域 


{(z 信 21z 关 0y>0z>0z+y+z 乏 夺 上 5 的 积分 : 


二 一 并 人 
Fg=| mdtz| wdy| “zadz 
0 0 0 
一 化 
0 0 
8 1 
一 刀 1 1 | 2ZP 人 人 丰 一 )9+172 dz| ua(1 一 20)7+ duw ( 作 代 换 三 而 
平 下 | 
1 
一 二 .B(a 十 1,7+ | up(1L_ jetr+zdu 
0 
量 -.B(g 二 Tir 十 2).B(P 二 1 二 7 十 3)tp+9T13 
三 二 和 的 二 浊 放 7 二 区 和 二 人 下 和 
站 TO+9T+T7r 二 + 要 


二 T(P 二 JEPCC+IJDEr 十 DJ) PHgHr+3 


TD 二 +7 十 4) 
然后 即 可 按照 公式 (8.5) 得 到 


7 =| 4 sdt 
0 


1)E( 二 JP 十 了 


四 stP+9+7+T2 dt 


TWw+9+7 十 3) 
TO+IJDLI(+IDEIC 十 ]J 


_ 工 (s- 


.B(s 二 1Dp+a+r 十 3) 


J)EOD 十 十 7 


TO+9+7 十 3) 


_ TO@+DIGC+DrC+IDrGs+DH) 


T(P+qd+7r 十 s 十 4 


[T(D 二 dg+7r 十 s 十 4 
注 “ 本 题 是 88.10 的 习题 4217 


7 人 


)=1 -上 和 交 = 3 的 特例 . 
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88.7 利用 三 重 积分 计算 体积 (习题 4101-4130 ) 


内 容 简介 空间 区 域 Y 的 体积 就 是 在 该 区 域 上 恒 等 于 1L 的 函数 的 三 重 积分 , 一 般 
可 在 对 区 域 形状 作 分 析 的 基础 上 采用 适当 的 方法 求 积 . 

在 81.4 和 82.12 中 已 经 看 到 , 有 一 部 分 平面 曲线 在 采用 极 坐 标 变量 或 其 他 参数 方程 
表示 后 会 变 得 容易 分 析 . 对 于 空间 曲面 也 有 类 似 的 情况 , 即 在 直角 坐标 系 中 的 某 些 曲面 
方程 太 Z， 2/， 2) = 0 在 采用 球 坐 标 变量 或 其 他 变量 表示 后 会 容易 理 角 其 形状 ， 这 对 于 确 
定 积分 限 是 很 有 帮助 的 . 

(习题 中 的 常数 在 无 其 他 说 明 时 均 假 设 大 于 0.) 


习题 4104 求 以 az = 222 十 好 ,>z=Vz2 二 2 (a> 0) 为 界 的 物体 的 体积 . 


解 1 (三 重 积分 ) 从 两 个 方程 消去 > 得 到 妆 十 好 = aVz2 十 好 , 即 是 曲面 的 交 线 
在 坐标 面 zOy 上 的 投影 , 除去 点 z =y = 0 之 外 就 是 圆 Vz2 + 2 = a. 在 此 圆 内 有 
二 ( 友 十 邮 ) < V 环 十 吧 
可 见 适 宜 于 用 柱 坐 标 代 换 积分 如 下 : 


2 Q 人 
r=||aravdz=| ae| rdr| dz 
全 0 0 72/a 


HH 


三 2x( 与 | 0] 一 人 
解 2 (二 重 积分 ) 在 对 于 空间 区 域 作 分 析 的 基础 上 也 可 按照 曲 顶 曲 底 柱 体 的 体积 
写成 为 二 重 积分 
T = 中 |v 运 + 殉 - 上 (22 + 抱 ] dz dy 


QQ 
Z2 十 V2 和 a 


然后 用 极 坐标 代 换 得 到 


解 3 (旋转 体 ) 从 所 给 的 曲面 方程 即 可 知道 所 求 的 区 域 是 旋 
转轴 为 Oz 轴 的 旋转 体 (参看 86.1.2 的 习题 3172), 令 y = 0 即 可 
如 附 图 所 示 作 出 在 坐标 面 zOz 上 的 阴影 区 
{(zZ,z) 10o<z<o 二 m2<z 和 串 ， 

于 是 旋转 体 与 平面 2 = ze [0,a] 的 截面 为 圆 环 , 其 内 半径 为 >， 
外 半径 为 Vaz, 从 而 可 写 出 圆 环 面积 为 


Taz 一 克 22， 


习题 4104 的 附 图 


然后 求 积 得 到 


256 第 八 章 “ 重 积分 . 曲线 积分 和 曲面 积分 


V = | (raz 一 22) dz 
0 


于 | az22 2 ) 

2 3 /0 6 

注 _， 本 题 的 解法 很 多 , 以 上 三 个 解法 代表 了 三 种 不 同 的 思路 , 其 中 每 一 个 思路 在 实 

施 时 还 可 以 有 不 同 的 做 法 . 此 外 , 还 可 以 将 解 2 和 解 3 看 成 是 对 一 般 三 重 积 分 的 两 种 典 

型 的 计算 方法 . 解 2 相当 于 在 三 重 积 分 中 先 对 > 求 积 然后 计算 一 个 二 重 积 分 , 且 于 其 中 

采用 极 坐 标 代 换 , 总 体 上 看 也 就 是 解 工 所 采用 的 柱 坐 标 代 换 . 解 3 则 相当 于 先 对 于 z,y 

计算 二 重 积 分 , 然后 对 > 求 积 . 其 中 前 者 的 计算 利用 该 物体 是 围绕 Oz 轴 而 成 的 旋转 体 ， 
羽 此 可 直接 写 出 其 截面 面积 


Q 


填 


习题 4105 求 以 az = ao2 -2 一 oz=a-zZz 一 人 zz=07y=0z=0(a>0) 为 
界 的 物体 的 体积 . 


解 题 设 的 第 一 个 曲面 > = a 一 
工 (z2 十 如) 是 开口 向 下 而 顶点 位 于 点 
(0,0,a) 处 的 旋转 抛物 面 , 它 与 三 个 坐 
标 面 z =yY=>= 0 界定 了 四 个 有 界 
的 空间 区 域 , 将 处 于 第 一 填 限 的 区 域 
记 为 01. 然后 再 看 平面 := az 一 销 
它 与 三 个 坐标 面 z = =>z=0 界定 
了 第 一 卦 限 的 四 面体 区 域 
三 | 宝生: 
于 在 区 域 0 内 有 0 入 z 和 及 a 和 0 入 V wa, 因此 成 立 不 等 式 
人 2 


2 
0 
Q 站 Q SZT 销 


2 


习题 4105 的 附 图 


于 是 本 题 给 定 的 区 域 可 从 


且 2 
Qi ={(cya|z>0y>00<z<o- 一 了 人 ] 


减 去 02 得 到 ， 
于 区 域 Q; 和 9s 在 坐标 面 0y 上 的 投影 不 同 , 因此 不 如 分 别 求 积 再 相 减 . 又 
四 面体 9 的 体积 可 直接 求 出 为 寺 o3, 因此 只 需 计算 下 列 积分 


Q 一 22 十 Q 
| 川 ar= | | 人 
Q 2 


亿 


0 
匹 
2 Q 
=| de| r(a 一 工 r2) dr 
0 0 Q 
一 开 (fa2 人 | = 得 
| “一 本 川 王 84， 
1 


2 
然后 就 得 到 所 求 体积 为 了 = (和 到- 青 )o2. 
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面 (Z2 十 %2 十 22)2 一 a2(z2 十 2 一 22) 所 围 的 


习题 4108 用 适当 的 从 标 变换 计算 
体积 . 

解 1 此 曲面 是 坐标 面 zZOz 上 的 曲线 (z2 十 z22)2 = a2(Z2 一 
22) 围绕 Oz 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 ( 见 附 图 ). 用 球 坐 标 z = 光 
rsinwcos0,y = 一 rsnosin0,z=rcoso 代入 曲面 方程 得 到 


72 一 a2(sin2 p -cos2p) = 一 ao2 cos20， 一 


可 见 变量 的 范围 为 节 < pp 和 亚 ,0<g<2r0<rs 

av 一 cos25. 在 附 几 中 作出 了 所 围 物体 在 坐标 面 zOz 上 的 习题 4108 的 附 图 
Z > 0 部 分 的 截面 . 
用 球 坐 标 代 换 求 体 积 , 这 时 的 雅 可 比 行列 式 为 ”2 sin po, 于 是 有 


3 工 

QV 一 cos2 本 在 :证 =， 
“7r2dr = 20- (1 一 2cos2 po) 

0 3 法 


3 
simpdye| 2 d( 一 coso) 


=- 条 -du (然后 作 代 换 Vi 一 加 风 


2 3 2 3 
”3v5 | 人 3 1 二 
解 2 利用 该 物体 为 旋转 体 , 用 平面 2 = > 与 之 相 截 得 到 的 是 圆 环 面 , 这 样 就 可 转 
化 为 单 重 积 分 求 体 积 . 
如 附 图 所 示 , 在 y = 0 时 所 得 的 曲线 方程 为 (z2 + 22)2 = a2(z2 -22). 由 此 可 确定 
2 


上 述 圆 环 的 外 半径 和 内 半径 . 将 它们 分 别 记 为 zz 和 zz, 则 和 截面 面积 是 r(z1 - z2). 由 于 
曲线 方程 是 关于 z2 的 二 次 方程 , 因此 即 可 从 其 求 根 公式 直接 得 到 


一 2 一 24/ 到 一 2a2z2， 
并 由 此 确定 z 的 范围 为 | 


0 CQ 
到 厅 ' 了 可 
利用 对 称 性 就 有 


他 QQ 3 
T = 了 T(Z1 一 22) dz =4vaor| 人 一 22dz. 
0 0 


于 最 后 一 个 积分 是 半径 为 一 的 圆 面积 的 四 分 之 一 , 因此 得 到 


2V2 
TaQ2 T2a3 
太 = 4V2ar 也 9 0 
习题 4111 求 以 晶 面 ( 瑟 + 妇 + 气 】 = 有 为 界 的 物体 的 体积 
志 有 到 | 02 到 训 二 矶 人 


只 
[之 
[ 芝 
人 > 
弓 ! 


解 由 曲面 方程 可 见 z 六 0. 由 于 方程 中 只 出 现 史 和 疡 , 因此 物体 关 了 


2Z0z 和 zOy 对 称 , 于 是 只 要 计算 物体 在 第 一 卦 限 部 分 的 体积 再 乘 以 4 即 可 . 
作 广 义 球 坐标 代 换 
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2 一 arsinpDcos0，V=borsnwsin0， 


可 比 行列 式 为 aper2 sin po. 这 时 曲面 


一 CT COS 


方程 变 成 / 


代 


， 
3 
sinpeosb) . 于 是 即 可 计算 如 下 : 

电 a/Phn)sincosoO0 
dg| smepdye| ee 7r2d 
0 0 
_ 4a2bc TaQ20c 


二 二 9 | cosgdg | 3 
注 本题 也 可 以 用 平行 于 华 标 面 VOz 的 平面 X = 2z 与 物体 相 截 , 求 出 截面 面积 后 
用 单 重 积分 求 出 物体 的 体积 . 


则 代 换 的 


Ai 
第 


sinwcosb0, 可 见 如 


【人 


到 


一 卦 限 中 0 


入 


)》 


2 入 到 ， 孚 ,0o<rs( 


区 
2 
有 


蕉 :二 4ope| 
0 


ib| 


sin2 po do == 


习题 4116 (b) 求 以 曲面 ( 十 本 十 z) ， (z>0,y> 0,z> 0) 为 界 的 
物体 的 体积 . 
解 1 本 题 用 线性 代 换 即 可 求解 . 令 
了 爷 4 人 2 过 
人 
则 可 以 计算 得 到 字 f 岂 罗 = -号 十， 因此 在 积分 变换 中 需要 的 雅 可 比 行列 式 的 
(Z, 2 2) QbcAhK 
绝对 值 为 
刀 (Z,2，2) 一 工 _ Qbc 
D(Uo wu) 站 (wu W) 站 闻 
DGz,y2) 
这 时 曲面 方程 变换 为 v = (十 刀 )”. 从 上 述 变换 式 解 出 z,y 
为 u 的 线性 函数 : 
pu 十 Ku au 一] 短 
| 
0 画 太 天 
即 可 知道 约束 条 件 y > 0 在 变换 后 成 为 ou - po > 0. 它 与 曲面 
在 w=0 时 的 限制 v = v2 就 给 出 了 坐标 面 vOu 上 的 有 界 区 域 
( 见 附 图 ): O 
Do 一 fo0<vws 下 <o 入 克 叶 ， 习题 4116(b) 的 附 图 
于 其 中 zz > 关 0 也 成 立 , 而 当 ( 人 (wo E Du 时 0 过 了 到 芯 V7 一 四 


于 是 即 可 求 积 如 下 : 


7= -| 由 |， do| 2 | ao| (一 dv 
QT 也 0 42 0 也 二 也 0 42 
几 玉 及 达 
Q 3 
abc 下 [217aN2 _ aw 站 9 abc 1(a 人 
硬 人 [ 和 (各 ) 十 言 中 | q 0 ( 虽 : 
彤 大 太 天 
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解 2 由 于 变量 z,y > 均 大 于 等 于 0, 作 广 义 球 坐 标 代 换 
Z 一 arsin2opcos20，V 一 困 sin2opsin20， > 一 crcos2o， 
则 可 计算 得 到 其 雅 可 比 行列 式 为 
asin2 pcos20 bsin2sin20 ccos2 0 
(xz， 2/， 馆 1 于 1 2 。 
六 人 二 |2arsinwcoswcos0 20rsinpcospSin 0 一 2crcoswSin % 
一 2arsin2pocos0sin0 2brsin2osinbcosb 0 
一 4abcr2 sin3 pcoswsinbcos0. 
这 时 曲面 的 方程 变 成 7 一 (全 cos20 一 大 sin2g) sn2y， 
从 题 设 的 曲面 方程 可 见 在 坐标 面 xzOy 的 第 一 象限 中 人 关 > 0, 对 于 上 述 的 广义 
球 坐 标 变量 则 要 求 0 入 0 入 0 = arctan (1 2 由 此 和 上 述 曲 面 方程 可 知 0 入 o 范 全 
二 网 加 下 让 人 队 


a/j) cos20 一 (VE) sin20] sin2 
yic 上 Sin secoapdo| sngcos0d0 |， 人 Na “72dr 


加 天 secospdp | singcosb( 全 cos20 一 太 sin2 人 d0 
= 车 广 讨 - (全 + 二 ) sm2gj ainzg 
， U) 
三 o 
= 4 1 (时 + 大) sn2d| 这 


习题 4117 (b) 计算 以 曲 
物体 的 体积 


本 
一 一 
| 
sr 
we 

MD 
玉 
一 
Ga 
We 
MD 
| 
2 


2Z20y>0,zy>0) 为 界 的 


分 析 ”本题 与 84.3 的 习题 4025 相同 , 只 是 明确 指出 求 第 一 卦 限 的 部 分 . 从 方法 上 
看 , 在 84.3 要 求 用 二 重 积 分 求 体积 , 而 这 里 将 体积 看 成 为 被 积 函数 恒 等 于 1 的 三 重 积 
分 , 可 用 的 变量 代 换 就 更 为 广泛 了 . 


三 到 


习题 4123 计算 以 曲面 


三 十 

Q 2 5 也 2 攻 闵 
二 二 和 arcsin (这 | 和 | | 一 工 
Q 0 


2 三 0,z=a 为 界 的 物体 的 体积 


解 ” 作 线性 代 换 


其 蓝 可 比 行列 式 为 了 eol 一 -] 
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这 时 题 中 所 给 的 曲面 变 成 

必 王 三 warcsin w， 一 1，V 一 0， 人 = 二 
又 由 反正 弱 函 数 的 定义 可 知 有 限制 条 件 -1 冬 忆 冬 1 于 是 在 避 vw 空间 中 在 坐标 面 
4Ow 上 得 到 矩形 


Duo ={(ou)|0osuw 和 1-1 入 风 世 1 


对 于 (wj e Duw, 有 二 warcsin 和 4 芯 1 ( 当 |wl 拟 工时 对 warcsin mu 入 1). 再 利用 
区 域 对 忆 的 对 称 性 , 就 有 
1 1 1 
TY = 2abe | du| do| dv 
0 0 (2/r)ao arcsin 由 
1 


和 王 2abe | 


(1 一 了 arcsin u dz 
0 克 


1 
一 2abc 一 | arcsin qz. 
元 Jo 


对 最 后 一 个 积分 作 代 换 上 = arcsin w, 就 有 
开 


1 2 
| 2 arcsin WU da0 =| tsintcostdt 
0 0 


开 开 
上 工 in2? 直 一 
本 


因此 得 到 = 号 abc 
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88.8 三 重 积分 在 力学 上 的 应 用 (习题 4131--4160 ) 


内 容 简介 本 节 是 84.5 和 88.5 的 继续 , 其 中 包括 空间 物体 的 质量 、 质 心 和 转动 惯 
量 的 计算 以 及 在 力学 上 的 其 他 应 用 
习题 4131-4142 是 物体 的 质量 和 质心 坐标 的 计算 , 习题 4143-4149 是 物体 关于 坐标 
平面 和 轴线 的 转动 惯量 的 计算 , 它们 都 按照 有 关公 式 转化 为 三 重 积分 的 计算 . 由 于 这 些 
习题 中 的 积分 区 域 都 比较 简单 , 在 计算 方法 上 没有 多 少 新 的 内 容 , 下 面具 看 其 中 的 一 个 
习题 , 然后 主要 讨论 习题 4150 开始 的 几 个 题 , 


员 


mn 


习题 4132 设 一 物体 占有 无 界 区 域 z2 十 好 二 22 > 并且 它 的 密度 按 规 律 
pp = poe-kVz2+O2+22 而 变化 , 式 中 po > 0 及 天 > 0 为 常数 , 求 该 物体 的 质量 . 


解 ”本 题 的 积分 区 域 无 界 , 因此 属于 88.9 的 广义 三 重 积 分 , 但 在 对 质量 的 积分 中 用 
球 坐 标 代 换 即 可 将 问题 归结 为 84.4 中 的 广义 单 重 积分 , 计算 上 没有 困难 . 
AM = 咱 poe-RVm TI AT dzdydz 
2Z2 十 2 十 z2 之 1 
二 咱 r2sinp .poe- 人 drdodb 


入 区 肌 


必 大 十 co 
一 m| dg| smedp| 7r2e-Ar dr 
0 0 1 


加 1 2 27 2 一 

=4zpoo[ 人 大 ”天 记 )e | 

本 1 2 2 大 

习题 4150 设 非 均匀 球体 z2 十 妇 十 2 痉 世 尽 2 的 质量 为 M, 并 且 球 体内 各 点 
Pl(z,y2) 的 密度 与 该 点 至 球 心 的 距离 成 正比 , 求 该 球体 对 其 直径 的 转动 惯量 . 


十 ce 


1 


几 


解 ” 设 密度 pp = KEVzZ2 十 只 十 22, 大 为 比例 常数 . 取 转 动 轴线 为 Oz 轴 , 则 转动 惯 晤 
适宜 用 球 坐 标 代 换 计算 如 下 : 
1z 王 咱 有 Vz2 十 92 十 22(z2 十 邮 )dzdydz 


Z2 十 y2 十 z2 和 六 2 


曲 


全 川 prssin2o .7r2sinopdrdodb 


0 入 7r 乏 书 
2 尺 
=*| dg| sasede| 7r5 dr 
0 0 0 
三 矶 二 生 人 
一 天: 2T 本 攻 
4KTRS 


吕 
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同样 可 用 球 坐 标 计算 球体 的 质量 为 
AM = 咱 1V2Z2 十 2 十 22dzrdydz 


Z2 十 V2 十 z2 斥 尺 2 


三 川 pr3ssin drdo db 


0 入 7r 乏 尺 
2T 尺 
= dg| saede| 7r3 dy 
0 0 0 


4 
二 4K 本 二 jR4. 


在 质量 为 M 已 知 时 可 由 上 述 结果 确定 比例 常数 上 = -区 ， 因 此 转动 惯量 二 = 


二 ) 
4AMR 
9 


习题 4151 证 明 等 式 

五 三 厂 十 Ma2， 
其 中 五 为 物体 对 某 轴 ! 的 转动 惯量 , 闷 为 对 平行 于 ! 并 通过 物体 质心 的 轴 1 的 转动 惯 
量 , d 为 此 两 轴 之 间 的 距离 ,M 为 物体 的 质量 . 


解 这 是 力学 中 关于 空间 物体 的 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 
经 见 过 关于 平面 薄板 的 平行 轴 定 理 ). 
设 物 体 所 占 空 间 区 域 为 0， 密度 为 = 
pzb2] (2 E OO) 将 物体 的 质心 取 为 原点 , 将 过 质心 
的 转轴 1o 取 为 0z 轴 , 这 时 )o 的 直线 方程 为 z=y = 0, 而 与 它 
平行 的 转轴 ; 的 方程 为 z = zi,y = 人 ,其 中 zl 和 仿 不 全 为 0. 
这 时 两 条 转轴 之 间 的 距离 d = Vz? 十 好 , 在 物体 中 的 点 
(z; 岂 2 到 转轴 1o 的 距离 为 Vz2 十 好 2, 而 到 转轴 ! 的 距离 为 
V(z=2Z1)2+( 一 见 )2 于 是 就 可 从 转动 惯量 厂 出 发 作 如 下 推 


兰 : 昌 
可 : 


在 8$8.5.1 的 习题 4067 已 


Se 


证 


习题 4151 的 附 图 


五 三 川 wte 一 2 + 一 及 四 da 


9 


六 几 +%2)dr 一 2z1 | 川 e dV 一 2 川 w dV+(zz 十 他 ) 


忆 
= 玉 二 02M-2zi | 川 dY 一 21 | 川 mw dT. 
本 本 


利用 物体 质心 坐标 ze, ye 的 计算 公式 


Ze 一 二 | 川 = dY，ywe = 让 | 川 war 
全 包 


而 将 质心 取 为 原点 就 表明 上 述 两 式 的 分 子 等 于 0, 因此 即 从 前 式 得 到 平行 轴 定 理 
全 了 十 qd27I. 
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习题 4152 证 明 : 占有 区 域 Y 的 物体 对 过 其 质心 O(0,0,0) 并 与 各 坐标 轴 的 夹 角 
为 a;,6,7 的 轴 ; 的 转动 惯量 等 于 
万 二 五 cos2a 十 也 cos2 6 十 大 cos2? 


一 2Kzycosacos 有 一 cos DGcos7y 一 2 氏 zz Cos 了 COS Ql 


1 , 万 ,五 为 物体 对 坐标 轴 的 转动 惯量 ， 


注 二 员 pozyd ， 天 = -| pyzdV， 开 ，=- 吕 pz2zdV 


人 


AT 


为 惯性 积 . 

解 定义 从 原点 到 区 域 了 内 的 点 (z,y2) 的 径 向 量 为 
r(z;y 2 其 模 长 为 7r = Vz2 十 好 十 22, 则 如 附 图 所 示 , 点 
(z;,2 2) 到 转轴 1 的 距离 4 = Vr2 - (el)2, 其 中 el 是 转轴 方 
向 的 单位 向 量 士 (cos a, cos 8B, cosy). 于 是 就 得 到 

坚 三友 十 妇 十 友 一 (zcosaw 十 ycosB 十 zcosy)2. 
再 利用 cos2 a + cos2 6 + cos2y = 1, 就 有 习题 4152 的 附 图 
有 二 ( 妇 二 2)cos2a 十 (和 妇 二 2) cos28 十 ( 妇 十 好 )cos 7 


人 (zi 


一 2ZzVWcosacos 有 一 29zcosDcos7y 一 2z2Z Cos 了 coOS Ql 


让 二 册 pd2 dy 


将 它 代入 


并 加 整理 即 得 所 要 求证 的 公式 . 


习题 4153 求 密度 为 po 的 均 质 圆柱 体 zZ2 十 2 入 ao2, -和 芯 : 志 天 对 直线 并 = 一 :> 


解 ”本 题 可 利用 上 一 题 的 公式 求解 , 但 直接 计算 似 更 简单 . 先 求 出 直线 z = = “ 


的 方向 余 弱 为 cos a = cos 了 = cos7 方 : 于 是 点 (z,y 2 到 该 直线 的 距离 平方 为 
有 2 二 2Z2 十 内 2 十 妆 一 (zcosaw 十 ycosB 十 zcos)? 
= 李 [w 一 32+(z 一 o 二 (一 切 ? 
记 密 度 常 数 为 po, 即 可 用 柱 坐 标 计 算 如 下 : 
I= 挟 [人 全 = 时 


3 
z2 十 g2 乐 a2,|z| < 


00 [ 季 | ONEA 2 2 
= 有 | dp| dr| r( 2 一 人 sin2p 一 27zcogp 一 2rzsinw 十 2 六 ) dz 
0 0 一 户 


_ 2rpoo f" 人 2 ， .2 2rpo 1 4， 2 213 
一 一 3 | 47( 广 十 关 )dqz 王 引 (o 纹 十 号 o21). 


若 圆柱 体 的 质量 M = 2ra2jnpo 已 知 , 则 工 二 辣 (@ 康 号 12) 


3 
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习题 4155 求 密度 为 po 的 均 质 球体 振 十 吧 十 人 入 用 在 点 P(z,yz) 处 的 牛顿 引 
力 势 . 


解 由 于 对 称 性 , 不 妨 将 点 P(z,y,z) 取 在 O5 轴 上 ， 
记 a = V 到 十 吧 十 到, 该 点 即 是 P(0,0,o).， 在 附 图 中 作 
出 了 aw> 丽 的 情况 . 
球体 内 的 点 M(e,m,5) 到 点 尸 的 距离 为 
qd 一 V 天 十 帮 十 (一 2 


而 引力 势 的 计算 公式 可 写 为 含 参数 w > 0 的 积分 的 \ 
-mm 人 say 上 


E2 十 02 十 62 乏 尼 2 2 
在 求 出 fa) 后 用 a = V 呈 十 妇 十 移 代入 其 中 即 可 得 到 
在 点 P(z;, yz) 处 的 引力 势 . 习题 4155 的 附 图 


用 球 坐 标 代 换 马 
《= 王 7rsinwpcos0，77=7snopsnO0， 56 王 7 cos， 
全 可 比 行列 式 为 2 sin p, 就 得 到 

Sin .2 qO 


2T 已 
和 dg| rd 
o 全 中 V72 十 02 一 2arcosyw 
若 w=0 则 可 直接 得 到 /0) = 2rpoo 羽 2. 
在 wa > 0 时 则 有 


ja) = 2Tpoo0 | rc | 去 人 虽 十 o2 一 2ar cos 中 区 } dr 


a7 2=0 


/ 岂 
< 
五 


已 
-和 po | rr 十 4 一 1 一 al)dr. 
& 0 


若 0<a < 瓦 , 则 需要 分 段 积分 得 到 
ja) = Jo 人 272 dr 十 民 


2a7 dr] 


光 
型 


其 中 最 后 的 结果 对 于 a = 0 也 ; 
若 a > 尺 , 则 得 到 


综合 以 上 就 得 到 所 求 的 牛顿 引力 势 为 


包 本 题 也 可 以 用 柱 坐 标 代 换 求解 , 但 如 后 面 的 注 3 所 示 , 对 于 密度 依赖 于 点 到 球 心 距离 的 非 均 质 球 的 情 
况 , 例如 下 一 个 习题 4156, 柱 坐 标 代 换 是 不 合适 的 . 
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4 3 
5 二 V 二 十 好 十 二 > 忆 


注 1 (ao) 作为 含 参 变量 的 积分 , 在 ce [0, 司 和 [R,+co) 上 表达 式 不 同 , 但 在 
[0, +co) 上 连续 , 而 且 有 连续 的 导 函 数 ， 

这 里 要 指出 , 当 ae [0, 司 时 , 从 牛顿 引力 势 的 三 重 积分 公式 中 可 见 被 积 函 数 广 无 
界 , 因此 这 已 经 属于 下 一 节 88.9 中 的 广义 三 重 积 分 . 利用 88.9.3 的 习题 4192 的 结论 , 可 
以 保证 其 收敛 性 成 立 . 

注 2 由 于 牛顿 引力 势 的 梯度 就 是 引力 , 因此 从 本 古 的 结果 即 可 导出 球体 对 点 
P(z, 刀 3] 处 的 质点 的 引力 . 以 下 将 万 有 引力 常数 G 和 质点 的 质量 均 取 为 1， 

利用 对 称 性 , 将 质点 放 在 点 P(0, 0,a) 处 , 则 物体 的 引力 即 在 Oz 轴 方 向 , 因此 即 是 
三 (o)， 

对 于 a > 忆 , 这 时 有 


2Tp0 | 杨 一 言 (2 十 2 + z)|， 0 入 vvz2 二 22 十 22 < 允 ， 
u(Z 2 2) 一 


二 4rp0 忆 3 
3a2 
J4 
Q2 


六 (ao) = 


过 


JT 


革 中 7 人 Ra 为 球体 质量 . 由 此 可 见 引 力 方 向 为 从 质点 指向 球体 中 心 , 其 数值 
将 球体 质量 集中 在 球 心 时 的 引力 相同 ， 
对 于 0 入 wa < 玉 , 则 有 


ja) = 一 人 


= -到 (后 一 式 对 a > 0 有 意义 )， 


QQ 


工 中 Ma = 全 oo 是 球体 中 半径 等 于 a 的 那 部 分 的 质量 . 由 此 可 见 ， 当 质点 的 位 置 在 
球体 内 部 时 , 若 恰 在 球 心 , 则 引力 为 0, 香 则 , 在 球体 中 与 球 心 距离 大 于 a 的 部 分 对 质点 
的 引力 为 0. 

注 3 ”着 球体 为 非 均 质 , 但 密度 函数 只 与 点 到 球 心 的 距离 有 关 , 即 p = ptr), 则 上 述 
注 2 中 的 结论 仍然 成 立 ， 为 此 只 要 将 本 题 的 解 中 的 po 移 到 积分 号 下 并 换 为 pr) 即 可 
由 于 在 上 述 解 法 中 采用 了 球 坐 标 代 换 , 因此 即 可 得 到 所 要 的 结论 . 这 时 的 物体 质量 为 
AM4 = 八 4rpo(r)r2 dr. 


最 后 要 指出 , 所 有 上 述 结论 都 是 牛顿 的 发 现 , 并 于 1687 年 发 表 在 他 的 名 作 《 自 然 
哲学 之 数学 原理 》 中 . 此 书 被 公认 为 科学 史上 最 重要 的 著作 , 原文 为 拉丁 文 , 中 译本 见 
武汉 出 版 社 的 1992 年 版 , 最 新 的 英 译本 为 1999 年 版 . 


习题 4156 设 球 达 R 入 经 二 12 十 6 莹 大 的 密度 = j 玉 ,其 中 了 为 已 知 函数 ， 
而 丸 = V 纪 十 72 十 62, 求 该 球 壳 在 点 P(z,y 2) 的 牛顿 引力 势 . 
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提示 “参考 习题 4155 的 解 及 其 注 3. 


习题 4158 质量 为 MM 的 均 质 球体 总 十 碌 十 人世 玉 2 以 怎样 的 力 吸 引 质 量 为 mm 的 
质点 P(0,0,a)? 


提示 “本题 已 于 习题 4155 的 注 2 中 用 牛顿 引力 势 解决 , 但 直接 按照 引力 的 积分 公 
式 进 行 计算 也 是 一 个 很 好 的 训练 . 这 样 就 不 需要 引力 势 的 概念 . 
如 习题 4155 的 附 图 所 示 , 由 于 对 称 性 , 只 需要 计算 球体 的 引力 在 Oz 轴 方 向 的 分 量 


rw=cnm | 《二 2 dednd， 


6 十 2 二 62 入 忆 2 
其 中 G 为 引力 常数 , 密度 常数 po 可 用 球体 质量 M 表 出 , 4 = V 绊 十 吧 十 (一 q)2. 
注 “如 习题 4155 的 注 3 所 示 , 本 题 可 以 将 均 质 球体 改 为 密度 函数 只 与 点 到 球 心 吕 
离 有 关 的 非 均 质 球 体 , 这 时 用 球 坐 标 代 换 即 可 解决 问题 . 


TI 


习题 4159 求 密度 为 po 的 均 质 
已 (0,0, >) 的 引力 . 


画 


柱 体 关 十 12 入 oa2, 0 和 6 芯 忆 对 单位 质量 的 质点 


注 “ 本 题 与 88.5 的 习题 4073 只 是 在 记号 和 表达 上 了 略 有 不 同 , 实际 上 相同 . 
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88.9 广义 二 重 和 三 重 积分 (习题 4161-4200 ) 


内 容 简 介 这 是 84.4 的 广义 积分 在 重 积分 的 推广 , 其 中 包括 收敛 性 的 判定 和 广义 
重 积分 的 计算 . 

作为 广义 积分 的 推广 , 广义 重 积分 的 定义 和 处 理 方法 与 广义 积分 在 许多 方面 是 相 
似 的 . 首先 分 别处 理 两 种 特殊 类 型 : (1) 积分 区 域 无 界 , (2) 积分 区 域 有 界 而 被 积 函数 无 
界 , 也 就 是 有 奇 点 . 对 于 同时 有 积分 区 域 无 界 和 奇 点 的 情况 , 则 可 将 积分 区 域 适 当 分 钊 
后 处 理 . 此 外 , 由 于 维 数 的 增加 , 广义 重 积分 除了 奇 点 之 外 还 可 能 有 奇 线 (对 于 二 重 积 
分 ) 和 奇 面 (对 于 三 重 积分 ). 

广义 重 积分 与 84.4 的 广义 积分 比较 , 有 一 个 很 不 相同 的 性 质 , 它 使 得 对 于 广义 重 积 
分 的 敛 散 性 判定 归结 为 非 负 函数 的 广义 重 积 分 的 判定 , 从 而 上 只 需要 用 比较 判别 法 . 这 个 
性 质 对 于 各 种 类 型 和 重 数 的 广义 重 积 分 全 都 成 立 . 这 就 是 下 列 命题 , 其 证 明 见 [1LH] 第 三 
卷 的 613 小 节 . 


命题 8.5 广义 重 积分 的 可 积 与 绝对 可 积 等 价 . 


8.9.1 无 界 区 域 上 的 广义 二 重 积分 (习题 4161-4180) 


习题 4161 设 0<m 冬 |2(2;, 人 入, 研究 广义 重 积分 中 的 dzdy 
2 十 Y 
Z2 十 92 之 1 


的 敛 散 性 ， 


解 ”由 命题 8.5 和 不 等 式 
刀 -eg -  M 
(ZOHO (地 )2 


可 见 本 题 的 广义 积分 与 引 | 二 和 的 订 同时 收敛 或 同时 发 散 现在 定义 递增 的 有 界 


22 十 92 >1 
六 区 域 序列 
Dr ={f( 人 |1 乏 22 十 妇 2 芝 12 =23)， 
则 当 交 -> oo 时 序列 {D,} 即 可 竭尽 积分 区 域 万 = {(z, 妨 |z2+ 刀 >1}@. 对 于 D 上 
的 积分 用 极 坐 标 代 换 计算 就 有 
2 0 加 
由 人 吏 -中 这 


了 


于 是 就 将 问题 归结 为 广义 积分 | -CT 的 化 散 性 对 它 用 比较 判别 法 (或 者 直接 求 
职 ), 即 可 知道 本 题 的 答案 为 : 当 P > 工时 收敛 , 而 当 Pp 和 工时 发 散 . 


@ 与 84.4 的 非 负 函 数 的 广义 积分 相同 , 对 于 非 负 函 数 的 广义 重 积分 , 只 要 在 一 列 竭尽 积分 区 域 的 有 界 闭 
区 域 上 的 积分 收敛 就 保证 广义 重 积分 收敛 . 这 就 是 习题 4166 的 内 容 . 


268 第 八 章 “ 重 积 分 、 曲线 积分 和 曲面 积分 


d2Z dy 


习题 4164 研究 广义 重 积 人 
习题 下 究 广 义 重 包 国 可 亲 


(> 0,9> 0) 的 敛 散 性 . 


|z| 十 |y| 关 1 


解 ”由 对 称 性 可 知 , 问题 等 价 于 在 第 一 象限 中 的 积分 有 dz dy 的 敛 散 性 . 


2Z2 十 V 9 
Z 十 y 之 | 
总 思 0VP0 
记 其 积分 区 域 为 
刀 = {(z 几 |z>0y>0z+y> 1 
于 该 区 域 的 边界 中 的 z+Yy=1 1 ZP 十 V4 不 一 致 , 这 使 得 今后 的 变 


量 代 换 不 方便 , 为 此 将 厂 分解 为 D' 和 的 并 , 其 中 
刀 ' = {(z，, 切 | z > 0,y 羡 0,7Z 二 1 过 12Z2 十 
有 ={( 人 人 |z 关 0y 关 0z 二 >1zP 十 

由 于 区 域 D' 有 界 , 因此 问题 又 等 价 于 在 区 域 D" 上 的 广义 重 积 分 的 仇 散 性 

于 当 zy 非 负 且 zz 二 % >2 时 , 不 等 式 zZ+y > 工 必定 成 立 (用 反 证 法 即 可 知 )， 

因此 在 忆 " 的 定义 中 的 条 件 z 十 y > 兰 工 可 以 去 掉 . 

定义 递增 的 有 界 闭 区 域 序 列 

D， ={(z,y) 2 过 0V0,2 芯 Z2 十 入 10 (7 三 3 4 ) 
则 可 见 当 ? 一 co 时 该 序列 剖 尽 无 界 区 域 刀 /. 
对 于 在 D，, 上 的 积分 作 广义 极 坐标 代 换 


之 之 之 之 
2 一 7rDcosDpPD，V= 一 7r9qSn9 %， 


则 其 雅 可 比 行列 式 为 


2 2_1 2 2 2_1 2 
D(z,J 加 人 册 2 
交 全 网 二 守信 cosP osinop 二 rq sinq pcoso 

三 本 0 
2d 


被 积 函数 变 为 而 积分 区 域 D,。 变 成 @ 
no)|V5<rsv 太 0<2< 了 1 
于 是 得 到 


区 
玉 2 2 


dz dy 4 二 一 | 。 二 一 | V 了 21+2_3 
三 一 一 COS 2 Sln 9 d | rrD 9 dr. 
员 2 十 2 击 中 | 


也 


这 时 等 号 右边 是 两 个 积分 的 乘积 . 第 一 个 积分 (可 用 贝塔 函数 写 出 ) 在 p > 0,9 > 0 时 收 
敛 ,而 第 二 个 机 


重 积分 收敛 的 充 要 条 件 是 人 二 < 1. 


@ 至 此 可 以 看 出 ， ， 刀 中 挖 去 刀 ' 的 目的 是 什么 了 . 这 完全 是 为 了 使 得 留 下 的 区 域 D" 在 此 变量 代 
换 后 的 边界 容易 处 理 一 点 . 
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习题 4165 研究 广义 重 积分 【| 2 区 drdy 的 化 散 性 
出 


Z 十 V 之 


解 记 积分 区 域 为 刀 = {(z,g) |z+y>1, 取 递 增 的 矩形 区 域 序列 D。(m = 
2,3,… …)， 其 : 


办 孝王 区 2 1 和 甩 2 十 和 所 1 一 0 开 入 一 2 所 TXT 
则 当 ?7 一 co 时 该 区 域 序列 竭尽 积分 区 域 刀 . 若 本 题 的 广义 重 积分 收 和 敛 , 则 在 DP，。 上 的 
积分 得 到 的 数列 { 太 } 应 当 收敛 . 用 线性 代 换 
从 一 X@ 和 十 V， 7 三 2 一 0， 
则 区 域 P， 变 为 坐标 面 vOu 上 的 玫 形 
{(V) 工 乞 业 乞 1 一 PT 所 网 入 TXT， 


而 雅 可 比 行列 式 
( 切 1 二 
D(uu) D(uu) 人 
D(z,y) 
因此 就 有 


二 Sin2Z Sin V < "7 Cos 九 一 coSL 
人 


人 


7 
7 Cos 人 dv 
2 | 如 


可 见 当 ? 一 co 时 对 于 每 一 个 P 值 都 不 可 能 收敛 , 因此 本 题 的 广义 重 积分 对 每 个 p 值 都 
是 发 散 的 . 


习题 4166 证 明 : 若 函 数 /z, y) 为 非 负 的 连续 函数 , 有 界 闭 区 域 9 (m = 了 2 ……) 
组 成 区 域 8 的 任何 一 个 竭尽 递增 序列 , 则 


中 2) dz dy 一 Jim 有 2) dz dzy， 


这 里 左 端 与 右 端 同 时 有 意义 或 无 意义 . 


| 


惟 


| dz dy 关于 兄 为 单调 递增 数列 , 因此 只 有 两 种 可 能 性 , 即 收敛 于 


Sm 
有 限 极限 或 发 散 于 正 无 穷 大 . 本题 的 目的 就 是 证 明 , 对 于 竟 尽 8 的 任何 一 个 单调 递增 有 
界 闭 区 域 序列 , 在 区 域 序列 上 的 积分 值 或 者 都 收敛 于 相同 的 有 限 数 , 或 者 都 发 散 于 正 天 
穷 大 ， 
设 对 某 一 个 合乎 条 件 的 区 域 序列 5 (n = 1 2,…), 下 列 极限 
| 


是 有 限 数 , 则 | | Fo 人 dzdy 过 工 对 每 一 个 风 成 立 , 且 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 存在 no， 
六 


使 得 成 立 
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综合 以 上 


现 设 嫉 (= 1 2 
>N 时 宛 25n 由 于 


了 一 < 中 jz,y)dzdy 入 了 工 


六 


了 一 < 中 jz,V)dzdy 所 Acadzdy 


没 介 


另 一 方面 , 对 下 标 大 于 的 每 一 个 T, 存在 nl, 使 得 人 C Sn 于 是 又 得 到 


了 


| dzdy 芭 中 0 


人 


就 知道 当 m > N 时 成 立 不 等 


覆 员 


式 


1-=<||Aeonadzdysr 


Tm 


此 就 证 明了 im re 2)dz dy = 工 


Tm 


.) 是 竭尽 9 的 另 一 个 递增 有 界 闭 区 域 序列 , 则 存在 N, 使 得 当 


此 又 可 见 , 若 有 某 个 区 域 序列 ss (n = 1 2 ) 使 得 im || 7 )dzdy = +eo 
汉代 
则 任何 其 他 区 域 序列 也 必定 如 此 . 为 此 只 要 用 反 证 法 并 重复 前 面 的 推导 即 可 . 
注 ， 在 本 题 的 证 明 中 的 关键 在 于 , 当 区 域 序列 9, (” = 1,2,… ) 单调 递增 且 竟 尽 无 
界 区 域 9 时 , 对 于 5 内 生意 给 定 的 有 曾 闭 区 域 也, 存在 NW, 使 得 Sv D 了 了 . 
应 当 指 出 , 竭尽 条 件 U 9 = 9 以 及 序列 S。 (mn = 1 2,…) 的 递增 性 质 不 足以 保 
泊 三 冰 
证 上 述 结论 成 立 . 例如 , 设 
3S={(z 人 | 0} 
是 右 半 闭 平面 
8 ={( 人 人 | (zz 一 加 2 十 只 入 2 =]2 0) 
是 圆心 为 点 (nn 0) 和 半径 为 风 的 财 圆 序列 ， 3 的 递增 有 界 闭 区 域 , 然而 对 于 
了 ={(z 人 |0 和 z 乏 10< 和 yx<E1， 


就 不 可 能 存在 NW, 使 得 Swv 2 了 . 


界 财 


为 于 


回顾 [11] 等 教科 书 


圆 ， 


于 二 重 的 厂 


关于 


区 域 序列 9 (mn = 1 2 
本 王 了 


“ 义 重 积分 


它 的 一 


9 DO9mnPBR， 


Q@ 此 外 区 域 序 丈 


无 界 . 


上 中 的 
色 域 ， 


若 3 为 有 界 


每 个 区 域 都 
则 只 需要 疯 


且 忆 ,一 +oo (2 一 co). 在 这 样 的 定义 下 习题 4166 : 
义 重 积分 的 剖 尽 序列 也 有 类 似 的 要 


说 xsL2 已 


应 当 是 可 求 面 积 (或 
尽 序列 的 每 一 个 区 域 


者 可 
为 司 


的 证 明 过 


求 中 . 


求 体积 ) 的 区 域 . 在 习题 


j 求 面积 即 可 ， 


的 定义 , 可 以 看 到 , 在 曾 尽 无 界 
.) 的 定义 中 还 有 其 他 条 件 . 
2 人 | 妇 十 妇 芝 用， 


悍 就 没有 


区 域 的 递增 有 


个 等 价 表 述 是 : 若 记 


忆 


也 


困难 . 对 了 


4166 中 没有 说 区 域 S 
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习题 4167 证 


lim 


Eee] 


]im 


中 


|z| 和 m,|9y| 入 m 


sin(Z2 十 y2) dz dy 一 T， 


sin(z2 二 2)dzdy =0 


亿 一 CO 


(m 为 了 


FE 整 数 ). 


2Z2 十 y2 甩 2Tm 


AAA 
疙 忆 


提示 “对 第 
坐标 代 换 . 
练习 题 


分 的 发 散 性 用 


习题 4167 可 
基 他 方法 作 昌 


习题 4168 订 


个 等 式 可 用 


87.3.2 的 习题 38 


见 广 义 重 


证 明 . 


F 明 : 尽管 两 个 二 次 积分 


解 ” 对 两 个 二 次 积分 可 计算 如 下 : 


十 co 十 co 2 22 


人 | 


1 1 


(只 要 将 第 一 个 二 次 积分 中 


为 证 题 给 的 广义 二 习 


也 收敛 


(Z2 十 92) 


Tadz=| 
2 


5 


国 隐 2 


元 dy 
1 


2 
22 十 212 
d2 


和 旬 一 
人 一 


本 


30 ( 菲 涅 尔 积分 )， 个 等 式 可 用 极 


区 sin(Z2 十 V2) dz dy 发 散 . 试 对 此 积 


Y 二 十 co 


d2 一 


2 二 1 


| 


十 co 


2 
dy 
22 十 


1 


十 co 


| 


1 


的 z 与 y 对 换 即 可 得 到 
臣 积分 发 散 , 可 用 反 证 法 . 设 其 收敛 , 则 从 


2 


(2 一 Y 
站 


| 


Z 之 1 之 


Q@ 由 两 个 二 次 积分 的 值 不 相等 已 


忆 将 被 积 
化 为 两 个 


函数 取 绝对 值 后 的 广义 二 了 


演 


函数 的 收敛 广义 二 寻 


经 可 以 推 
积分 也 收敛 根据 [1] 


相等 的 二 次 积分 ， 又 将 原 米 的 被 积 函数 分 解 为 两 个 非 负 画 数 轨 二 二 与 避 二 二 之 差 ,就 可 以 
积分 的 两 个 二 次 积分 相等 的 结论 


2Z2 十 42 


(z2 十 Y 


上 本 题 的 广义 


) d2z 
隐 


arctan 2Z 淮 
十 1 1 二 


你 2 一 十 oo 


0 


十 co 
dy 一 arctanz|， 
二 次 积分 的 值 为 下 @) 


命题 8.5 知道 


工 
1 4 


生 


AAA 
;一 


5 d2Z dy 


一 村 


积分 发 散 . 实际 上 , 如 该 广义 二 本 
第 三 卷 的 614 小 节 中 的 讨论 , 该 二 重 积分 即 可 


积分 收敛， 
转 
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如 附 图 所 示 , 从 无 界 的 积分 区 域 忆 = {(z,y) | z > 


取出 一 个 无 界 子 区 域 


2 


叫 下 列 广义 二 重 积分 

芭 2 
| 的 rdzdy 
中 


9={( 人 |0 和 2g 和 zz 和 30 22 十 内 >10}， 


1 > 二 


四 下 2 


22 十 22) ev 
也 收复 习题 4168 的 附 图 
凡人。 
在 区 域 Q 内 喧 一 只 >302, 到 十 妇科 10/, 因此 有 
| 一 322 _ 3 
(2 二) 100(c2 上 +) 10( 玫 十 轨 ) 
于 是 可 推出 广义 二 重 积分 
二 
由 10(z2 十 22) 1 
也 收敛 . 
在 上 述 积分 收敛 的 前 提 下 可 以 用 极 坐 标 代 换 计算 得 到 
3 3 arctan(1/2) +ce dr 
一 dd2dy 一 一 一 一 十 co 
由 10(z2 十 22) 人 10 人 让 人 区 


此 引出 矛盾 . 可 见 题 设 的 广义 二 重 积分 发 散 . 


以 下 的 习题 4169-4180 均 为 无 界 区 域 上 的 广义 二 重 积 分 的 计算 . 由 习题 4168 以 及 


上 页 的 底 注 可 见 , 在 广义 二 重 积分 的 收敛 性 没有 保证 的 前 提 下 , 将 它 转化 为 二 次 积分 进 
行 计算 是 没有 根据 的 . 然而 , 如 习题 4166 所 示 , 非 负 函 数 的 广义 重 积分 上 只 可 能 或 者 收 
敛 , 或 者 为 +co. 对 于 后 者 , 用 广义 二 重 积分 的 定义 即 可 证 明 这 时 的 二 次 积分 均 为 十 oo, 
因此 对 于 非 负 函数 的 广义 二 重 积分 , 可 以 不 必 先 考虑 其 敛 散 性 而 直接 用 二 次 积分 计算 
或 者 再 作 变量 代 换 计算 . 

习题 4173 计算 积分 中 


2 之 2Z2 十 


解 ” 记 积分 为 二 利用 对 称 性 可 见 , 了 是 {(z, 切 | 
洁 . 化 为 先 y 后 zx 的 二 次 积分 计算 如 下 : 
加 十 co dy/ 到 十 ce 
7 dz 十 2 | 


三 总 | 
=2| 5 (好 arctamn 5 


zy0,y >22 二 1}+ 上 的 积分 的 两 


( 支 arctamn 加 
多 2 


Te 02 
) dz 一 ?| 一 arctan 一 7 
0 你 2“- 十 工 


2 二 十 co 
2 ) 司 
2 一 Z2 十 1 


d2 


六 十 co 十 oo 
ES 天 4 可 | dz 
2 2Z“< 十 110 0 24 十 2Z2 十 
十 
=2| d2 
0 24 十 22 十 元 
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对 最 后 一 式 的 积分 可 用 配对 法 计算 如 下 (参见 8$3.2.1 的 习题 1884 的 解 2): 


1 
| 下 
0 z4 二 2 十 二 0 人 了 卡 本 
2 _ V2 
oo 2 Co 2 
芭 | 下 二 和 
0 Z 十 1 十 有 0 全 
7 V2 
_ [he ae- 敬 ) | 
一 V2 | 则 7 dz | 朵 0 dz 
0 | 9 1 0 | 
王 区 :wa 人 区 -vi 
2 十 oo V2 十 ce 
wa z- 站 尖 站 
一 一 一 一 一 arctan 三 ] 
本 


十 ce [十 ce 2 ， 2 
习题 4175 用 极 华 标 计算 积分 | | e-Ge24+42) dz dy 


一 De 


解 用 极 坐标 代 换 就 有 
coe [十 co 六 沁 2 ce 2 2 
上 | 6 一人 1 dzdy=| ap 上 re dr=2r(- 开 6 ) 


注 “ 由 于 本 题 的 广义 二 重 积分 又 可 如 下 化 为 二 次 积分 : 
十 ce [f 十 co 人 十 ce 2 十 co 2 十 ce 2 2 
| | e 一 (人 dzdy=| e dz| 本 ( e dz 
因此 就 得 到 在 87.3.2 的 习题 3803 中 的 欧 拉 - 泊 松 积分 ( 也 和 称 为 概率 积分 ): 
响 er dz = v 克 
在 87.2.3 的 习题 3776.1 的 注 中 已 经 浏览 了 该 积分 的 几 个 计算 方法 , 并 指出 本 题 的 方法 
为 最 简单 . 这 里 补充 不 引入 广义 二 重 积 分 的 做 法 . 为 此 定义 以 下 集合 : 
BR = fc 人 | 定 几 芝 忆 )， 
BR ={( 人 | 于 十 姓 芝 2 证， 
则 如 附 图 所 示 , 有 BR C DR C B5np, 于 是 就 有 
中 e 一 (c++2) dz dy 中 oo 一 (z2+ 妇 ) 态 硬 


书 DR 


十 co 


上 


尺 2 2 2 了 
一 二 一 (z 十 ) 
(| dz) 汪 外 站 0 习题 4175 的 附 图 
5P 
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对 左边 和 右边 的 积分 用 极 坐 标 代 换 , 就 得 到 夹 和 逼 不 等 式 
站 一 刺 2 妆 笃 一 Z2 d “ 及 TX(1 一 一 2 有 RR2 
fr(L 一 e )< (| 下 受 关 er-2)， 


最 后 令 尺 一 +co 即 可 得 到 所 要 的 结果 . 


习题 4176 用 极 坐标 计算 积分 | e+) cos(z2 十 92) dz dy 


十 co 击 


一 Ce J 一 De 


提示 “本题 的 广义 二 重 积分 的 收敛 性 可 通过 将 被 积 函 数 取 绝对 值 后 利用 习题 4175 
得 到 . 


习题 4178 计算 积分 
| 本 ce 一 (az 二 207y 十 cy 十 247 十 2eg 十 用 dz dy/， 


一 Ce 


= 


其 中 wo > 0, ac 一 刀 > 0@. 


解 ” 记 积分 为 工 分 两 步 做 . 第 一 步 是 作 平 移 以 消去 指数 中 关于 变量 z 和 y 的 一 次 
项 . 为 此 要 求 zo,yo, 使 得 成 立 
az2 十 202Vy 十 cy2 十 2dz 十 2ey 十 上 
=alz 一 zZo) 二 20 一 20)G 一 0) 十 cg 一 0 帮 十 尹 ， 
其 中 右边 最 后 的 户 也 待定 . 将 右边 的 平方 和 乘积 项 展开 , 即 得 到 关于 zo, yo 的 线性 方程 
QZ0 十 pyo 三 一 M， bzZo 十 cyo 三 一 6. 


罗 
太 
HH 
人 


用 = 了 一 az 一 20z0yo 一 co 
为 简化 对 户 的 计算 , 同时 也 为 将 本 题 在 88.10 的 习题 4220 中 推广 到 一 般 的 ? 重 积 分 作 
准备 , 在 此 引入 天 阵 向 量 记号 是 适宜 的 . 令 


人 


IN 


则 就 得 到 
| = 一 4-1b， 7 人 人 网 4( 介 -era 
20 20 
引入 (对 矩 阵 4 的 行列 式 ) 加 边 的 三 阶 行列 式 
QQ D dw 汪汪 
A=|jb c el= 5 川 
Q e jj 


并 用 - 刀 4 一 (的 两 个 分 量 依次 ) 乘 其 前 两 行 后 加 到 第 三 行 , 此 时 行列 式 的 值 不 变 , 前 两 
行 也 不 变 , 但 其 第 三 行 的 前 两 个 元 变 成 0 ( 记 为 0 ), 从 而 得 到 

@ 为 使 得 本 题 与 今后 的 推广 题 (88.10 的 习题 4220) 一 致 , 这 里 对 习题 作 了 改动 , 即将 原 题 的 指数 乘 以 一 1， 
并 将 条 件 a < 0 相应 地 改 为 e > 0. 
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4 是 
b 


4 已 
07 一 凡 4 一 1b 


和 人 A 一 


=5.j， 


z0 又 将 第 二 行 乘 以 加 一 起 加 到 第 三 行 .) 于 是 得 到 所 要 求 的 六 = A/4. 
对 积分 作 平移 w = zz0,o = !-- go, 其 雅 可 比 行列 式 等 于 1, 于 是 得 到 
信友 渍 就 (az2 十 20zgy 十 cy2 十 2dz 十 2ey 十 方 dz dy 


一 co 一 co 
二 9 一 (au2 十 2buu 十 cv2) 
一 @ | | e dz dv. 
一 co JJ 一 co 


见 在 实施 第 二 步 , 即 对 指数 作 配 方 得 到 


2 2 
au 十 2buo 二 co 一 al 人 ui 2 ra( 2 )o2， 


然后 再 作 代 换 


则 其 雅 可 比 行列 式 为 


站 (wu) 到 1 E 1 二 1 
7D(s, 思 (s) 思 V6 5 
站 (uv) Q 
于 是 即 可 利用 概率 积分 得 到 本 题 的 答案 为 
和 Hoo 十 6 六 
一 -ee 5 4 二 dsdt 
有 、 
1 一 会 [+Heco 2 十 co 2 
二 本 2 | es dvVas)| e of d(Voab) 
_ 和 A 和 和 


习题 4180 计算 积分 


2 2 
二 ce [+co 2Z5 二 25 卫 艺 十 业 
| | 2Ve ( a 8 人 


一 De 


一 


提示 “仿照 习题 4178 的 第 二 步 , 将 指数 配方 后 作 代 换 即 可 求 出 


8.9.2 ”有 界 区 域 上 的 广义 二 重 积分 (习题 4181--4190) 


其 中 记号 6 = ac 一 刀 是 矩阵 4 的 行列 式 . (这 些 运算 就 是 将 原 行列 式 A 的 第 一 行 乘 以 


与 84.4 的 第 二 类 广义 积分 类 似 , 这 个 小 节 的 习题 是 有 界 区 域 上 的 无 界 函 数 的 广义 


积分 , 但 除了 奇 点 之 外 还 可 能 出 现 奇 线 . 


对 于 这 类 广义 重 积分 , 命题 8.5 仍然 成 立 , 同时 对 于 被 积 函 数 非 负 的 情况 , 也 只 有 积 


分 收敛 或 发 散 于 +co 两 种 可 能 性 . 这 时 转化 为 二 次 积分 以 及 进行 变量 代 换 都 没有 因 


难 . 


习题 4181 研究 积分 | dz dy 的 敛 散 性 , 其 中 区 域 Q 由 条 件 中 乏 z2,z2 十 P 芭 


7 交 
0” 十 
Q 2 


1 确定 . 
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解 被 积 函数 以 原点 O 为 奇 点 . 如 附 图 所 示 , 利用 区 域 和 
被 积 函数 的 对 称 性 , 只 需 研 究 在 第 一 象限 部 分 的 积分 是 否 收 伍 
即 可 . 又 由 于 具有 一 个 奇 点 , 只 需 考虑 在 区 域 

{(z 妨 |0<z 和 1L0<y 所 z2} 
上 上 的 函数 -5 是 否 可 积 , 将 它 写 为 一 次 积分 就 得 到 


1 2 1 4 一 Z2 
| dz|， 用 7 =| (2 arctan 也 | ) dz 
0 0 2 十 0 下 亿 和 1y=0 


攻 浊 
=| 二 arctan2Z dz， 
0 


d2Z dy 


习题 4183 研究 积分 一 一 一 一 
习题 4183 研究 积分 中 轩 本 十 


Z| 十 |Iy| 和 1 


于 这 个 积分 的 被 积 函 数 于 [0,1] 上 有 界 , 因此 已 是 常 义 积 分 , 收 和 敛 不 成 问题 . 


了 (>0,9>0) 的 敛 散 性 ， 


习题 4181 的 附 图 


提示 “ 奇 点 为 原点 . 利用 对 称 性 , 只 需 研 究 第 一 象限 部 分 上 的 积分 的 敛 散 性 . 用 广 


义 极 坐标 代 换 , 并 将 在 第 一 象限 的 区 域 边界 改 为 zz 十 内 过]| 进 行 丰 


完 即 可 


习题 4184 研究 积分 2(o 功 dy dy 的 敛 散 性 , 其 中 0 < mm 芯 |e(z,g 人 | 入 MI. 
0 


0 |z 一 y 


解 若 D 芯 0, 则 为 常 义 积分 . 


对 于 > 0, 被 积 函数 有 奇 线 了 = z (0 gz 芝 四， 此 时 由 于 广义 重 积分 的 绝对 可 积 


与 可 积 等 价 , 且 有 
克 0 ML 
Iz 一 g IZz 一 世 lz 一 世 


此 本 题 的 积分 与 | 「 眉 二 5 同时 收 和 或 同时 发 


对 


利用 对 称 性 , 则 上 只 需 要 讨论 区 域 万 = {(z,J|0 科 z 和 oa0 乏 yy 和 过 z} 上 的 可 积 性 . 
可 比 行列 式 的 绝对 值 为 1, 区 域 九 变 为 0 入 所 ww， 


作 代 换 允 = zuv=Zz 一 人 则 其 


0 入 乞 岂 于 是 可 计算 得 到 


d2z dy/ 加 用 旋 “du 
中 2 一 2 -jd|， OO 
万 


若 了 > 1 则 内 层 积分 对 于 每 个 we (0,a] 都 发 散 . 若 0 < < 1 则 有 


让 ”dv 1 “1 一 
ja 1 一 2 民 


这 已 是 党 义 积分 . 


因此 本 题 的 答案 是 当 P < 1 时 积分 收敛 , p > 工时 积分 发 散 . 


习题 4186 证 明 : 若 1) 函数 p(z,y) 在 有 界 区 域 w 入 zx 冬 4,0 乏 9y 乏 忆 上 连续 ; 2) 


函数 fF(z) 在 区 间 oo 冬 z 乞 4 上 连续 ; 3) p < 1 则 积 4 


宇和 


收敛 . 
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提示 “本 题 为 二 次 积分 . 由 于 p(z,g 在 题 设 的 有 界 区 域 上 连续 , 因此 存在 M > 0， 
使 得 lo(z, 几 | < M. 于 是 只 需要 证 明 积分 
| ae TFTGE 证 4 
化 一 一 一 一 一 一 
Q@ D | jz) 一 2 四 2 V 
5 空 集 , 则 该 积分 收敛 是 显然 的 否则 , 可 如 习题 4184 
, 然后 求 积 并 证 明 外 层 积分 也 收敛， 


收敛 . 若 了 的 值 域 与 已 吾 ] 之 交 ， 
那样 , p < 1 已 保证 里 层 积分 收敛 


习题 4189 计算 积分 ||msinge 一 四 dzdy,， 其 中 区 域 Q 是 由 直线 y = 0,y = 2 
9 


2 一 区 围 成 的 . 


解 ” 记 积分 为 了 由 于 本 题 的 被 积 函数 常 负 , 因此 可 以 与 非 负 的 情况 一 样 处 理 . 
作 代 换 凡 一 z 一 轨 4 = 2 十 加 即 是 z= 计 他 十 四,y = 计 (" 一 匀 . 这 时 的 雅 可 比 行 
列 式 为 于, 区 域 9 变 为 坐标 面 vOu 上 由 = 0,u= ww+w= 2 所 限制 的 区 域 Q', 于 
是 可 计算 如 下 : 


T 二 工 msinududo 二 于 nsin ?2 dzw dV 
2 2 jo 


人 


全 | er- Insinwduw (然后 利用 84.2.5 的 命题 4.10) 
0 
3 


=x| msinudu= Fe im2，( 其 中 引用 84.4.1 的 习题 2353(a) 的 欧 拉 积分 ) 
0 


2 


8.9.3 广义 三 重 积分 (习题 4191-4200) 


这 里 同时 有 无 界 区 域 和 有 界 区 域 上 的 广义 三 重 积 分 , 后 者 除了 奇 点 、 奇 线 之 外 还 可 
能 有 奇 曲 面 . 《习题 集 》 在 本 小 节 的 习题 一 般 均 为 前 两 节 的 习题 在 三 维 空间 中 的 推广 . 


习题 4192 研究 积分 | ee 攻 攻 drdydz 的 收 和 性, 其 中 0 < 
Z2 十 2 十 z2 入 1 
ms le(mp 相 | < M4. 


解 ”根据 命题 8.5 和 关于 (z,y2) 的 条 件 知道 本 题 的 积分 与 将 函数 p 改 为 恒 等 于 
1 后 的 积分 的 敛 散 性 相同 . 对 后 者 用 球 坐 标 代 换 就 有 


dz dy dz 有 1 dr 
(Z2 十 2 十 22)2 | dg| soap|。 2 
Z2 十 2 十 z2 称 1 
1 _ dr 
| 


此 可 见 , 当 2p 一 2 < 1 即 六 < 芝 时 积分 收敛 , 而 当 p > 号 时 积分 发 散 . 
注 在 88.8 的 习题 4155 (以 及 其 他 类 似 的 习题 ) 中 已 经 出 现 了 广义 重 积分 ( 见 该 题 
的 注 D), 它们 的 共同 之 处 都 是 在 被 积 函 数 的 分 母 上 出 现 了 有 界 物体 内 部 各 点 到 物体 内 
的 某 个 固定 点 的 距离 而 引起 的 . 它们 的 收 生性 都 可 以 用 本 题 的 结论 得 到 保证 . 
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& 十 ce [十 ce [十 co 
习题 4199 计算 积分 | | | CC2 二 2 


0 


dz dy dz. 


一 Do 


解 1 由 于 被 积 函 数 可 分 离 , 化 为 三 次 积分 后 引用 概率 积分 的 已 知 值 


上 


即 可 得 到 
十 ce [十 ce 「 十 ce 区 十 co 2 
| | | ez +y + )dzdydz =| e- | e-Y 9 e > dz 


一 De 


解 2 用 球 坐 标 代 换 可 求 积 如 下 : 


十 ce [十 co fco 2 十 ce 
| | | e+) dz dy dz 一 | dg 上 | Sin ede| r2e-” dr 
-oo -co -co 0 0 0 


六 _r2| 十 co 1 f+ce 72 
=- 刀 ( -3 | ed 


习题 4200 计算 积分 


十 ce [十 ce [十 co 
| | | e 一 P(zl,z2,73) dz1 dzZo2 dz3， 


一 ce J 一 ce J 一 co 


3 


尸 (Z1, Za2,73) = >》， 人 ai72527 (aij 一 aii) 为 正定 二 次 型 


iiIE1 


AT 


解 用 4 表示 三 阶 对 称 阵 (aiz)axs， 由 高 等 代数 知识 知道 存在 正 交 和 矩 阵 世 


(uij)3x3, 使 得 


U74U = 二 diag{ 和 1， 和 2， 和 3， 
其 中 右边 是 三 阶 对 角 阵 , 其 对 角 线 上 的 元 素 和 ,和 2, 入 s 就 是 4 的 特征 值 . 由 P(zi, zaz,z3) 
为 正定 二 次 型 的 题 设 条 件 , 可 见 4 的 三 个 特征 值 都 是 正 数 . 


作 线 性 齐 次 变换 zz = Us, 其 中 z 


忌 


(Z1; Za2,Z3) 工 ， S 二 (5s1, s2, 53)， 也 就 是 


1 二 113S1 十 1252 下 11333， 


2 二 2151 十 2252 下 142353， 


3 二 3151 十 3252 十 3353， 


则 雅 可 比 行列 式 了 zuza,zs) -|Ur| - +1, 因此 取 绝 对 值 后 就 是 1， 这 时 二 次 型 
万 (sl1， S2， 53) 


Plzlzaiz3) 一 2zT4z = sTU74Us = 和 1s? 十 和 2s2 十 和 3s3. 
记 所 要 求 的 积分 为 厂 于 是 可 计算 如 下 : 
- 十 ce [十 ce 十 ce [十 ce [十 co 
了 玫 :一 | | | ez 4z dz1 dz2 dzZ3 一 | | | 6 一 Oas1+T)as2 二 Nas3) ds1 ds2 ds3 


一 De J 一 Co 


十 co 上 oo 5 二 oo 5 

一 | eas1 ds | es2 ds | ea53 ds3 

人 
VXT  VJa Vs 


一 De 


(AI 和 2 和 3) 


| 


于 有 14| = 入 1 入 2 和 人 3， 因此 最 后 得 到 了 一 


二 
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88.10 多 重 积分 (习题 4201--4220 ) 


内 容 简介 ”本 节 的 多 数 习 题 为 重 数 为 见 的 多 重 积 分 计算 或 公式 证 明 . 这 方面 的 参 

考 书 是 [11] 第 三 卷 的 818.5, 其 中 的 4 个 小 节 包 含 了 丰富 的 内 容 和 例题 . 

在 本 节 的 部 分 计算 题 中 , 于 8$8.1.6 由 习题 3983 引入 的 卡 塔 兰 方法 将 起 重要 作用 , 它 
在 合适 的 条 件 下 可 将 妈 重 积 分 转化 为 单 重 积分 . 为 方便 起 见 将 其 公式 (8.5) 复述 如 下 : 

AT 

| hCGz))g(o)dz= | AD 人 CD dt 

其 中 左边 为 见 维 空间 的 区 域 刀 上 的 即 重 积分 FLD) = [ma 六 = 六 为 一 元 函数 ， 
刁 信 由 以 下 的 ? 重 积 分 计算 得 到 : 

(一 


| 9(Z) dz7. 
Dnfmsjos 吴 


习题 4202 设 了 = jziza… ,mn ) 为 区 域 0 入 忆 乏 2 ( 2 ;71) 内 的 连续 
函数 , 证 明 等 式 
| am dzz…| fdam=| dzo| dz | F dz (> 9 
0 0 0 0 人 T2 


解 1[9] 引入 两 个 积分 区 域 
1 = {(z pzn)| 

02 = {(zi… ,zzn)| 
则 等 式 两 边 恰 好 是 函数 ftzi,.… ,zn) 在 这 两 个 区 域 上 的 m” 重 


乞 20 芝 2Z2 和 所 0 0 芯 2n 所 On 1 
乏 00mn 乏 0m 1 所 022 所 01 近 2 


积分 转化 而 得 到 的 对 次 积 


尼 m 


二 


分 : 
| jz ydzl dzn = 上 | dzi 慌 dz dz 
1 0 0 0 
‖ jj(C1 Zn)dzl dzn=| dzo| dz | dzl (7 >2). 
> 0 化 姓 2 


以 下 将 证 明 Qi = 02>, 这 样 就 完成 了 本 题 的 等 式 的 证 明 . 
若 (zi Zn) Eu 则 由 93 的 定义 就 得 到 
0 乏 Zr 乏 Zn-1l 乏 :和 过 02 近 01 芝 2 
于 是 从 9a 的 定义 可 见 (zi …… ,Zn) < 02. 
反之 , 若 (zzn) egoQ2, 则 由 @a2 的 定义 同样 可 得 到 
0 芝 Zr 芝 Zn -1 入 :和 02 近 01 乏 2 
于 是 从 ma 的 定义 可 见 也 有 (z1… ,zn) < 1. 
解 2 [5] 对 于 = 2, 等 式 为 
| dzZ1 | zi,Z2) dza 一 | dz2 居 zi,Z2) dzZl， 
即 熟知 的 狄 利 殉 雷 公式 ( 见 88.1.2 的 习题 3923). 
现 设 郊 = 大 时 等 式 成 立 . 对 即 = 大 十 1 可 将 其 等 式 左 边 记 为 帮 并 改写 为 


7 二 | 订 由 ， 全 | | 4 拘 3 人 jdzr] 交 
0 0 0 0 0 0 0 


? 
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其 中 右边 的 括号 内 是 zl, za 的 二 元 函数 . 对 此 二 次 积分 用 狄 利 死 雷公 式 , 即 可 写成 为 


天 二 | dzz| | 由 2 关 fdzet] dz 


人 2 


于 方 括号 内 的 天 次 积分 的 最 外 层 积分 ( 即 对 zi 从 zz 到 z 的 积分 ) 的 积分 限 与 天 次 积 
分 的 其 余 变量 无 关 , 因此 可 以 移 到 最 内 层 , 并 得 到 


下 人 


于 上 式 的 括号 内 是 以 za,，… ,zk+l 为 上 自 变 量 的 函数 ， 


趟 : 
1 三 | dzki | dz 让 由 让 dzl] dza 
0 ZK 十 1 3 2 


芭 人 dzk al je dzk 罗 dzs 外 dz 
这 样 就 完成 了 数学 归纳 法 的 证 明 . 
解 3 在 了 连续 的 条 件 下 也 可 以 用 微分 法 作出 证 明 . 
数学 归纳 法 . 对 于 史 = 2 如 解 2 所 述 即 是 狄 利 殉 雷公 式 ( 见 88.1.2 的 习题 3923). 
现 设 本 题 的 等 式 对 于 即 = 大 已 成 立 . 对 于 即 = 有 十 1 将 等 式 的 左边 和 右边 分 别 记 
为 地 z) 和 羽 (z), 即 有 
卫 (z) 一 | dz1 | dzZ2 区 dZ3 区 | (zl 2 ,DRI1) QZK 二 1 
尽 (zZ) 一 下 dzZk+1 三 dzK 加 dz _1.， 人 jzC1Z2 ZEH1) dzZ1. 
根据 太 的 连续 性 可 知 Z(z) 和 RR(z) 都 是 z 的 连续 可 微 函 数 . 为 求 到 (站 ), 将 它 改写 为 
卫 (z) 一 | [| dzZ2 | dzZ3 5 鸭 (zi 7Z2， 人 ,RAT1) dzZk+1 dZ1， 
0 [Jo 0 0 
于 是 只 要 将 大 括号 内 的 被 积 函数 中 出 现 两 处 的 积分 变量 zl 换 为 z 就 得 到 
五 (z) = dzZ2 dz3 ，…， 区 J 帮 TD Ta ZKT1) dZK+1. 
0 0 
又 将 忆 (z) 改写 为 
尺 (z) = | [| dz | QZ 1 | Ci Za ,ZEH1) dzZ1| dzk+l 


0 ZK 十 1 2 


这 时 ee 积分 上 限 和 大 括号 内 的 被 积 函数 中 , 因此 尽 (z) 
分 为 两 项 . 其 中 第 一 项 是 将 大 括号 内 的 zk+i 换 为 z， ee 
因此 等 于 0 0 } 号 下 的 z 求 导 .后 者 同样 可 分 为 两 项 , 其 第 一 项 是 将 
妨 换 为 z， 从 而 又 等 于 0, 第 二 项 则 是 对 积分 号 下 的 z 求 导 . 依 此 类 推 可 以 发 现 所 有 这 
些 * 第 一 项 "都 等 于 0, 只 留 下 将 最 内 层 的 积分 | jz za ,zkHidzl 对 了 z 求 导 得 到 
jz, za … ,zk 从 而 减少 了 一 层 积分 . 于 是 得 到 


尽 (z) = | [| dze| dz 1 .， 中 jzz2 ZK) dz dzkpyl 
人 天 十 1 人 大 2Z3 


Se 


dZK+1， 


归纳 假 设 就 可 得 到 所 要 的 等 


we 


人 


SC 


雪 于 2 ID 
=| dzetl| dzx| dzz- | jz 22 ZEHLI) dZo2， 
0 人 天 十 工 TD 3 
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比较 己 (z) 和 尽 (z), 可 见 根据 归纳 法 假设 , 对 每 个 z 都 成 立 也 (z) = 尽 (zj 
最 后 利用 工 (0) = R(0)， 从 而 就 得 到 E(z) = R(z), 即 完成 了 数学 归纳 法 的 证 明 . 


习题 4203 证 明 : 


| 


解 ”用 数学 归纳 法 ， 对 = 1 等 式 平凡 成 立 ， 设 见 = 天 时 等 式 成 立 , 则 对 于 
九 一 大 十 1 就 有 


= 70[『 Teasa 晤 = 7 下 人 rary an 


0 
人 


习题 4205 计算 了 重 积 分 环 = ， dzl dzo .……， dzn， 


21 之 0,Z2 之 0,… ,Zn 过 0 
21 十 Z2 十 … 十 Znm 委 w 


解 1 这 是 求 维 单纯 形 (或 简称 为 单 形 ) 的 mn 维 体积 . 对 于 呈 = 1 2,3, 容易 知道 
有 五 = o 瑟 = 南 o2, 五 = 音 @3. 可 以 狂 测 有 公式 环 = 十. 现 设 此 公式 对 姓 一 大 已 
成 立 . 对 即 = 大 十 1 则 可 求 积 如 下 : 

办 +1 二 | dz1 中 | dzZ2 … dzZk+l 


Z2 之 0,…… ;ZKR+I 之 0 
22 十 … 十 ZRT1I 和 受 Q 一 2Z1 


=| 误 (ae 一 zi)dzl 一 一 
可 见 所 猜测 的 公式 是 正确 的 . 
解 2 所 求 的 于 是 wa 的 函数 , 记 环 = 三 (aq). 作 代 换 zi = au za = au ,Zn 一 
an 则 雅 可 比 行列 式 为 a", 于 是 得 到 
刀 (a) 一 外 … adui du .dun 一 灰 (1)a7” 


&1 过 0,u2 之 0 nm 之 0 
2&1 十 凡 2 十 … 十 和 | 


然后 可 求 出 玉 (D) 的 递 推 关 系 为 : 


QQ 
大 十 1 工 十 1 
一 2 三 


| 
黄玉 


思 1() 一 d2L1 du2 人 dun+1l 一 | da | 中 dz2 人 dan+l 
241 之 0,u20, ,n+I1 过 0 42 之 0…… ,un 二 1 过 0 
&1 十 W2 十 … 十 2m 十 1 乏 工 2 十 … 十 mn 二 1 和 近 1 一 2 
灿 于 
三 | 肋 ( 一 a)dqul 三 | 有 (UL 一 Ma)7” du 三 TD 
再 利用 石 (1) = 工 即 可 得 到 环 (D) = 广 , 因此 所 求 的 五 = 古 中 


Q@ 从 题 设 来 看 z 是 与 了 的 自 变 量 以 及 所 有 的 积分 变量 无 关 的 固定 数 , 但 同时 又 表明 对 于 所 有 比 这 个 固定 
数 小 的 z 而 言 , 等 式 仍然 成 立 . 当 郊 王 玉 十 1 时 ，jz za ,zk+1) 可 看 成 为 zz ,zk+1 的 天 元 函数 ， 
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习题 4207 计算 ?” 重 积分 
碾 一 


VZzZ1 十 Z2 十 …: 十 Zndzldzo 和 dzZn. 


| 
Soc ， 


Z1 之 0,Z2 过 0,…… ,Zn 过 0 
21 十 Z2 十 … 十 Znm 委 1 


解 ”用 卡 塔 兰 方法 ( 见 88.1.6 的 命题 8.2), 也 就 是 用 等 值 面 zi 十 …: 二 zw =L(0 瓜 
ti 甩 1) 对 积分 区 域 万 切片 (参见 88.6 的 习题 4077 的 解 3). 

这 时 jz za) 一 2Z1+ 二 zfD)=[0U,Ph=vF9 三 1 于 是 可 引用 
习题 4205 的 结论 得 到 


下 斧 = 作 可 dzl dz … dzn 一 主刀 (0 入 云 ]. 


Z1 之 0,7Z2 之 0…… ,Zn 过 0 
Z1 十 Z2 十 … 十 Zn 入 志 


也 一 工 
利用 已 (6) = 训 一 TT 就 可 用 公式 (8.5) 得 到 
本 让 
入 = Ti 0 国民 2 dt = 计 
习题 4210 求 以 曲面 
立 之 2 2 
人 
1 2 Qm -1 Qm 


为 界 的 m” 维 圆锥 的 体积 . 


解 不妨 设 题 中 出 现 的 常数 均 大 于 0. 作 代 换 zi = aiui (= 二 … ;7m)， 而 所 求 的 体 


积 等 于 上 述 代 换 的 雅 可 比 行列 式 ai.…an 乘 以 al = …… = = 工时 的 体积 , 而 后 者 可 
如 下 计算 : 
上 
| 1 dz 一 | dz 作 ] 0 
2Z2 十 … 十 Z2 1 的 Z2 Z2 十 … 十 Z2 1 的 Z2 
站 过 天 二 委 击 


三 | 亿 _i(zs)dz 
0 
其 中 的 人 -1i(zn) 是 半径 为 zn 的 交工 维 球 的 体积 , 它 在 下 一 个 习题 4211 中 求 出 为 


人 一 工 
二 元 2 也 一 工 
人 )》 
2 
可 见 本 题 的 答案 为 
取 一 工 
克 二 QQ 
= 二 一 和 on 
| 


习题 4211 求 见 维 球 体 z2 十 切 十 :… 十 22 入 a2 的 体积 . 


解 1 将 所 求 体积 记 为 公 (ow), 通过 作 代 换 zi = au (= 1 7 即 可 知 全 (a) 
等 于 该 代 换 的 雅 可 比 行列 式 a" 乘 以 半径 等 于 1 的 球体 体积 , 即 有 剑 (a) = 仅 (1)a7. 
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仅 (1) 的 递 推 公式 可 如 下 得 到 : 


帮 D=| ac 解渴 | dz2 dm=| 帮 V1-3)dm 


2Z2 十 … 十 Z2 入 1 一 Z3 


一 2T7 -1() |a 一 3 dzl 一 公 -1(0) |a -1 2t2dt 


将 上 式 改 写 为 


， 全 | 2 和， 为 偶数 
2 2m 9 ，m 为 奇数 . 


上 
会 
过 


注 几 个 熟知 的 特例 为: 失 (o) = 2a 是 区 间 [dj 的 长 度 , 友 (o) = ra2 是 
面积 , I5(a) = 2- 是 半径 为 a 的 球体 积 
解 2 作 史 维 的 球 坐 标 代 换 


21 一 7 COS 1， 


a 的 


六 0 


2Z2 一 7Sin D1 COS /2， 
Zn_1 一 7Sino1lSinwo :Sinwn 2Ccoson 1， 
Zn 一 7SinolSinwo :Sinwn 2Sinon 1， 
则 区 域 好 十 :十 2Z2 和 甩 0 变 成 为 0 和 7 入 ao0 乏 po 入 TO 0 所 pr 所 T 
0 入 pm_i 芯 27. 代 换 的 雅 可 比 行列 式 为 mr-1sin7? ol sin7 posinpn_ 2 叫 .于 是 
即 可 计算 得 到 
Ri 二 0 2r 
TY 一 | 入 及 于 dr| mm OD1 dp 上 | sin ”oa dp | Sin jn 2 den-z| dm 1. 
0 0 0 0 0 
利用 


VFT( 二 了 -二 1) 
FT 


区 
2 


| smezdz=?| sinkzdz=B( 村 : 】 兰 
0 0 


@ 这 个 雅 可 比 行列 式 的 计算 比较 复杂 , 在 
简单 的 方法 , 此 处 从 略 . 


11] 第 三 卷 676 小 节 的 例题 12) 中 介绍 了 个 思路 折 而 计算 
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习题 4213 计算 


2Z3 十 Z2 十 … 十 Z2 入 1 
解 ” 记 积分 为 二 用 卡 塔 兰 方法 . 记 积 分 区 域 为 万 , 令 zi，,zn) 三 22 十 .… 十 Z2， 
2 
则 FCD) = [0,1. 又 令 PP 门 =(1=- 户 2. 从 习题 4211 得 到 


王 ( 介 一 | 二 人 
有 (全 
21 十 Z2 十 … 十 Z2 扩 t 2 
于 是 按照 公式 (8.5) 得 到 
到 1 2 到 


习题 4214 证 明 等 式 : 


| dz1 | dz2 人 JUzn) dzn 三 | /四 全 二 六 


解 ”利用 习题 4202 提供 的 等 式 即 可 计算 如 下 : 


| dz1 疏 dzZ2 .， 人 jzn) dzn 三 下 jzn) dzn 攻 dzZn 1.…， 上 dz2 攻 dz1 

们 下 za)dzn | Rs 上 区 天 虽 站 

三 | jzn)dzn 民 dzZzn 1 了 dz3 | 二 于 人 z 三 z2)?] 的 让 

-| fedm| dz | 半 Co?dms 

ER 到 | 人 一 zjn"-1dz (再 将 zw 改 记 为 妇 ， 

0 ee 

注 “本 题 还 有 其 他 解法 , 例如 : (1) 记 要 求证 明 的 等 式 左边 为 严 (z), 右边 为 G(z)， 

则 有 F(0) = 下 (0) = = Fo-bD(0) = 0，G(0) = G(0) = = GD(0) = 0， 


Fo(z) = GO(z) = jz), 可 见 等 式 成 立 @; (2) 用 数学 归纳 法 . 
习题 4216 证 明 狄 利 区 雷公 式 : 


| 二 
Zn dzldz2 dzn 


2Z1 之 0,Z2 之 0 ,Zn 过 0 
Z1 十 Z2 十 … 十 Znm 乏 1 


__ 工 CUIW2) 工人 On) 
T(pi 十 pz 十 .… 十 pn 十 1) 


@ 实际 上 本 题 的 等 式 右边 就 是 函数 严 (z) 的 泰勒 公式 的 积分 型 余 项 , 见 85.5.6 的 习题 2899.3 的 解 . 


避 


(P1,D2，，  )Dmn 之 0). 
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解 记 区 域 
on 人 tb) 三 {(z1…， 52n) | Z10 Zn 关 021 十 十 Zn 区 寺 ， 
则 本题 的 积分 区 域 为 8,(1)， 


若 将 本 题 的 积分 区 域 改 为 8,( 蚊 ,并 将 积分 记 为 五 ( 坟 , 则 作 代 换 zi = tui (= 
1 …… ;9) 后 即 可 得 到 


厂 ( 伯 = t+ pn 灰 (1). 
此 即 可 导出 递 推 公式 如 下 : 
友人 (1) | 证 二 | 1 | 人 一 1dzi .dzn 1 


见 一 1T(T 一 Zm 


1 
三 10D | Zpn 一 (1 E 尖 2 十 汪 二 和 二 dz1 轴 dz 1 
0 


三 太 -10) .BCDnDl 十 十 pn-1 十 1 
T(pn)JT(i 十 十 pn 1 十 1) 


和 
于 是 就 得 到 
矶 (TO 二 十 Dr1i 十 Dr 十 巧 -iT 十 十 pn 十 上: 工 (Dn) 
= …… 厂 (TO 十 JITUn)E(n 1) ID2)， 
noro+D=mroD| > zl1dzl = T(p)， 
因此 代入 前 式 并 加 整理 就 得 到 所 要 求证 的 等 式 . 


习题 4217 证 明 刘 维 尔 公式 : 
P(zZ1 十 Za 十 十 za)z8 18 2pn dzldzo dzn 


21 之 0,7Z2 之 0，…… Zn 过 0 
ZI1 十 Z2 十 … 十 Znm 乏 1 


(pl)E(p2) (pn) 1 十 po 十 … 十 pw 一 1 
一 万 ( 丰 tP1TD2 pn-1dt 0 0D >0 
Ti 十 D2 十 … 十 Do) | t (pp > 0) 


(其 中 Mu) 为 连续 函数 )， 


解 记 积分 为 二 用 卡 塔 兰 方法 , 并 采用 上 一 题 中 的 记号 厂 (b 和 8 人 (DO， 取 
CT ,Zn ) 二 2Z1 十 十 Zn， 扩 Sn(1 )) 全 [0, 车， 9(Z1 ,Zn ) 一 2 2 “ 
则 可 直接 引用 上 一 古 的 狄 利克 雷公 式 得 到 

下 介 王 | | 7z8 rz82 pem1Ldzldza dzn 
站 


一 柬 ( 作 一 t+ (0 入 去 了 ). 


按照 公式 (8.5) 就 有 


中 为 了 与 卡 塔 兰 公式 (8.5) 的 记号 不 发 生 混淆 , 将 原 题 中 的 函数 六 改 记 为 六 并 将 公式 右边 的 积分 变量 尿 
改 为 二 
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1 
了 一 | 帮 ( 四 天 (四 d 三 灰 (1)(Di 十 +zn)| 万 (四 t+ + dt 
0 0 
(1)E(D?) 人 工 (Dn) 下放 二 二 全 
兰 : 。 十 Dr 不 (四 t21 了 dt 
Ti 十 pz 十 :十 pn 十 革 ) 人 o) 区 
(EU2) In 呈 让 
一 几 世 tl1 D2 TDPm dt. 
Ti 十 pa 十 :十 Dn) | 由 
习题 4218 将 区 域 妈 十 z2 十 十 Z2 入 玉 2 上 的 m” 重 积分 (> 2) 
川 束 | 所 本 十 2 十 :十 22) dzldzo dzn 
9 
(其 中 ju) 为 连续 函数 ) 化 为 一 重 积分 . 
提示 “应 用 卡 卉 兰 方法 , 习题 4211 已 为 此 作 好 了 准备 . 
习题 4219 计算 半径 为 尺 , 密度 为 po 的 均 质 球体 对 自身 的 引力 势 , 即 求 积分 
和 O0 dz1 d?/1 d21 dz2 dz2 dzo2 
| 咱 1 
友 十 好 十 妇 忌 ? 
号 权 
式 中 mm = Vi 一 22)2 十 ( 册 一 络 帮 十 (2 一 恩 )2， 


解 ” 先 考虑 球体 码 十 好 十 中 冬天 在 坐标 为 (2 0, 阅 ) 的 点 处 的 引力 势 . 利用 


$8.8 的 习题 4155 的 计算 结果 ， 


于 该 点 不 越 出 球 外 , 因 


然后 在 球体 妈 十 好 十 妈 科 天 上 积分 即 可 . 于 是 就 得 至 


2 


一 Tp8 | 逐 一 于 (2 十 到 十 好 )| dzi dyi dz 
2Z2 十 2 十 z2 入 民 2 
3 
利用 半径 为 1 (0 St < 局 的 球体 积 为 FGD) = 嫩 , 其 导 函 数 P(D) = 4r2, 即 可 朋 
塔 兰 方法 得 到 
尺 2 0D2 PP5 
内 一 rog| ( 忆 一 于 妇 2) . 47rt2 dt 一 et 
3 15 


亿 
习题 4220 设 广 Qi72727 (ai 三 a5) 为 了 


此 就 知道 所 求 的 引力 势 为 


2xpo| 尼 一 于 (到 十 到 + 冤 )|. 
| 
中 咱 d2Z1 dz1 dzl dzZo2 dz/2 dz2 
。 71,2 


2Z1 十 红 十 好 委 羽 
Z2 十 b2 十 z2 往 忆 ? 


2;7 一 1 


FE 定 二 次 型 , 计算 ” 重 积分 
十 co | 榴 芝 Qi72i27 十 2 六 oaite} 
| e ia | 0 
一 co 
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解 (本 题 是 88.9.1 的 习题 4178 的 推广 , 建议 读者 先 回顾 该 题 的 解法 .) 
记 积 分 为 工 引入 向 量 抢 阵 记 号 4 = (ai 2 一 (zzZn)， 一 
(2 ,bo 六 则 在 指数 的 括号 内 的 m 元 二 次 式 可 写 为 二 次 三 项 式 
ZT4z 十 207z 十 c. 
以 下 分 两 步 . 第 一 步 是 作 平移 以 消去 上 式 中 的 一 次 项 , 即 要 求 zo 以 得 到 
zT4z+2bz+c=(z 一 zo74(z 一 zo) 十 cl， 


中 


此 可 确定 
2Z0 一 4-10，o =c 开 4-10. 

引入 对 于 和 阵 4 的 行列 式 的 交 十 工 阶 的 加 边 行 列 式 
4 bb 
bc 
并 用 - 妈 4-1 (的 m 个 分 量 依次 ) 乘 以 该 行列 式 的 前 另行 后 加 到 最 后 一 行 , 这 时 该 行列 
式 的 值 不 变 , 前 对 行 也 不 变 , 而 最 后 一 行 的 前 个 元 都 变 成 0 ( 记 为 07), 于 是 得 到 
4 中 |14 D 
bo or co74-2 
其 中 5 是 矩阵 4 的 行列 式 . 于 是 得 到 c = A/6. 
此 对 积分 作 平移 代 换 必 = z - zo, 其 雅 可 比 行列 式 等 于 1 则 就 有 


人 = 


》 


人 一 


=6.(c 一 咏 4-1D)， 


十 ce [十 co 十 co 开 全 
了 =| | | e-(z 4z+2b z+c) dzl dz .dz 
一 00 本 一 55 一 Go 
和 十 ce [十 co 十 co TA 
=。 国 | | | 0 
一 OO 一 人 


时 


二 步 利 


AT 


矩阵 4 正定 , 其 特征 值 1 ,和 mn 均 大 于 0, 且 存在 正 交 阵 避 , 使 得 
U74U = diag{ 和 人 ,和 
右边 的 记号 是 对 角 线 为 冯 个 特征 值 而 其 他 元 均等 于 0 的 对 角 阵 . 此 外 , 还 知道 矩 阵 


4 的 行列 式 6 = 和 入 
作 正 交 变 换 忌 = Us, 其 雅 可 比 行列 式 等 于 L 的 行列 式 , 因此 等 于 1, 于 是 就 可 利 
用 概率 积分 计算 如 下 (对 于 m= 3 参见 88.9.3 的 习题 4200): 
人 入 [+Hco f+eo 十 oo 沪 了 
T=e 村 | | e-s7U74Usdsl ds .dsn 
_ 和 十 ce [十 co 十 co 2 了 2 
8 | | | 6 一 Oasl+…+hnsn) ds ds ds， 
人 十 co 2 Oo 2 
=e 5 | eas1 ds1. | ensn dsn 
> 区 2 一 二 工 ” 
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内 容 简 介 ”本 贡 的 前 两 个 小 节 分 别 为 第 一 型 曲线 积分 和 第 二 型 曲线 积分 ,又 将 涉 


及 全 微分 和 原 函 数 计算 的 习题 单列 为 第 三 小 节 ， 


88.11 曲线 积分 (习题 4221-4295 ) 


8.11.1 ”第 一 型 曲线 积分 (习题 4221--4247) 


第 一 型 则 线 积分 的 形式 在 平面 上 为 | 


元 为 ds, 积分 与 | 


长 . 由 此 可 知 , 非 负 函 数 的 第 一 型 


和 质心 坐标 计算 等 都 可 归结 为 第 一 型 曲线 积分 . 


-入 
本 


9 


必定 非 负 . 


在 第 一 型 曲线 积分 的 计算 ， 
微分 ds, 从 而 归结 为 普通 的 定 积分 . 其 
定 的 , 参数 变化 的 范围 


eds 在 室 间 为 Frz, 凡 人 ds, 其 积分 
线 C 的 取向 无 关 . 在 被 积 函数 上 恒 等 于 工时, 该 积分 就 是 曲线 C 的 弧 
由 线 积分 必定 非 负 . 在 力学 中 沿 曲 线 分 布 的 质量 计算 


先 要 对 曲线 取 合 适 的 参数 表示 式 , 然后 计算 
要 注意 的 是 , 无 论 曲线 的 起 点 和 终点 是 如 何 给 
总 是 取 为 从 小 到 大 , 这 样 就 可 以 保证 非 负 函 数 的 第 一 型 曲线 积分 


8 弧 长 


习题 4221 计算 第 一 型 曲线 积 4 | (十 妇 ds, 其 中 C 是 以 000,0) 4(10) B(0,DH) 
C 


为 顶点 的 三 角形 


局 线 . 


解 ”利用 第 


型 曲线 积分 的 可 加 性 , 有 
| _e 十 y) ds == { 本 十 V)ds， 


因此 上 只 要 分 段 计算 即 可 . 
在 O4 上 ,z=2z,y=00 入 z 乏 1 ds=dz, 于 是 有 


1 
| e+ods=| Z dz 一 部. 
O4 0 


在 4 上 z=zy=1-2z,0 乏 2 过 1 而 弧 长 微分 为 


于 是 有 


在 BO 上 z=0,y 三 少 


将 以 上 三 段 的 积分 相 加 就 得 到 


注 ， 在 本 题 


对 于 4 万 取 z 为 参数 从 0 到 1 时 , 动 点 描 


ds 一 V1I+y2dz = V2dzx， 


1 


| (z 十 几 ds=1 二 V2. 
C 


| 


习题 4221 的 附 图 


O 取 参 数 y 从 0 到 1 时, 动 点 描 出 的 是 从 点 O 到 妃 . 


癌 


的 是 从 点 吾 到 4, 而 对 于 


88.11 曲线 积分 (习题 4221-4295 ) 


4 二 
习题 4225 计算 第 一 型 生 线 积分 | (zZ3 十 3 )ds 
C 〇 


ci 


了 之 
, 其 中 C 为 内 摆 线 3 十 W3 


解 1 记 积 分 为 T. 本 题 的 内 摆 线 也 称 星 形 线 , 其 图 像 见 第 一 册 附 录 一 的 习题 
370.1(d) (参见 88.12 的 习题 4319 及 其 附 图 ). 利用 对 称 性 , 只 需要 计算 在 第 一 象限 的 
线段 上 的 积分 再 乘 以 4 即 可 . 对 这 段 曲 线 可 用 z 为 参数 , 0 入 z 志 o 用 隐 函 数 求 导 法 得 
也 

阅 


到 多 = 一 人 ) 末 昌 析 和 人 为 


然后 即 可 积分 得 到 


竺 


T= 4 es 二 93 )( 二 ) 


oo| 呈 


解 2 用 星 形 线 的 参数 方程 


克 一 Qcos3 了 
则 当 上 从 0 到 2r 时 即 


4 三 asin3 tt 

出 完整 的 内 摆 线 . 计算 得 到 

ds 一 Vz 人 十 WoW2dt=3alsintcostldt 

而 被 积 函 数 变 成 (cos4t 十 sin4 训 ). 
利用 对 称 性 就 可 计算 积分 如 下 : 


工 


7 
上 
了 一 12a3 | (sin5tcost 十 cos5tsint) dt 
0 


区 
下 雹 上 
_1231(1 6 1 6AN2 一 1 可 
一 12a ( 言 sinet 6 COS 中 | 一 4a2. 
习题 4228 计算 第 一 型 轨 线 积分 | ds, 其 C 为 对 数 螺 线 7 = aeke (> 0) 在 
圆 >= a 内 的 部 分 . 


解 对 数 螺 线 的 图 像 见 第 一 册 附 录 一 的 习题 371.1(d). 从 


题 设 条 件 可 知 所 求 的 曲线 
段 的 参数 为 -co < 2 乏 0. 当 吕 从 0 递减 趋 于 -co 时 对 数 螺 线 以 顺 时 针 方 向 绕 原 点 作 
无 限 次 旋转 . 
按照 极 坐标 下 的 弧 长 微分 公式 计算 得 到 


这 时 的 


ds 一/r2 二 72dep =aVI1I 二 妇 es2 dp. 
1 线 积 分 为 广义 积分 , 可 计算 如 下 : 
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0 0 
| =ds= | | e249p cos p do 
C 一 co 


-Vi 


_ 2ka2V1 十 达 
T 十 412 


习题 4232 求 空间 曲线 z = 


解 ”计算 弧 长 微分 为 


ds 一 Vz 人 十 of 十 22dt 


1 


(2 cos p 十 Sin % 


一 Oo: 


中 | (参见 83.1.6 的 习题 1828) 


etcosty 一 esintz 一 e 上 (0 过 上 < +co) 的 弧 长 . 


 V(-ertcost 一 ertsin 如 2 十 (一 ertsint 十 ertcos 如 2 十 (一 e- 芍 2dt 一 V3e 一 dt， 


于 是 得 到 曲线 弧 长 为 


一 人 V3e-:ds = V3. 
0 


注 “本 题 的 空间 曲线 在 坐标 


a = 大 = 了 ,因此 它 是 从 上 = 0 的 点 (1 0,1) 开始 围绕 Oz 轴 作 无 限 次 旋转 且 趋 


面 zOy 上 的 投影 


风 即 是 习题 4228 的 对 数 螺 线 (其 中 取 
于 原点 的 


| 


到 27 的 第 一 圈 曲 线段 的 长 度 在 总 


习题 4234 求 空间 曲线 (z 一 内 = alz 十 几 , 妇 一刀 = 入 2 从 点 0(0,0,0) 到 点 


4(zo,yo,zo) 的 听 长 . 


曲线 . 如 本 题 所 示 , 它 的 长 度 却 是 有 限 数 . 又 可 计算 出 , 由 于 e- 的 快速 下 降 , 在 上 从 0 
长 度 中 的 比例 已 经 超过 99.8%%. 


解 为 简化 计算 , 作 等 比例 变换 z = ay = am 


兰 一 凤 一 号 62. 又 若 将 65 重 


,= 0 则 方程 变 为 (57 力 2 = 和 Th， 


新 记 为 zy 2, 则 


换 下 曲线 的 弧 长 也 发 生 比例 为 w 的 变化 . 


乘 以 w 即 可 得 到 所 要 求 的 答案 . 
分 


此 可 见 具 要 求 出 上 述 变换 后 的 曲线 从 原点 至 


现 于 题 设 的 曲线 方程 
(zZ 一切 3 = 号 2 这 样 就 解 出 


7 一 1 二 记 (32) ， 2 二 = 甘 于 (3 


取 z 为 曲线 的 参数 , 即 有 7z = z(z),y = V(z). Rn 2z 求 导 得 到 


一 1 


将 第 一 式 的 z 


其 中 的 参数 o 就 变 成 1. 注意 在 此 变 


点 4( 型 , 旭 , 加 ) 的 弧 长 , 然后 
他 人 人 
+ = (z 一 急 2 代入 第 二 式 , 即 得 到 


生 
3 . 


一 工 工 
2 一 多 =(3z) 3 ， 太 2 十 多 =(3z)3， 


将 它们 平方 后 相 加 再 除 以 2, 得 到 z2 + !, 然后 即 可 得 到 


02 十 2 十 


于 是 弧 长 为 


1 dz = 本 | Ga) 


三 寺 : 党 : 
3 十 (32) 于 | dz 
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| 


习题 4236 求 空间 曲线 刀 十 2 十 2 一 02，VZ2 二 到 cosh ( arctan 也) = 一 a 从 点 


到 


惠 点 3(z, 思 区 的 弧 长 . 


4(a,0,0) 


上 
7 


解 ”用 柱 坐 标 , 则 曲线 方程 变 为 72 十 2 a2,， rcosh op 一 
则 要 计算 mpP 对 > 的 导数 .从 疆 十 冯 = a2 求 得 
忆 此 得 到 


rcosho 


六 coshp 十 rsinhp .22 =0， 


/ . C 


月 


日 > 为 参 变 量 ， 


,从 rcoshop = au 求 得 


下 
7 2z 一 


于 是 可 求 出 呈 长 微分 为 
ds = Vdr2 +r2dop2 十 dz2 一 


沪 旭 
Vy 号 (+ 号 ) 二 1dz SS 
全 之 


2 7sinho 


Vr22 十 72 o2 十 1dz 


V2a 


Va2 一 22 


天 


对 于 > > 0 的 情况 , 从 点 (o, 0,0) We (Z) 2 2 9 时 参数 > 递增 ， 
5 一 vi | 二 = V2aarcsin 一 

2 < 0, 则 参数 应 当 从 > 到 0， 

两 种 情况 即 得 到 统 的 答案 


二 V2u arcSsin 


上 述 结 果 差 


对 于 


公 壮 
品 


加 


习题 4238 设 空间 曲线 C 为 


dz. 
此 弧 长 为 


AAA 
个 符号 . 


圆周 z2 十 只 十 2 = oz 十 y 十 := 0, 计算 第 


型 


线 积分 | Z2 ds. 
C 
解 1 曲线 C 是 球面 z2 十 只 + 刀 = 叶 上 的 大 圆 . 从 两 个 方程 消去 > 得 到 
22 十 2ZV 十 刀 = 4 即 曲线 C 在 坐标 面 zOy 上 的 投影 , 它 是 一 个 李 圆 . 将 它 配方 写成 
2 
(二 要) 二 二 吕 二 机 
然后 即 可 参数 化 为 
作 王 Woeor 4 一 ssint -cost 
过 驮 宝生 二 交 三 不 得 双 
必 三 ssint -cost 
参数 的 变化 范围 为 0 入 上 和 2r. 求 出 它们 的 导数 
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玫 一 一 /了 asint 和 涂 三 3256 全 QSin 妃 


“2 V6 “2 V6 
即 可 得 到 
ds 一 Vz 二 2 十 2d 一 adt. 
最 后 求 得 积分 为 


| 22 ds 一 号 | coetd 兰 
C 0 
解 2 利用 曲线 C 关于 变量 z,y, z 的 对 称 性 , 有 


| 灾 ?ds= | 4/ ?ds= | 22 ds 
C C C 


| 2 2 2 一 Q 一 
二 计 | -Ce 十 久 十 22)ds 一 3 | au= 3 1C|， 


其 中 |C| 是 邮 线 C 的 长 度 . 由 于 平面 zy 十 z=0 经 过 球 心 (0,0,0), 因此 曲线 C 为 球 


攻 5 3 
四 到 十 太 十 22 = o2 上 的 大 圆 , 其 半径 为 , 可 见 |C| = 2ra. 于 是 答案 为 2 . 


习题 4240 设 C 为 zZ2 十 妇 =22 扫 2=azr 从 点 90(0,0,0) 到 点 4(aa,V2oa) 的 一 
段 曲 线 , 计算 第 一 型 | 曲线 积分 | .> ds 
C 


解 (概要 ) 仿照 习题 4234 的 预 处 理 方法 , 可 见 只 要 对 于 a = 1L 求 出 弧 长 后 再 乘 以 
o 即 得 所 求 . 

] z 为 参数 , 就 有 4 = VZ, z = V 开 二 元 计算 得 到 ds = sz 二 生 十 和 dz, 于 是 
所 求 的 积分 为 

zds 一 oa2 去 | V8z2 十 9z 十 2dz 


- 认 站 e+ 商 广 昌 tv+ ) 


Se 


-2 (2v 开 +T 万 )VET5+3(2V 径 + 世 H V8z2 十 9z 1 引 ]|， 
25V19 ”9V2 17V2 | ， 呈 十 4V38 
人 元 6 6 512 ) 

习题 4241-4247 为 第 一 型 曲线 积分 在 力学 上 的 应 用 , 即 对 于 分 布 在 曲线 上 的 质量 计 
算 其 总 质量 、 质 心 坐 标 、 静 矩 和 转动 惯量 的 计算 , 本 书 不 再 举例 . 


8.11.2 ”第 二 型 曲线 积分 (习题 4248-4257，4277-4283) 


第 二 型 曲线 积分 是 曲线 积分 中 的 主要 概念 , 这 一 小 节 主 要 是 基本 的 计算 题 , 而 将 有 
关 全 微分 和 原 函 数 的 习题 放 到 下 一 小 节 中 . 在 第 二 型 曲线 积分 理论 中 的 核心 内 容 是 格 
林 公 式 ,， 见 下 一 节 . 
第 二 型 曲线 积分 与 积分 路 径 的 指定 取向 有 关 , 若 方向 改 为 反 向 , 则 积分 值 反 号 . 在 
将 积分 路 径 参 数 化 时 , 参数 的 递增 方向 与 指定 的 取向 一 致 或 相反 都 是 允许 的 , 但 为 避免 
错误 起 见 还 是 经 常 取 前 者 为 妥 . 
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习题 4248 设 点 O 为 坐标 原点 , 点 4 的 坐标 为 (L. 3)， 且 O4 为 : (a) 直线 段 ; (b) 
计算 第 二 型 曲线 积分 


| Zdy 一 dz， 
O4 


解 在 附 图 中 作出 了 从 点 O 到 点 4 的 三 条 路 径 . 
(a) 积分 路 径 为 直线 段 O4, 记 为 Ci, 则 可 取 z 为 参数 ， 
4 = 2z, 于 是 积分 可 计算 如 下 : 
| zdy-ydz= | .2-22:Ddz=0 
C1 0 
(b) 积分 路 径 为 抛物 线段 O04, 记 为 C2， 仍 取 z 为 参数 ， 
= 2z2, 则 积分 可 计算 如 下 : 
| Zdy 一 ydz 一 |c .47 一 27z2 .1) dz 一 下 2z2 dz 一 子 . 习题 4248 的 附 图 
Co2 0 0 
(c) 积分 路 径 为 折线 OB4, 记 为 C3. 在 直线 段 OB 上 取 z 为 参数 , y = 0, 在 直线 段 
刀 4 上 取 y 为 参数 , z = 1, 则 积分 可 计算 如 下 
| Zdy 一 dz =| =dy-ydz+| 2Zdy 一 dz 
Cs OP 已 4 


六 沁 
=| co0-0Ddz+| aa1-7 9 =| g=2 


习题 4249 对 于 上 题 中 所 指示 的 路 径 (a), (bj, (c), 计算 
| 2 dy 十 ydz， 
O4 


解 ” 仍 用 上 题 中 的 记号 和 参数 化 方法 , 就 有 
| 2Zdy 十 ydz 王 .3270dz=| 各 to=2 
C1 0 


| 2Zdy 十 ydz = 三 zdy+sdz+| 2Zdy 十 ydz 
Cs B4 


OO 了 
1 


1 
| zdy+adz=| 如 +2z2.Ddz=| 6zdz=2， 
C2 0 0 


人 咏 4 
(cz .0+0.Ddz+| Q:1+y 0dy=| dy 一 2 
0 0 


注 _ 本 题 的 三 个 不 同 路 径 上 的 积分 相等 不 是 个 然 的 , 由 于 被 积 表达 式 是 zy 的 全 微 


导 此 积分 值 即 是 (cg ,一 (go =2 ( 见 下 一 小 基 ) 


站 


习题 4252 计算 第 二 型 曲线 积分 中 _(z 十 引 dz 十 (z 一 切 dy 其 中 为 依 道 时 针 方 
向 通过 的 顶 圆 22 + 生 一 1， 


Q 训 p 


河 
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解 ” 取 椭圆 的 参数 方程 
2 一 0Qcos 凡 y 三 bsint (0 乏 寺 入 2T)， 
则 参数 递增 方向 与 C 依 逆 时 针 方 向 一 致 . 记 积分 为 逆 则 可 计算 如 下 : 


T= | Weeost+psn0(rosinb+(ocost 一 psinblbeosbd 
0 


一 | eeoe ti 一 (o 十 扫 )sintcost 一 abpsin2 直 dt 一 0. 
注 “由 于 本 题 的 被 积 表达 式 为 全 微分 : 
(+ 人 dz+C- 人 ty=d( 本 二 o- | 
因此 在 封闭 路 径 上 的 积分 必然 等 于 0. 


习题 4254 计算 第 一 型 曙 线 积分 中 2 二 全 一 多 叶 ， 其 中 C 为 依 遂 时针 
C 
方向 通过 的 圆周 z2 十 2 = 02. 


解 取 圆 周 的 参数 方程 为 z = acos 如 yy = asint (0 乏 上 过 27), 则 参数 递增 方向 与 
周 的 逆 时 针 方向 一 致 . 记 积 分 为 元 则 可 计算 如 下 : 


时 


fr (acost 十 asin 罗 (一 asin 加 一 (acost 一 asin 胃 (acos 思 1 
人 0 

2T 
=| CDdu=- 

0 


注 “将 被 积 表达 式 记 为 Pdz 十 Q dy 则 可 见 有 
oP oo _ 9 ( 和 十 人 ) 9 (学 ) 


0 or 0y、 妇 十 妨 97 \、22 十 22 
_ (Z2 十 22 一 2y(z 十 切 (z2 十 扫 ) 一 27( 一 7 十 切 一 0 
(2 十 ) ( 王 十 的 


因此 满足 全 微分 条 件 . 然而 在 本 题 的 闭路 包围 的 区 域 中 有 奇 点 (0,0), 即 不 是 单 连通 区 
域 . 全 微分 条 件 的 满足 并 不 保证 在 此 区 域 上 存在 单 值 的 原 函 数 , 因此 积分 不 一 定 等 于 0. 
本 题 的 原 函 数 为 


下 (zy) 王 总 jn(z2 十 2) 一 Arctan 二 ， 


中 的 第 二 项 为 -1 乘 以 全 角 (也 就 是 极 从 标 中 的 极 角 ) 这 就 鲁 科 了 车 
向 一 周 的 积分 等 于 -2 


绕 原点 逆 时 针 方 


填 


习题 4277 证 明 : 下 面 的 估计 对 于 曲线 积分 是 正确 的 : 
| Padz+Q@dg| < TM1， 
C 


tk 中 工 为 积分 路 径 的 长 度 , M = max V 严 二 95 (在 弧 C 上 )， 


解 ” 设 曲线 C 以 弧 长 为 参数 的 方程 为 zZ= zl(s),y = Vs, 0 入 s 忒 , 且 s 的 递增 
方向 与 C 的 给 定 取 向 一 致 . 于 是 有 
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上 Pazre 加 = 上 Eeeye)zG+eeGhyeDyG]aa 
也 


和 |P(z(s),g(s))Z Cs) 十 QZ(s),9(s))W (sds 
| 


0 
卫 
去 V P2 平 Q@2Vz'2(5) ) 十 W2(s) ds 
0 
卫 
=| 丈 二 95zds < MA 
0 


颂 


! 利 用 了 取 弧 长 s 为 参数 时 有 z2(s) 十 V2(s) = 1 


习题 4281 计算 沿 空间 曲线 的 第 二 型 曲线 积分 中 2) qdZ 十 (2 一 2) dy 十 (Z 一 y) qz， 
式 中 C 为 圆周 z2 十 好 二 z 妈 =o2y=ztana(0<aw<T), 且 若 从 z 轴 的 正 向 看 去 为 逆 
时 针 方向 . 


解 ”从 圆周 C 的 方程 中 消去 z, 就 得 到 它 在 坐标 面 y2z 上 的 投影 
22(1 二 cot2o) 十 2 一 a2. 
根据 题 设 中 C 的 取向 , 它 在 yOz 上 的 投影 应 当 是 逆 时 针 方向 , 因此 即 参数 化 为 
为 y = asinawcosti z = asint 其 中 参数 的 递增 与 投影 曲线 的 方向 一 致 , 并 得 到 
了 一 wacosa cost 参数 上 从 0 到 27. 
记 积 分 为 万 即 可 计算 如 下 : 


2T 
了 一 a? | [(sin a cost 一 Sin 加 ( 一 cosasin 妈 十 (sint 一 cosacos 胃 (一 Sin asin 萎 
0 


十 (cosawcost 一 sinacostcost 二 dt 


2 
二 o?| [(cosaw -sina) 二 2sinacosawsintcos 如 dt 一 2ra2(cosa 一 sin on). 
0 


8.11.3 ”全 微分 与 原 函 数 (习题 4258-4276, 4284-4295) 


本 小 节 为 全 微分 和 原 函 数 的 计算 @. 

对 于 平面 上 的 第 二 型 曲线 积分 | Ptz, 妇 dz 上 +Q(z, 几 dy 若 于 包含 积分 路 径 的 区 
域 V 内 存在 单 值 的 函数 v = v(z, 轨 ,使 得 成 立 

du 一 已 d7Z 十 Gd 

则 称 该 曲线 积分 的 被 积 表达 式 为 全 微分 , 并 称 w(z, 切 为 原 函 数 (也 称 为 势 函数 )， 这 时 
积分 的 值 只 与 路 径 C 的 起 点 和 终点 有 关 , 而 与 路 径 的 形状 无 关 . 特别 是 由 此 可 知 当 C 
为 封闭 路 径 , 且 它 所 包围 的 区 域 为 单 连通 时 , 其 上 的 曲线 积分 必定 等 于 0. 

若 C 的 起 点 为 4(zo, 0), 终点 为 B(zl, 太 ), 则 有 

| PGeaz+e@ea@=wleng) 一 weogo) 


愉 > 


因此 也 可 将 上 式 左边 记 为 『 5 


(zo,yo) 


@ 在 上 一 小 节 的 习题 4249, 4252, 4254 也 已 涉及 全 微分 和 原 函数 的 概念 . 
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对 于 平面 上 的 单 连通 区 域 , 若 P(z, 四 ,Q(z,g 分 连续 可 微 , 则 被 积 表达 式 P(z,y) qz 十 
Q@(z,y) dy 为 全 微分 的 充 要 条 件 是 在 该 区 域内 成 立 恒等式 
9P 功 -90 切 


3 三 (8.8) 
1 OZ 
这 个 条 件 的 必要 性 是 明显 的 , 因为 从 3 一 一 和 他 = @ 即 可 看 出 (8.8) 就 是 

02， 9092 

970z 。” 070V 


即 两 个 二 阶 混合 偏 导数 在 连续 时 必定 相等 . 反之 , 用 格林 公式 可 以 证 明 , 条 件 (8.8) 对 于 
在 单 连通 区 域 上 存在 原 函 数 也 是 充分 的 ， 

在 确定 原 函 函数 & 的 存在 性 后 , 可 以 从 3 = 已 和 多 = @ 求 原 函 数 

对 于 空间 的 第 型 曲线 积分 | Ptz,y 裤 dz 二 Q(zi 习 dy 二 Re,i 习 dz, 同样 可 
引入 全 微分 和 原 函数 的 概念 . 在 包含 积分 路 径 C 的 区 域 满足 单 连 通 条 件 和 已 @, 尽 均 连 


续 可 微 的 条 件 下 , 与 (8.8) 相应 的 全 微分 的 充 要 条 件 为 


人 
092z 0 or oz ov or 
与 (8.8) 的 必要 性 相同 , 条 件 (8.9) 就 是 v 的 二 阶 混合 偏 导数 与 求 导 的 顺序 无 关 的 推论 ， 


习题 4258 验证 被 积 表达 式 为 全 微分 , 并 计算 曲线 积 4 | 。 人 十 yd7. 


解 1 PP 人 三 力 Q(zy =z, 可 见 有 疡 =1 ^， 因此 被 积 表达 式 是 全 微 
分 . 


人 旋 三 已 (2 人 = 可 见 V(2,y) = 2 十 P( 轨 其 中 oo() 待定 . 再 代入 他 =Q(z 
中 , 可 见 zy 十 2 十 0) 一 D 即 得 2 =C 


取 C =0 时 的 原 函 数 v(z,y) = zy 就 有 
(2,3) 2,3) 
| 2Zdy 十 ydz 王 2V 一 6 一 (-2) =8. 
(一 1,2) 一 1;2) 


解 2 在 验证 被 积 表达 式 为 全 微分 之 后 , 并 不 一 定 要 求 出 
原 函 数 才能 计算 所 要 求 的 积分 . 为 此 可 利用 积分 只 与 路 径 的 起 
点 和 终点 有 关 , 即 可 选取 合适 的 路 径 来 进行 计算 . 

在 附 图 中 画 出 了 连接 点 4(-1,2) 和 瑟 (2,3) 的 一 条 示意 性 
质 的 光滑 曲线 和 经 过 点 C(2,2) 的 折线 4CB， 显然 后 者 更 便 
计算 . 


具体 的 计算 如 下 : 习题 4258 的 附 图 
2,3 
| 二 (| | zdy 十 ydz 
(一 1;2) 


2 
=| 2dz 十 ,2dy=6+2 一 8 
写生 


注 本 题 的 积分 表达 式 非 常 简单 , 读者 可 能 直接 看 出 zy 即 是 一 个 原 函 数 而 得 解 ， 
在 以 上 两 个 解法 中 强调 的 是 方法 的 一 般 性 , 使 得 求解 其 他 类 似 习 题 时 都 可 仿效 . 
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习题 4262 验证 被 积 表达 式 为 全 微分 , 并 计算 | 
(7(a) 为 连续 函数 ， 


忌 


惑 
jz+o(dz 十 dy)， 


解 ” 由 于 对 上 未 假设 连续 可 微 条 件 , 因此 不 能 用 条 件 (8.8). 然而 因 被 积 表达 式 可 
写成 fz 十 力 d(z 十 幼 , 而 连续, 因此 ju 的 原 函数 为 
Fo = 直 FDdt+C 
0 
取 其 中 C = 0 的 原 函 数 , 并 用 必 = zx+y 代入 就 得 到 本 题 的 曲线 积分 的 原 函 数 . 这 样 就 
可 计算 积分 如 下 : 
(abD) 忆 一 Q 十 b Q 十 b 
| flz+yldz+djj=Fal ， = | 介 二 
(0;0) 4 一 0 0 
习题 4268 验证 被 积 表达 式 为 全 微分 , 并 沿 着 不 与 Oy 轴 相 交 的 积分 路 径 计 算 下 


列 曲线 积分 
(2 加 0 人 
(1 7 cos 六 ) dZ (sn | cos 也 ) d2/. 
解 ” 记 积分 表达 式 为 忆 dz 二 Qdy, 则 有 
DP 21 yy 多， 9 
人 co 元 1] 了 sin 元， 
0Q 2 
和 -5 cos 世 008 六 十 -8 人， 
即 满足 条 件 (8.8). 由 于 积分 路 径 的 起 点 和 终点 都 在 z > 0 的 半 平 面 内 , 它 是 单 连通 区 
域 , 因此 被 积 表达 式 为 全 微分 . 
以 下 将 分 别 用 习题 4258 的 解 1 和 解 2 中 的 方法 计算 所 要 求 的 积分 . 
方法 一 是 通过 原 函 数 来 计算 曲线 积分 . 从 忱 = 己 即 可 得 到 
4 一 2 十 gsin 二 十 9(g)， 
式 中 纪 待 定 . 将 此 式 代入 邮 = @ 就 有 
和 世纪 了 多 全 取 - 也 
sin 元 十 六 CO08 亲 十 9 U) 三 sin 十 六 C08 六 ， 


可 见 w(y = 0, 即 得 oly) = C. 取 C = 0 时 的 原 函 数 为 叉 =Z 十 ysin 2 记 所 要 求 的 


曲线 积分 为 六 于 是 就 可 计算 得 到 
IT 一 (2 十 T) 一 上 王 1 十 元 . 


(LT) 
方法 二 是 利用 在 全 微分 情况 下 第 二 型 曲线 积分 只 与 路 径 的 


本 题 的 起 点 为 (1,m), 终点 为 (2,T)， 可 见 具 要 用 连接 它们 的 直线 
这 时 y =T, dy=0,z 从 1 到 2, 计算 特别 简单 . 记 积 分 为 二 于 是 


辣 了 
r=『(- 一 om 邓 )dz 


1 一 一 CoS 一 
02 化 
元 2 
= 1+msin 亚 | 宇 未 尘 沉 
化 | 1 


电 点 和 终点 有 关 , 根据 
段 作 为 积分 路 径 即 可 . 
就 有 
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习题 4272 设 dz = 机 多 ， 求 原 玫 数 := 
解 于 3z2 -2zy 二 3 = 0 等 价 于 z =y= 0, 因此 将 所 给 条 件 写 为 dz = 
Pdz+Q@dy 后 , 书 与 @ 的 定义 域 为 去 心平 面 ( 即 坐 标 面 xzOy 中 去 掉 原 点 后 的 所 有 点 的 
集合 ), 它 是 一 个 非 单 连通 区 域 . 
验证 条 件 (8.8), 有 
9P _ 1 y(2z+60) 32 一 3 
9y 3z2 一 2zy 十 3” (3z2 一 27zy 十 392)? (3z2 一 2zy 十 3V2)2 
oQ@ 1 | 2(67 一 27) 322 一 392 
92 3z2 一 2zy 十 3y2 (3z2 一 2zy 十 3y2)2 (3z2 一 2zy 十 3y2)2 
可 见 全 微分 条 件 满足 . 
这 时 在 去 心平 面 的 任何 一 个 单 连 通 区 域 (例如 珑 形 区 域 ) 内 原 函 数 的 存在 性 是 有 保 
证 的 . 下 面 将 使 用 在 和 迭 形 区 域内 的 求 原 函 数 的 计算 方法 @. 
如 附 图 所 示 , 以 点 4(0,1) 为 起 点 通过 折线 4BC 上 的 积 
分 计算 点 C(z,y) 处 的 原 函 数 z(z,y) 的 值 . 由 于 在 直线 段 4 已 


上 z=0, dz = 0, 而 在 直线 段 BC 上 dy = 0, 因 


V dZ 
z(29) | 0 "+ 上 | (2 功 d7 


此 有 


= 也 | dz ss 汪汪 2 三 沁 ， 
RE 2V2 2V2g 习题 4272 的 附 图 
显然 将 上 述 表 达 式 加 上 任意 常数 C 也 是 原 函 数 . 

注 用 上 述 解法 可 以 在 原点 之 外 的 每 个 点 (z,y) 处 求 出 原 函 数 , 然而 所 得 到 的 答案 
并 不 统一 . 例如 上 面 所 得 的 原 函 数 只 适用 于 y = 0 之 外 的 情况 . 这 样 就 产生 了 一 个 问题 ， 
即 对 于 去 心平 面 整体 而 言 , 本 题 是 否 存在 单 值 的 原 函 数 ” (在 前 面 88.11.2 的 习题 4254 
中 已 经 看 到 可 能 出 现 非 单 值 的 原 函 数 .) 

对 于 非 单 连通 区 域 上 的 原 函 数 的 存在 问题 可 以 参考 [11] 第 三 卷 的 562 小 节 , 其 中 
指出 , 在 全 微分 条 件 (8.8) 满足 时 , 围绕 奇 点 的 正 向 ( 即 逆 时 针 方向 ) 简单 闭路 上 的 积分 
等 于 常 值 , 并 称 为 循环 常数 . 具有 当 所 有 循环 党 数 都 等 于 0 时 才 可 能 存在 单 值 的 原 函 数 ， 
(习题 4254 已 经 提供 了 满足 全 微分 条 件 但 循环 常数 不 等 于 0 的 例子 .) 

对 本 题 来 说 , 具有 一 个 奇 点 (0,0). 为 了 求 出 它 的 循环 常数 , 只 需要 求 出 在 顶 圆 
3zZ2 -2zy 十 3 多 2 = 工 上 沿 逆 时 针 方 向 的 积分 . 它 可 以 计算 如 下 

dz 一 
的 ydz 一 zgy 一 一 - 亡 . 
3z2 一 2zy 十 3y2 一 1 3z2 一 2zy 十 3y2 一 1 
既然 循环 党 数 不 等 于 0, 可见 在 去 心平 面 上 不 存在 单 值 的 原 函 数 . 
在 上 述 计算 中 利用 了 第 二 册 中 的 下 列 两 点 内 容 : 
() 将 84.5 的 面积 计算 公式 (4.14) 翻译 成 为 第 二 型 曲线 积分 , 就 有 
Q@ 在 习题 4258, 4268 中 求 原 函数 主要 通过 不 定 积分 计算 , 而 这 里 则 是 定 积分 计算 . 


$8.11 


曲线 积分 (习题 4221-4295 ) 


299 


中 ydz 一 2dy 三 一 29， 
C 


13 是 闭路 C 所 围 的 
(2) 84.5 的 习题 2406, 其 中 计算 


面积 (参见 后 


4 孔 
于 


-4 


到 


| 顶 贺 


下 $8.12.2 的 公式 (8.10)). 
422+T2Bzy+TCW =1(4>04C 一 2 > 


已 


全 面积 S 


4=C 


3， 


,因此 椭圆 


0) 的 面积 等 于 开 . 对 本 题 有 
) VC 一 刺 这 
De 
习题 4276 设 dz = 


区 
2V2 


刀 十 ?7 十 工 
9 祭 亚 | 光大 章 彰 


OZnT+20V7m 一 电 


Vz2 十 92, 求 原 函数 >. 


解 


| 


将 题 设 条 作 


0 忆 


F 记 为 dz = Pdz 十 Q@dy, 则 有 


OZzn 一 10VmT2 


D7+7 92lnr 


9V 
0Q 


DT 1 1 
0zn+209mm 4 四 】 站 
站 


022 


六 人 气 
09 lnr 


9270V 有 7 
3 二 吧 


OZ 
克 一 


Ge 


人 
2 2 
/ 二 ! 十 刀 


OZnOomT2 


3 0V 上 


2 
2 


于 有 (mr) 一 


4 


利用 与 上 述 计算 相同 的 方式 可 将 已 Q 改写 为 


也 十 ?7 十 工 
成 9 


1 


0 


, 因 


2 


人 


902 lnr 


川 


一 0zZnT20ym 一 1 ( 
_ [ Or 


亿 


) 


”Dr 


22 一 人 妨 


外 


O7 90zm 一 10Vym 一 1 


六 和 


人 


90zn 一 107mm 一 1 


NE 


DZ2 


92lnr 


Re: 
OZm 一 10V7 二 2 


) 


卫 
亿 


呆 | 


9V 


DZ 一 10g7m 一 工 


人 


9072 


川 


此 全 微分 条 件 P = @Q% 满足 ， 


0 


名 人 


22 一 人 妇 


四 和 


90zZn 一 10Vym 一 1 


人 


可 见 所 求 的 原 函 数 为 


9 


儿 


Z2 一 人 


之 一 


90zn 一 10Vm 一 1 


人 


信 


下 


) 


习题 4284 计算 


乒 积 分 | ， 


一 人) 


1) 


2Zdz 十 %dy 一 23dz. 


解 记 书 


2 志 


2 尺 


23, 则 有 


已 =@z=(， 
此 满足 全 微分 条 件 (8.9). 日 


Q@2= 忆 =0， 
昌 于 已 Q, 忆 的 定义 域 可 取 为 全 空间 ， 


肪 = 已 =0 


加 


此 存在 


插值 


以 下 的 


u(z,y2z) 为 原 函 数 , 则 从 必 = z 得 到 v = 


线 积 分 计算 如 习题 4258 那样 可 以 
方法 一 是 通过 原 函 数 来 计算 被 积 表达 式 为 全 微分 的 


2 


2 


两 种 方法 . 


4 一 开 | 
第 二 型 


曲线 积分 . 
2 人 yp 裤 . 代入 邮 = 刀 得 到 wy = 纺 ， 


设 v = 


六 


3 2 
此 有 9= 导 十 %(o) 于 是 % = 全 


3 


上 砂 ( 功 .是 


2 1 


际 


4 
二 +C. 取 C = 0 就 得 到 一 个 原 函 数 
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2 3 寺 
ug 人 = 人 十 妆 


于 是 即 可 求 出 所 要 求 的 积分 为 
[站 zaz+may 一 妇 dz 一 ( 了 十 < 子 ) 
1 
3 


十 


辫 
(GL1.D) 2 
1 下 7 
= 人 = 二 (= = (64= 一 品 和 ， 
方法 二 是 利用 积分 只 与 路 径 的 起 点 和 终点 有 关 , 而 与 路 径 的 形状 无 关 , 选取 适当 的 
路 径 以 简化 计算 . 对 本 题 可 如 下 计算 : 
[JR 5 3 
2Zd7z 十 只 dy 一 六 dz 王 【| 


(1 
2 3 
=| zdz+| oady+| 
1 1 


习题 4295 求 当 单位 质量 从 点 Mai(zign) 移动 到 点 Ma(zayaz2) 时 ， 引力 
已 = .G 对 它 所 作 的 功 , 其 中 = V 丈 十 到 十 殉 ，G 为 引力 常数 


(2 汪 ) (2;3,1) (2;,3, 一 4) 
人 


)zdz+ 吧 dy 一 23dz 
(LTD J(21D JJ(2,3.1) 


企 


3)dz 一 53-7 
(一 六 )dz = 一 53 1 


1 


解 ” 写 出 力 书 的 向 量 形式 


9 了 9 
即 可 将 所 作 的 功 表示 为 第 二 型 由 线 积 分 
=|， 与 (zdz Hydy 十 2zdz)， 


其 中 MAM2 代表 从 点 Ma 到 Ma 的 某 条 路 径 . 
利用 微分 关系 (参看 86.2.2 的 习题 3225) 
d( 全) 皇 -每 (cdz 二 ydy 上 + xda， 


可 见 前 述 积分 的 被 积 表达 式 为 全 微分 , 积分 只 与 路 径 的 起 点 和 终点 有 关 , 且 已 知 -人 对 
即 是 一 个 原 函 数 , 因此 可 计算 如 下 : 
m=| G(zdz ydy 十 2Zd2) 
MaM2 7 


-| 生 (zdz ydy 十 zdz) 三 (= 全) 


1 1 
一 CG 
TO 
注 ， 本 题 的 力学 意义 是 明显 的 ， ， 即 是 引力 态 的 引力 势 . 在 力学 中 将 作 功 与 路 


径 无 关 的 力 称 为 保守 力 , 而 对 保守 力 可 引入 势 函数 (也 可 引入 势能 或 位 能 等 ), 保守 力 从 
一 点 到 另 一 点 所 作 的 功 等 于 势 秃 数 在 两 点 之 差 . 引力 即 是 一 种 保守 力 . 
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88.12 格林 公式 (习题 4296-4325 ) 


可 


内 容 简介 格林 公式 建立 了 曲线 积分 与 二 重 积分 之 间 的 联系 , 是 曲线 积分 理论 的 
核心 . 前 两 个 小 节 为 其 应 用 , 第 三 小 节 为 两 型 曲线 积分 的 转换 与 格林 公式 的 第 二 形式 . 


8.12.1 格林 公式 的 应 用 (习题 4296-4307, 4320.2-4322) 


习题 4300 应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 
由 er[L -cosyg)dz 一 (人 一 sng) dgyj， 
C 
其 中 C 为 区 域 0 入 zZ 冬 Ti 0 入 拟 sinz 的 边界 , 并 且 
取 正 向 . 


解 1 记 积 分 为 了 对 于 P(z,y) = ez(1 -cosy) 和 习题 4300 的 附 图 
Q(z, 急 = 一 ec 一 sm 切 计 算 
3 二 er(y 一 sny 人 一 er siny 一 一 e7y/， 


又 将 闭路 C 包围 的 区 域 记 为 万, 于 是 根据 格林 公式 有 
了 三 一 ||e"ydzdy 
中 


_ -eaz[ yu 
0 0 
=-- 记 esinzzdz 一 于 | ecos2z-Ddz 
0 0 
并 区 
一 开 (er D + 于 : 仿 (cos2z 十 2sin 27)|， 
二 工 /7 rr 罗 放 工 丈 2 1 var 
关 二 天 全 二 局 


林 公 式 可 计算 如 下 ， 先 从 被 积 表达 式 中 分 出 er(1 - cosy) dz 十 
是 全 微分 dlez(1 - cosyj], 因此 在 闭路 C 上 的 积分 等 于 0. 然后 计算 
一 下 eVy dy 

C 


0 
一 | ez sinzZcos2z dz 一 于 | esm2zdz 
0 


区 


解 2 不 用 格 
ez siny dy. 由 于 它 


开 
二 册 
,= 一 于 (人 一 ] 


人 i 
一 0 2cos27 十 sin22z) 


习题 4303 计算 曲线 积分 
| (ez siny 一 7nV)dz 十 (ez cosy 一 7) dy， 
47mO 
中 4mmpO 为 由 点 4(a,0) 至 点 O(0,0) 的 上 半圆 周 z2 十 凡 2 = az. 


1 
作 
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解 ”按照 《习题 集 》 的 提示 , 如 附 图 所 示 添 加 从 O(0,0) 到 
4(a,0) 的 直线 段 , 与 题 设 的 上 半圆 4rmO 形成 取 正 向 的 闭路 C. 

又 将 它 包 围 的 区 域 记 为 万 . 
对 Plz,y) =ezsiny 一 my 和 Q(z, 人 =ezcosy 一 7 计算 


SIS 


O a， 
徐 - 对 =ercosy-(ereosy 一 由 = 让 
Y 习题 4303 的 附 图 
记 所 要 求 的 积分 为 二 根据 格林 公式 得 到 
(er sny 一 7n0)dz 十 (er cosy 一 7) dy 
C 
尖 二 四 Ta2 
二 5 siny 一 ao)dz 十 (ecosy 一 思 ) dy 一 ||mazw 全 
于 在 直线 段 O04 上 y = 0, dy = 0, 因此 其 积分 等 于 0, 从 而 就 得 到 工 = 工 20 
注 “添加 积分 路 径 形成 闭路 是 应 用 格林 公式 的 重要 技巧 之 一 . 
习题 4305 求 两 个 二 阶 可 微 的 连续 函数 P(z,y) 和 Q@(z, 切 , 使 得 曲线 积分 
FF 中 Per z+ogy+B)dz+Q@z+oy+ 站 dy 
对 于 任何 封闭 围 线 C 都 与 常数 c 和 8 无 关 . 
解 于 可 取 任 意 (分 段 光滑 的 ) 财 路 C, 因此 根据 格林 公式 就 知道 对 于 具有 分 段 
光滑 边界 的 任何 区 域 刀 , 二 重 积 分 
_ ffTo9ez+ay+D 有 9Pz+oay+D) 
中 | oz 0V 人 
万 
均 与 wm 8 无 关 , 也 就 是 有 9 = 0 和 3 人 = 
对 于 坐标 面 zxOy 下 员 企 他 点 (zZ0;, yo)， an 心 而 其 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 
形 区 域 为 万, 相应 的 二 重 积 分 为 郊 则 对 工 求 关 于 aw 和 的 偏 导 时 可 通过 积分 号 求 偏 
导 马 . 利用 以 点 (zo,Vo0) 为 中 心 的 正方 形 的 任意 性 ， 可 见 该 表达 式 于 (zo,Vo) 处 关于 aw 和 


8 的 偏 导 数 均等 于 0. 又 利用 点 (zo,y) 的 任意 性 , 可 见 处 处 成 立 有 


下 ,V 十 D) 9oP(ZC 二 ay 中 ] = 

0a: 07 97/ ， 
0 人 OP(Z QU | 一 0 
96 07 97 


或 者 对 z+aw 和 yY 十 8 求 导 都 得 到 相同 的 结果 . 从 而 上 述 两 个 等 式 可 改写 成 
区 | 要 0 区 关 | 
0 07 097/ ” 0y 0 9V 
此 可 见 , 上 述 方 括号 内 的 表达 式 是 个 常数 , 即 有 
02 功 9PC 人 人 


OZ 97/ 
Q@ 为 此 只 要 将 二 重 积分 写 为 二 次 积分 后 即 可 得 到 证 明 . 


于 参数 w 和 8 只 以 z+aw 和 yy 十 8 的 形式 出 现 , 因此 对 ac 和 有 求 导 与 对 zx 和 ?Y 求 导 ， 
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将 上 式 改写 为 中 
9l@, 切 一 kz 9P 仿 
OZ 097/ 
88.11.3 的 全 微分 条 件 (8.8) 即 可 知道 人 u(zZ;y)， 使 得 成 立 
9 一 忆 一 QQ 一 Az. 
反之 可 见 这 也 是 充分 条 件 , 即 上 只 要 对 任意 二 阶 连 续 可 微 函 数 v(z,y) 按照 上 述 公式 得 
到 的 书 Q 都 合乎 要 求 . 这 就 得 到 了 满足 本 题 要 求 的 所 有 解 . 


习题 4307 (高 斯 积分 ) 计算 


7 一 中 人 本 
22 十 22 
其 中 C 为 不 经 过 坐标 原点 的 简单 封闭 围 线 , 且 取 正 向 . 


)》 


解 ” 对 于 P(z,y) = 了 和 Q(z;,y) = 一 一 一 计算 得 到 
QQ 9P (于 二 的 一 27 。 上 2 二 活 
9z 0 (xz2 十 轨 ) (223 十 12 一 


因此 若 闭路 C 既 不 经 过 原点 , 也 不 包含 原点 为 其 内 点 , 则 积分 工 = 0. 这 可 以 从 格林 公 
式 得 到 , 也 可 以 从 8$8.11.3 的 全 微分 条 件 (8.8) 推出 . 
对 于 闭路 C 包含 原点 为 其 内 点 的 情况 , 由 于 己 Q 在 原点 处 没有 定义 , 因此 不 能 直 
接应 用 格林 公式 . 这 里 需要 新 的 方法 . 
这 就 是 对 于 闭路 C 内 去 掉 原 点 后 的 非 单 连通 区 
域 , 如 附 图 所 示 , 采用 在 C 内 挖 去 一 个 以 原点 为 圆心 的 
小 圆 . 该 小 圆 的 边界 Ce 的 方程 为 zz 十 92 = s2. 由 于 
在 C 内 部 的 原点 到 C 的 距离 大 于 0, 只 要 取 = > 0 充 
分 小 就 可 以 使 得 圆 Cs 也 在 C 的 内 部 . 

对 圆 Ce 取 顺 时 针 方 向 , 将 介 于 C 和 Ce 之 间 的 区 
域 ( 即 附 图 中 的 灰色 区 域 ) 记 为 D。, 则 其 边界 9D。 = 
CU C-, 上 且 对 于 它们 的 指定 取向 而 言 , 格林 儿 公 趟 仍然 成 


立 , 即 成立 
2Zqdy 一 ydz _ [0 9P 到 
中 2Z2 十 212 = 站 受 5) dzdy 一 0 
CUCe 三 < 


利用 第 二 型 曲线 积分 对 于 路 径 的 可 加 性 得 到 
| 一 下 = 中 个 外 + 2Zdy 一 ydz 至 
2Z2 十 2 C S 


@ 另 一 种 方法 是 改写 为 “GE -ae 可 十 人 - 0, 得 到 等 价 的 条 件 , 即 存在 满足 3& = P 上 + 邮 ， 
绊 =a. 
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如 前 所 述 ,Ce 为 顺 时 针 方向 . 将 它 的 反 向 曲线 记 为 C*,， 并 利 月 


向 路 径 的 积分 反 号 的 性 质 , 就 可 得 到 


2 sd 
中 Z2 二 2 < 
这 里 参 人 
综合 以 上 知道 , 当 C 不 包围 


见 [11] 第 三 卷 的 562 小 节 ), 则 本 题 就 变 得 非常 简单 . 
分 的 条 件 , 而 原点 是 己 @Q 的 奇 点 , 因此 当 


2Z dy 一 时 


22 十 2 


其 中 利用 了 中 _ zdy 一 ydz 即 是 Cx 所 围 的 
 Cx 的 参数 方程 


站 2 加 
22 十 玉 
. 2Te2 一 2T， 


局] 


2 
| 王 =2 


逆 时 针 方向 的 规定 是 一 致 的 . 


点 时 , 积分 值 
注 2 


注 3 本 题 


习题 4320 .2 证 
曲线 C 绕 Oz 币 


解 ”如 附 图 所 示 , 记 闭 路 C 所 围 
轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 记 为 9, 然后 对 公 


格林 公式 得 到 


一 方面 ， 
柱 坐 标 代 换 


原点 时 积分 工 = 0, 而 当 
注 1 如 88.11.3 的 习题 4272 的 注 


重要 技巧 之 一 . 通过 本 题 可 以 指出 , 对 于 区 域 中 
的 另 一 个 重要 技巧 . 


页 有 明显 的 几何 意 


意义 , 参见 88.13 的 习题 


明 : 位 于 上 半 平 面 y > 
旋转 而 成 的 旋转 体 的 体积 为 


= -中 UV2 dz， 
公 


-中 4V2 dz 一 2x||ydzdy 
克 
万 


体积 等 于 在 空间 


区 域 为 也 , 将 它 绕 
N 式 右边 的 | 


大 全- 
明生 


4 


型 


线 积分 对 于 反 


2 由 2Zdy 一 yd7z 
E ty 


由 


OZ 
线 积 分 用 


C 包围 原点 时 积分 了 工 = 27. 
所 说 , 若 具 备 关 于 奇 点 的 循环 常数 的 概念 ( 参 
于 本 题 的 被 积 表 
闭路 C 不 围绕 奇 点 时 积分 为 0, 而 当 C 围绕 奇 
就 等 于 该 奇 点 的 循环 常数 27. 
在 习题 4303 的 注 中 已 经 指出 , 添加 积分 路 径 以 


面积 rs2 的 两 倍 . 这 最 后 一 步 计 算 也 可 以 
表示 Zz= scosty=ssint(0 乏 达 2r) 直接 进行 如 下 : 


2T 
| [scost.scost 一 ssint. (一 ssinb] dt 
0 


达 式 满足 全 微 


覆 成 闭路 是 应 用 格林 公式 的 
的 奇 点 采用 挖 洞 的 方法 是 应 用 格林 公式 
4329 后 的 注 2. 
0 的 简单 封闭 


习题 4320.2 的 附 图 


区 域 0 


Z 一世 


4 一 VcosbO， 


则 代 换 的 


可 比 行列 式 等 于 


2 一 Vsin0， 


v, 而 积分 区 域 0 变 成 (wuv) E 也 ,0 冬 0 世 2r. 于 是 得 到 


三 咱 IE 三 上 dg||* du dm 王 2x|| "dvdv 
忆 万 万 


FF 恒 等 于 工 的 函数 的 三 重 积分 . 对 此 积分 作 
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再 将 wu 换 为 z,y 即 得 所 求 的 公式 ， 
注 1 在 84.7.3 中 虽然 当时 还 没有 曲线 积分 工具 , 但 已 经 在 命题 4.15 中 引入 了 旋转 
体 的 三 个 公式 , 其 中 之 一 就 是 本 习题 要 求证 的 公式 . 为 方便 起 见 , 将 该 节 的 公式 (4.17) 
按照 曲线 积分 形式 和 本 题 的 符号 列 出 如 下 : 
一 -中 2 dz 
C 
=2r 中 ZU dV 
C 


一 也 2zydy 一 内 dz. 
C 
注 2 本 题 的 旋转 体 的 体积 计算 也 容易 用 古 尔 丹 第 二 定理 得 到 , 见 84.9 的 习题 
2506 及 其 在 84.7 中 的 应 用 . 


TS 


习题 4321 若 X=az+b YY=cz+ady 且 C 为 包围 坐标 原点 的 简单 封 团 曲线 
(ad 一 pc 和 0), 计算 


JJ 工 f dY 一世 dX 
2f 了 cc X2+Y2 ， 


解 记 A 入 =ad-pc. 利用 一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 , 从 被 积 表达 式 为 darctan 支 ， 
可 见 将 X,Y 的 表达 式 代 入 被 积 表达 式 中 后 仍然 是 全 微分 . (也 可 以 通过 计算 直接 验证 
全 微分 条 件 (8.8) 成 立 .) 由 于 在 A 么 0 的 条 件 下 原点 O(0,0) 是 唯一 的 奇 点 , 根据 格林 
公式 , 被 积 表达 式 围绕 原点 的 简单 封 朵 曲线 上 的 积分 相等 ( 即 循环 常数 ). 仿照 习题 4307 
的 方法 , 在 曲线 C 的 内 部 取 s > 0 充分 小 的 封闭 曲线 
(az 十 by) 十 (cz 十 dy)=E2， 
并 将 其 正身 曲线 记 为 C-, 则 在 将 X,Y 的 表达 式 代 入 被 积 表达 式 的 分 子 后 就 得 到 


和 A Zdy 一 dz 和 人 
2 jc (az 十 思 ) 十 (cz 十 oo) 2Te? 中 人 

其 右边 最 后 一 个 曲线 积分 就 是 Ce 所 围 的 面积 的 两 倍 . 为 计算 这 个 积分 可 以 利 ) 

入 一 az 十 bV， 和 =c2 十 0qy. 
居 De, 切 1 必 

2 2 大 导 于 一 2: 沙 E | 书 | 上 区 场 

ad 一 bc= 和 ,因此 得 到 DZ 切 六 将 C- 包围 的 区 域 记 

X2 十 Y2” 入 s .于 是 有 


j 代 换 


这 时 易 见 有 
为 厂 , 则 上 述 代 换 将 厂 . 变 成 XOY 平面 上 的 
中 2dy 一 ydz 王 | 瑟 


肖 


己 ] 


0 2re 
入 有 sx-= 答 . 
X2 十 Y2<c2 


绿 合 以 上 计算 即 可 得 到 了 = sgn 和 A. 
注 “ 计 算 顶 圆 X2 +Y2 = s2: 的 面积 的 另 一 个 方法 是 利用 84.5 的 习题 2406 的 结 

为 此 只 要 写 出 方程 
(az 十 四) 上 +(ez 十 中) = (ao 上 cz 二 2(0 二 cdzy 十 ( 吧 十 2)02 = < 
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就 可 知道 这 个 二 次 曲线 为 椭圆 . 按照 习题 2406 的 记号 有 
a2 十 c2 ab 十 cd 2 十 到 
4 = 2 ,了 = 22 ,C 一 E2 


妆 


即 可 计算 得 到 顶 圆 面积 关 一 Te” 
可 计算 得 到 彬 积 为 -7 所 加 


习题 4322 若 X = olz 人 了 = wz 简单 围 线 C 包围 坐标 原点 ,而 曲线 

2(20)=0 和 V%(z,y)=0 在 围 线 C 以 内 有 几 个 单 交 点 , 计算 积分 
人 
2 元 C :2 十 冯 ? 

解 (概要 ) ”本题 是 习题 4321 的 推广 , 以 下 只 指出 要 点 . 
(1) 对 于 函数 o(z,y) 和 W(z,y) 均 假 设 满足 连续 可 微 的 要 求 . 
(2) 可 以 利用 一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 或 直接 计算 证 明 被 积 表达 式 为 全 微分 . 
(3) 单 交点 的 条 件 表 明 在 满足 方程 组 olz,y) = WwW(z,W) = 0 的 点 (zo,yo) 处 , 雅 可 比 


过 D(2, 芒 


(4) 利用 单 交 点 条 件 可 以 推出 方程 组 olz,y) = WwW(z,W) = 0 在 曲线 C 所 包围 的 区 域 
只 有 有 限 个 零点 . 

(5) 设 (zo, 加 ) 为 上 述 零 点 之 一 , 则 根据 数学 分 析 教 科 书 中 的 隐 范 数组 或 反 函 数组 
存在 定理 可 知 , 当 s > 0 充分 小 时 , 点 集 {(z, 幼 | 22(z 妇 十 2(zg) = 人 2 在 点 (zo,yo) 
的 邻近 定义 了 一 条 简单 封闭 曲线 @, 将 其 正 向 曲线 记 为 C.. 

(6) 对 C 所 围 区 域内 的 有 限 个 奇 点 均 用 充分 小 的 上 述 C 9 忆 
包围 , 然后 在 挖 去 它们 所 围 的 部 分 后 对 所 余 的 多 连通 区 域 ( 见 0 
附 图 的 阴影 区 ) 上 用 格林 公式 ,从 而 将 积分 计算 变 成 有 限 个 1 
闭路 C- 上 的 积分 计算 . 对 每 个 积分 可 以 用 代 换 二 = 2(z,y， 

= %(z;,y) 作 计算 . 习题 4322 的 附 图 


瑟 


8.12.2 ”面积 计算 (习题 4308-4320.1) 


习题 4308-4319 都 是 平面 图 形 的 面积 计算 , 其 
推论 : 


所 用 的 


摆 积 计算 公式 为 格林 公式 的 


5= 2Zdy = 三 一 中 ydz= 下 ， 2Zdy 一 ydz. (8.10) 

若 平面 图 形 的 边界 曲线 用 参数 z = z(,y = yy (0 入 上 入 了 ) 表 出 , 则 上 述 公式 就 

转化 为 84.5 中 的 公式 (4.14) ( 见 命题 4.14)， 因 此 本 节 的 习题 与 84.5 的 习题 
2413-2430 的 性 质 是 相似 的 , 有 几 个 习题 是 重复 的 . 

习题 4310 利用 曲线 积分 计算 由 轴 OOz 与 (z 上 + 人 2 = az (a > 0) (抛物 线 ) 所 围 的 

外 积 . 


包 可 由 参数 方程 z = z(,y = (ac 和 ts B) 表示 的 曲线 , 若 z(b,y 人 的 连续, 除了 z(a) = z(D)， 
y(a) = (8) 之 外 无 自 交 点 , 则 称 为 简单 封闭 曲线 ,简称 单 闭 曲线 . 
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解 1 令 y= 刀 引入 参数 忆 代入 方程 得 到 


一 0 一 oot 
GT 讶 “+ 地 
在 附 图 中 作出 曲线 的 图 像 , 可 见 参 数 寺 的 范围 为 从 0 递增 趋 
于 +eo 时 描 出 上 述 抛物 线段 . 所 要 求 面积 的 区 域 的 另 一 段 边 
界 是 在 Oz 轴 上 的 直线 段 0 入 zxz 冬 a. 由 于 y=0 和 dy = 0， 
在 此 直线 段 上 的 积分 在 公式 (8.10) 中 为 0, 因此 在 用 该 公式 计 、 
算 面 积 时 只 需 要 对 于 抛物 线段 求 积 . 如 84.5 中 所 指出 , 这 时 只 习题 4310 的 附 图 
要 对 z2 人 积分 即 可 : 
三 于 rdy 一 yadz 一 到 | 0d 

汪 站 dt =- 要 | 1 ]| = 直 
0 (1 十 人 2 3(1 十 加 3 .0 6 
Vaz - 2, 然后 直接 积分 得 到 


解 2 更 简单 的 方法 是 由 抛物 线 方程 解 得 y 


习题 4311 利用 曲线 积分 计算 由 曲线 2 十 吧 = 3azy (a > 0) ( 笛 卡 儿 叶 形 线 ) 所 
围 的 面积 . 


解 笛 卡 儿 叶 形 线 的 图 像 见 第 一 册 附 录 一 的 习题 370.1(b) 和 附录 二 的 习题 1541， 
对 于 该 曲线 的 分 析 见 81.4.4 和 8$2.12.3 中 对 于 该 两 题 的 解 . 
令 y= 刀 以 引入 参数 己 则 得 到 参数 方程 
3at 3at2 


下 下 
从 对 于 该 曲线 的 分 析 知 道 , 当 参 数 寺 从 0 递增 趋 于 +ce 时 得 到 本 题 的 叶 形 线 . 将 它 记 为 
C. 则 所 围 面 积 为 

9 一 站 _zdy -ydz 三 去 | 空 的 电 


| ga2 嫌 一 j _- | 1 )[ ”= 3a2 
2jJo (1 二 好) 2 1 十 友 


0 2 
注 _ 求 叶 形 线 的 面积 也 出 现在 《习题 集 》 的 84.5 的 习题 2426 中 , 只 是 该 题 要 求 用 
极 坐标 作 计 算 . 当然 用 极 举 标 表示 曲线 也 是 一 种 参数 化 方法 . 


习题 4313 利用 曲线 积分 计算 由 曲线 刀 十 凤 = 到 十 归 O 及 坐标 轴 所 围 的 面积 . 


解 用 y = 姬 引入 参数 方程 


1 十 刀 t(1L 十 万 ) 
0 
并 由 该 曲线 的 图 像 ( 见 $8.2 的 习题 3992 的 附 几 ) 可 见 参 数 上 的 范围 为 从 0 递增 趋 于 


十 co. 所 围 区 域 在 坐标 轴 上 有 两 个 直线 段 边 界 . 在 它们 上 的 积分 于 公式 (8.10) 中 均 为 0， 
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1 free (十 弛 7) 
一 世 . 
2 | (1 阳 赤 龟 汉 d 
利用 贝塔 函数 的 无 限 区 间 积 分 形式 ( 见 87.4 的 (7.18)) 
加 十 co 1 一 I 
B(z,Wy 5 | (十 轨 z7 dz， 
将 5 的 积分 中 的 被 积 函 数 的 分 子 展 开 , 并 作 代 换 妇 = 心 就 有 
2 44 2 
1 fre1+22+ 寻 1 (+T243 +u3s)w 3 
5= 冯 |， 人 := 二 | (十 2 
_ TIRrl 5 5 1l1N1_ 1 1nr5 1 
色调 | 
5 1 
7 | 2 
3 3 T(2) 了 3 3 
去 了 4 
3 9 sin 村 3 9V3 
在 以 下 的 习题 4314-4317 中 , 曲线 方程 分 别 为 


4314: (z 十 妇 "+mTT 一 az (> 0 > 0,mm > 


0)， 


4315 : 全 水 十 ( 宇 ) -1(o>00>0nmn>0)， 
也 也 也 一 工 也 一 工 
4316 : (三 ) ( 莹 ) =- (三 ) 机 ( 艺 ) (oo>05>0m>DT， 
4317 ; 全 人 让 [ 到 c( 王 ) (区 ) (>0b5>oc>on>0)， 
其 中 所 要 求 的 区 域 面积 应 限制 为 第 一 象限 部 分 的 面积 [5, 有 具体 计算 不 难 , 从 略 . 
习题 4318 一 半径 为 的 圆周 沿 半径 为 尺 的 固定 圆周 外 部 滚动 而 无 滑动 , 动 圆 周 
上 的 一 点 所 描绘 的 曲线 称 为 外 摆 线 (或 外 旋 轮 线 ). 
假定 比值 苹 = 是 整数 (n > 1), 求 外 摆 线 所 围 的 面积 
研究 特殊 情况 ”> = 丸 (心脏 线 ). 
解 ”如 附 网 所 示 , O 是 半径 为 尺 的 固定 圆周 的 
圆心 ,C 是 半径 为 > 的 动 圆周 的 圆心 , 设 动 圆 周 的 起 
始 位 置 是 C 在 Oz 轴 动 圆 


上 的 点 ( 尽 二 mm0) 处 , 这 时 


周 上 的 点 M 与 固定 圆周 上 的 点 4( 尽 ,0) 重合 . 将 两 个 


局] 


周 相 切 的 点 记 为 了 , 将 Z4O7 取 为 参数 上 问题 是 
求 点 M 的 坐标 (z(b,y 人 (0). 在 附 图 中 作出 了 外 摆 线 
从 4 到 AM(z 扩 ,yt 扩 ) 的 一 段 弧 . 

记 ZTCAM = 世 则 由 于 题 设 动 圆周 没有 滑动 ， 
此 国定 圆周 上 的 弧 4 的 长 度 与 动 圆周 上 的 弧 下 M 
的 长 度 相 等 , 即 有 Rt = 他. 于 是 得 到 刀 == 


百 
风 


习题 4318 的 附 图 1 
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圆心 C 的 坐标 为 (( 尽 上 7r)cos 志 ( 民 十 7 门 sn. 又 过 点 C 和 M 作 两 条 竖 直 的 虚线 ， 
将 它们 与 半径 CAM 的 夹 角 记 为 录 , 则 有 
/yy 区 MA 下 及 +7 区 
太一 上 (好 1 一 志 十 忒 7 二 可 世 可 ， 
于 是 即 可 确定 点 M 的 坐标 为 
z 人 (四 一 (BR+mcost+rsin (二 二 7 一 也 ) 二 (R+mcost 一 reos (一 交 吉 ， 
元 
2 


本 
加 : 民 十 7 5 及 十 7 
z( 四 三 (及 十 7r)sint rcos( ) = (CR+nsint 一 rsin( 二 中 

治 


当 芯 = 7 为 正 整数 时 , 即 得 到 封闭 的 外 摆 线 . 在 附 图 2 中 作出 了 交 =1 和 灵 一 2 
的 外 摆 线 , 分 别称 为 心脏 线 和 红 脏 线 . 其 中 还 画 出 了 动 圆 周 的 6 个 位 置 , 它们 与 参数 上 的 
6 个 等 间距 点 相对 应 , 并 标 出 起 始 位 置 为 ( 忌 ,0) 的 点 M 在 旋转 时 于 动 圆 周 上 的 位 置 . 


万 


一 


习题 4318 的 附 图 2 
区 二 九 时 的 封闭 外 摆 线 的 面积 可 用 上 述 方程 计算 如 下 : 


一 到 中 2Zdy 一 Vd7z 
C 


| 


2 二 21， 2 
三 本 7 (7 +3n+ 引 | (1 一 cosmatd 王 T7 (0 十 37 十 2). 
0 


对 于 叉 =y 的 特殊 情况 , 即 风 = 1, 因此 就 得 到 心脏 线 包 围 的 面积 9 = 6rr”2. 
注 在 丸 =7 时 的 心脏 线 的 参数 方程 为 
2 一 27rcost 一 rcos2t， 三 27Snt 一 7Sin2t， 
它 的 图 像 与 常用 的 极 坐 标 方程 > = a(1 + cos e) 的 图 像 相同 , 只 是 所 用 的 参数 和 位 置 有 
不 同 , 后 者 的 图 像 见 于 第 一 册 附 录 一 的 习题 371.1(e) 和 附录 二 的 习题 1546(b). 按照 极 
坐标 方程 计算 心脏 线 的 面积 见于 《习题 集 》 的 习题 2419 (参见 84.9 的 习题 2512 的 解 ). 
习题 4319 一 个 半径 为 > 的 圆周 沿 半径 为 瓦 的 固定 圆周 内 部 滚动 而 无 滑动 时 , 动 
周 上 的 一 点 所 描绘 的 曲线 称 为 内 摆 线 . 
假定 比值 全 = 交 是 整数 (n > 2), 求 内 摆 线 所 围 的 面积 
研究 特殊 情况 r = 人 ( 星 形 线 )， 
提示 “与 外 摆 线 的 习题 4318 类 似 , 从 几何 上 求 出 曲线 的 参数 方程 后 求 积 即 可 . 在 
附 图 中 作出 了 站 = 2,3,4 的 三 种 内 摆 线 的 图 像 .对 = 2 时 的 内 摆 线 为 固定 圆周 的 一 个 直 
径 . 这 个 结果 称 为 哥 白 尼 定 理 . mn = 3 时 的 内 摆 线 有 三 个 尖 点 , 称 为 施 泰 纳 曲线 . 见 = 4 
时 即 得 到 星 形 线 . 内 摆 线 所 围 面 积 为 8S = fr2(n2 -3 十 2) ( 央 2). 


这 


六 


画 
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入 介 


习题 4319 的 附 图 


习题 4320.1 求 圆 柱 面 z2 十 y2 = az 被 球面 z2 十 刀 十 22 = a2 所 鹤 部 分 的 面积 . 


解 1 用 88.4 的 曲面 面积 计算 方法 可 求解 如 下 . 利用 对 称 性 , 只 需 计 算 维 维 亚 尼 体 
在 第 一 卦 限 的 侧面 积 纠 . 将 它 投影 到 坐标 面 zxOz 上 , 得 到 区 域 Do = {(z, 2) |0 科 zz 芯 
mw0 乏 zz 过 Va2 一 az}. 以 zz 为 自 变量 , y 为 因 变 量 , 则 有 Y = Vaz -22. 


败 一 到 全 全 二, 多 一 0 得 到 在 的 面积 元 为 


d5 = V1I+2+W2dzdy = 一 一 dzdy， 
人 


Z 
于 是 即 可 求 得 曲面 面积 为 
届 尺 让 二 二 站 
5=4|| 二 dzdz=2o| | dz=2o2 | 有 = 妈 
站 2Va7z 一 02 0 Vaz 一 Z2 J0 0 VZ 


动 吕 


解 2 利用 对 称 性 可 将 所 求 面积 表示 为 第 一 型 曲线 积分 


9 一 ?中 2 ds， 
C 
其 中 C 为 坐标 面 zOy 上 的 圆周 z2 十 2 = azz= Va2 一 2Z2 一 02. 
用 极 坐 标 可 将 C 表示 为 > = acos 0, 于 是 弧 长 元 素 为 


dr2 十 r2d02 = Vr 包 十 r2d0 = ad0. 


然后 用 zx =7rcos0 = acos20,y=7rsin0=asingcos0 即 可 得 到 > = acos0, 而 积分 为 
工 
5=- 2o?| ， cosbdg 一 4a2. 


2 
注 ， 本 题 是 曲面 面积 计算 , 放 在 标题 为 格林 公式 的 这 一 节 似 乎 不 妥 . 若 在 解 2 中 将 
第 一 型 曲线 积分 转化 为 第 二 型 昌 线 积分 后 再 用 格林 公式 , 则 计算 也 不 便捷 . 


8.12.3 两 型 曲线 积分 的 转换 与 格林 公式 的 第 二 形式 (习题 4323-- 
4325) 
格林 公式 的 常见 形式 为 (相对 于 下 面 的 第 二 形式 可 将 它 称 为 第 一 形式 ) 


@ 参见 84.7.2 的 习题 2466 及 其 附 图 , 其 中 计算 了 维 维 亚 尼 体 的 体积 . 88.3 的 习题 4016 计算 了 球体 中 挖 
去 两 个 维 维 亚 尼 体 后 所 余 的 体积 . 88.4.1 的 习题 4040 计算 了 维 维 亚 尼 体 的 曲 顶 和 曲 底 的 面积 . 
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和 Paz+eq=[|( 肥 - 3 ) d2 dz/， 
万 


它 建 立 了 第 二 型 曲线 积分 与 二 重 积 分 的 联系 . 然而 在 本 小 节 的 习题 和 今后 的 许多 重要 
应 用 中 , 往往 更 需要 建立 第 一 型 曲线 积分 与 二 重 积分 的 联系 . 为 此 在 本 小 节 先 讨论 两 型 
曲线 积分 的 转换 , 然后 给 出 格林 公式 的 第 二 形式 , 它 在 本 书 以 下 的 许多 问题 中 有 用 . 
在 封 团 曲线 上 的 第 一 型 曲线 积分 中 往往 会 出 现 
曲线 的 切 向 量 和 外 法 向 量 . 记 曲 线 C 所 围 区 域 为 刀 . 
上 与 即 分 别 是 曲线 C 上 的 点 (z,y) 处 的 正方 向 的 单 
位 切 向 量 和 单位 外 法 向 量 , 则 如 附 图 所 示 , 在 曲线 C 
取 正 向 时 , 由 于 在 每 一 个 点 (z,J) E C 的 邻近 , 区 域 
万 总 是 处 于 切 向 量 志 的 左 侧 , 因此 指向 万 的 外 侧 的 
外 法 向 量 m” 必 在 芯 的 右 侧 . 
是 将 切 向 量 寺 按照 顺 时 针 方 向 旋转 90" 就 得 到 
量 m. 若 记 a 为 切 向 量 二 的 方位 角 , 则 有 封闭 围 线 的 切 向 量 与 外 法 向 量 


此 一 (cos a; Sin Q)， 


于 
外 法 向 


8.11 
也 一 (cos (ac- 亚 ) ,sm(a- 当 ))= ina 一 cosa) 人 
若 以 曲线 C 上 的 某 个 点 沿 正 向 起 算 的 弧 长 s 为 参数 , 曲线 C 的 参数 方程 为 z = z(s)， 


y = 多)， 人 VIT 最 dz = VITEAGzGdz 可 见 有 
qd 


河 富 一 39: 又 从 网 =tana 得 到 3 -= sina. 于 是 可 将 (8.11) 写 为 
d2Z 加 dy dz 
t=( 委 ， 下 n= ( 孚 ， 笠 ) (8.12) 


此 就 可 导出 格林 公式 的 第 二 形式 , 它 建立 了 第 一 型 曲线 积分 与 二 重 积分 之 间 的 
联系 . 为 今后 引用 方便 将 它 列 为 下 列 命题 . 


命题 8.6 (格林 公式 的 第 二 形式 ) 格林 公式 与 下 列 公式 等 价 : 
0Q 
中 Peos(wa 十 @cos(m,y)| ds = 由 ( 劳 十 有 dz dz/， (8.13) 
其 中 C = 9D, 7m 为 指向 万 的 外 侧 的 单位 法 向 量 . 


证 ”为 从 格林 公式 推出 (8.13), 可 用 (8.12) 将 其 左边 积分 的 被 积 表达 式 改 写 如 下 : 
[PPcos(m,z) 二 Qcos(m,y)jds 三 已 dy 一 Qdz， 
然后 应 用 格林 公式 (的 常见 形式 ) 即 可 得 到 (8.13). 
另 一 方面 , 利用 (8.12) 又 可 以 从 (8.13) 推出 格林 公式 的 常见 形式 : 
中 Pdaz+edy= 中 人 (P 旦 +@ 弄 ] 


一 也 5 一 9@ 9P 2 d7/. 
= 中 | 一 已 cos(m,yV) 十 Q@cos(m， )]d 外 半 dy 
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习题 4323 证 明 : 若 C 为 封闭 围 线 ,! 为 任意 方向 , 则 
cos(1 了) ds = 0， 
2 


式 中 mm 为 围 线 C 的 外 法 向 量 . 


解 1 将 C 的 正 向 单位 切 向 量 记 为 去 = (cosa;sina), 又 将 1 方向 的 单位 向 量 记 为 
(2 则 由 (8.11) 即 有 


cos( 1) 一 jz sin a 一 1 cos a:. 


(8.12) 有 


dz 一 cogads， dy =Sina ds， 


此 就 可 以 用 格林 公式 计算 得 到 
cos(l mds = (sinaw 一 已 cosa)ds = dy 一 idz 
C C 让 


=||[ 呈 一 | azdy=0 
万 
这 里 最 后 利用 了 方向 1 为 固定 的 常 向 量 , 因此 1 和 必 都 是 常数 . 
解 2 直接 用 格林 公式 的 第 二 形式 (8.13), 即 有 
由 cos(7,7) ds = 中 [2 cos(m,Z) 十 1 cos(m,y)] ds 
C C 
9L- 091y 
=|‖| (有 而 “qzdy 一 0 
万 

注 “ 从 场 论 的 角度 看 , 本 题 可 解释 为 在 不 可 压缩 流体 平面 流动 中 , 流速 为 常 向 量 

的 流体 通过 任何 封 于 围 线 的 流量 为 0. 


| 


扼 
et 


习题 4324 求 积 4 
了 = [z cos(m,Z) 十 ycos(m2,y)] ds 
C 
过 值 , 式 中 C 是 有 界 区 域 3 的 边界 , 它 是 简单 封闭 曲线 , 而 丈 是 它 的 外 法 向 量 . 


解 1 设 ? 为 曲线 C 的 单位 长 度 的 外 法 癌 量 ,上 为 C 的 单位 长 度 的 正 向 切 向 量 , 则 
从 (8.11) 即 可 计算 如 下 : 
了 = [z cos(ty) 一 ycos( 蕊 2)] ds = 中 2dy 一 ydz 一 2|9|， 
C C 
即 区 域 S 的 面积 |5| 的 两 倍 . 
解 2 直接 用 格林 公式 的 第 二 形式 (8.13), 就 得 到 
了 = [z cos(m,Z) 十 ycos(m,Vy)] ds 三 | 一 2|9|. 
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88.13 曲线 积分 在 物理 学 上 的 应 用 (习题 4326-4340 ) 
内 容 简介 ”本 节 的 习题 多 数 为 证 明 题 , 其 中 包括 了 二 维 调和 函数 的 一 些 基 本 性 质 . 


习题 4327 计算 单 层 的 对 数 势 
V(D = 上 1 并 ds， 
C 


式 中 上 = 常数 ,= V(E 一 z)2+ (一 急 ), 设 围 线 C 是 圆周 纪 十 吧 = 于 


解 1 由 于 对 称 性 , 满足 z2 十 只 =p2 (po> 关 0) 的 点 (zy) 处 具有 相同 的 势 , 因此 以 
下 只 对 点 (p,0) 作 计 算 . 
将 积分 路 径 C 参数 化 为 E= Recos0,7 = Rsin0, 于 是 ds = 忆 d0, 即 有 


2T 
u&(D,0) 一 -BR| ln VPR 一 2Rpocos0 十 02d0 
0 


= -2rxRn 尺 一 cR| ln(1l -20cosb 十 刀 )db. 
0 


其 中 = po/ 尺 >0. 
上 式 的 最 后 一 个 积分 即 是 泊 松 积分 ( 见 84.1.1 的 习题 2192, 85.8.1 的 习题 3049 以 
及 87.1.2 的 习题 3733), 因此 有 


0， 0 芝 5 苹 1 


| ma 一 20cos0 十 好 )db0 = 
0 2Trlnb，D > 1. 


综合 以 上 并 将 5 换 为 V 王 十 到 就 得 到 


2rkRin 方 ， 0 芝 妇 十 刀 世 本， 
(2) 9) -1 1 2 2 2 
2TKA 尽 In ， 2 十 > 抱 . 
/22 十 112 


解 2 利用 86.2.4 的 习题 3307， 二 为 调和 函数 . 当 z2 十 刀 > 有 时 , 用 后 面 的 习 

题 4336 (调和 函数 的 平均 值 定理 ), 即 在 圆周 C 上 的 积分 等 于 圆周 长 乘 以 调和 函数 在 
心 处 的 值 , 就 可 得 到 与 解 相同 的 结果 ; 
V(Z) WU) = 中 amd 


己 ] 


己 ] 


局] 


= 2rRe.Dm 寺 | 
7 =7=0 
1 


这 样 即 可 推出 解 1 中 的 泊 松 积分 在 总 > 工时 的 值 . 如 习题 3733 等 所 示 , 由 此 可 导出 
泊 松 积分 在 0 入 < 工时 的 值 . 至 于 = 工时 的 积分 值 可 从 84.4.1 的 习题 2353 ( 欧 拉 积 
分 ) 得 到 . 这 样 也 就 可 得 到 0 乏 Z2 十 2 芝 尽 2 时 的 w(z,y). 


一 2TRAIn 
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习题 4328 采用 极 坐 标 p 和 2 计算 单 层 对 数 势 
万 二 上 厂 cosmiby 了 二 d 和 五 二 区 sinmitpIn 二 du， 
式 中 ”为 点 (po,p) 与 动 点 (1 之 间 的 距离 , mm 为 正 整 数 . 
提示 “可 利用 85.6.1 的 习题 2969 和 2970 中 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 以 逐 项 求 


习题 4329 (高 斯 积分 ) 计算 积分 
大 -中 2 
C 
式 中 r = V 人 GE 一 zj2+( 人 0 一切 ?为 向 量 的 发 吉 此 向 量 连接 点 4(z,y) 和 简单 封闭 光 


滑 围 线 C 上 的 动 点 人 17，(”, 2) 为 向 量 ” 与 曲线 C 在 点 M 的 外 法 向 量 半 之 间 的 夹 
角 . 


解 写 出 7>=( 和 -217 一切, 则 就 有 
ui 芒 = 中 [和 oostm 昌 + 了 ooatmq| de 
以 下 分 几 种 情况 . 
(1) 点 4(z,y) 在 围 线 C 之 外 . 即 C 所 围 区 域 为 刀 , 用 格林 公式 的 第 二 形式 (8.13) 
于 上 式 右 边 即 可 得 到 


ci|[ 壤 ( 和 + 高 (号 9ae 


计算 得 到 
是 (和 和 )= 吉 -加 5 生 证 GT-9) 
? (2 二 人) __ 2 ， 浊 人 


可 见 w(z;,y) = 0. 
(2) 点 4(z, 切 在 围 线 C 的 内 部 . 采用 8$8.12.1 的 习题 4307 中 的 控 洞 法 , 取 s > 0 充 
分 小 , 使 得 以 (z, 9 为 圆心 以 = > 0 为 半径 的 圆 Ce 落 在 C 的 内 部 , 并 取 Ce 的 方向 为 顺 
时 针 方向 . 又 将 其 反 向 的 圆周 记 为 Cz. 在 区 域 忆 挖 去 Ce 的 内 部 所 余 区 域 上 用 格林 公 
式 的 第 二 形式 , 则 所 得 的 二 重 积分 为 0, 因此 有 
| cos(7 也) 和 = cos(7 也) ds | cos(7 ,也 ) ds 0 
CucC C 人 


旬 亿 本 
于 是 得 到 


we]= 中 de- De 


Crx 了 
由 于 当 (和 6 人) E Cx 时 my 与 该 点 的 外 法 向 量 m 同方 向 , 因此 cos(r,m) = 1 又 因 这 时 
= s, 因此 就 得 到 


和 5 训 2 和 估 站 
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7 2) 


(3) 点 4(z, 切 在 围 线 C 上 ， 这 时 被 积 函数 costrm) 
于 点 4 邻近 无 界 , 定义 wz, 攻 的 第 一 型 曙 线 积分 是 在 广义 
积分 的 极限 意义 上 来 定义 的 . 


于 C 为 光滑 曲线 , 在 点 4 处 有 切线 (在 附 图 中 用 有 省 
直线 表示 )， 以 点 4 为 圆心 , 用 充分 小 的 s > 0 为 半径 作 处 1 
于 区 域 疡 内 的 圆 弧 , 与 围 线 C 交 于 点 4 和 4 使 得 在 C 习题 4329 的 附 图 


上 从 帮 到 4 再 到 42 的 顺序 与 C 的 正 向 一 致 

现在 将 上 述 半 径 为 e> 0 且 从 4 到 4 的 圆 弧 记 为 Cs, 且 将 其 反 向 弧 记 为 Cx*, 又 

将 围 线 C 上 从 42 沿 正 方向 到 4 的 一 段 弧 记 为 C - 而 丰 .然后 如 附 图 所 示 , 对 于 由 
C- 克 写 与 C. 围 成 的 灰色 区 域 可 以 如 情况 (1) 和 (2) 那样 用 格林 公式 , 即 可 得 到 

| cos(7 7) 人 | cos(7 ,7 ) 让 

C- 丰 刁 六 Ce 了 


Se 


| cos(7 1) d=| cos(7 7) 人 加 | 人 
C-4142 了 Cr 了 < Jcx 


最 后 令 = 一 0, 这 时 上 式 左边 的 弧 二 收缩 为 点 4, 因此 就 得 到 uw(z, 人 ,而 右边 的 积 4 
值 趋 于 以 = 为 半径 的 半 个 圆周 的 长 度 , 因此 其 极限 等 于 r. 
注 1 在 情况 (3) 中 曲线 C 的 光滑 性 条 件 起 了 关键 作用 . 在 [32] 的 例题 24.3.2 中 对 
只 假设 分 段 光 滑 , 并 讨论 了 当 点 4 在 于 线 C 上 且 分 别 具 有 两 个 单 侧 切线 的 情况 . 计 
算 表 明 这 时 的 w(z,y) = 0 其 中 0 是 角 ZL4i44。 当 s 一 0 时 的 极限 , 即 从 点 4 向 两 侧 
引出 的 切线 之 间 的 夹 角 ， 
注 2 利用 公式 (8.11) 或 (8.12) 可 将 高 斯 积分 用 第 二 型 曲线 积分 写 出 , 则 得 到 
ur 芒 = 中 二 2 一 了 dk 


可 见 这 与 88.12.1 的 习题 4307 相似 , 由 于 这 时 的 原 函数 即 是 Aretan 二 ,因此 高 斯 积 


而 


< 


分 有 明显 的 几何 意义 . 设想 眼睛 处 于 点 4(z,y) 的 位 置 去 看 封闭 曲线 C 上 的 动 点 (二 四 
若 点 4(z,g 在 C 之 外 , 则 当 动 点 沿 曲线 C 正 向 一 周 时 , 视角 的 总 增 量 为 0, 而 当 点 
4(z;,g 于 C 之 内 时 , 则 视角 的 总 增 量 为 2r. 对 于 点 4(z,y) 在 曲线 C 上 的 情况 , 则 当 曲 
线 在 该 点 光滑 时 视角 的 总 增 量 为 并. 注 工 所 补充 的 情况 也 有 明显 的 几何 意义 . 


六 2 
习题 4331 满足 Au = 9 上 + 9 -0 的 二 阶 可 微 函 数 = wz, 切 称 为 调和 函 


OZ2 902 
数 . 证 明 : 当 且 仅 当 以 下 条 件 成 立时 忌 才 是 调和 函数 : 
中 9 ds = 0， 
Cr 07 


式 中 C 为 任意 封闭 围 线 ， 人 为 沿 此 围 线 之 外 法 线 方向 的 导数 ， 


解 本 题 的 条 件 需要 加 强 : (1) 对 函数 v = wz, 攻 要 求 二 阶 连 续 可 微 , (2) 对 任意 
的 封闭 围 线 C 要 求 它 至 少 分 段 光滑 
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利用 方向 导数 的 计算 公式 有 
3 和 介 cos(m, DZ) 十 ， cos(m, V)， 
然后 (8.13) ee 
芯 一 “de= 中 [5 二 一 二 cos(7u， ) 十 cos(7z， 陪 ds 一 | Av dz dy (8.14) 


AR 若 灵 为 调和 函数 , 则 对 于 任意 的 封闭 围 线 C， 大 过 的 积分 总 是 等 于 0. 反 
之 , 若 在 某 个 点 处 Av 夭 0, 则 作 围 绕 该 点 的 充分 小 的 围 线 , 就 会 导致 在 此 围 线 上 的 积分 
不 等 于 0. 

注 (8.14) 是 研究 调和 函数 时 的 常用 公式 之 一 . 对 三 维 情况 的 类 似 公式 见 88.16 的 
习题 4393 的 公式 (a). 


习题 4332 证 明 : 
中 [ss 十 ( 介 ) ] dz dy = 一 ||wavazg + 中 和 ds， 
吕 


吕 
式 中 光 请 围 线 C 是 有 界 区 域 8 的 边界 


提示 “对 右边 第 二 项 如 习题 4331 那样 用 格林 公式 的 第 二 形式 (8.13) 即 可 . 


注 “ 此 题 所 要 证 明 的 公式 是 格林 第 一 恒等式 (也 称 为 格林 第 一 公式 ) 的 特例 . 为 方 
便 起 见 , 将 该 恒等式 列 出 如 下 : 
| | 史 ]dzdy= -||vAvdzd 业 3& ds (8.15) 
S 全 


可 见 取 v = 勾 时 就 得 到 习题 4332 的 结果 , 而 取 v 三 1 就 得 到 公式 (8.14). 其 证 明 留 作 一 
个 练习 题 . 对 三 维 情况 的 类 似 公 式 见 88.16 的 习题 4393 的 公式 (b) 和 (8.28). 


习题 4333 证 明 : 若 一 函数 在 有 界 区 域 9 内 及 其 边界 C 上 为 调和 函数 , 则 此 函数 
单 值 地 由 它 在 边界 C 上 的 值 确定 . 


提示 “用 习题 4332 提供 的 公式 即 可 . 这 里 补充 指出 , 本 题 表 明 在 有 界 区 域 9 的 边 
界 上 给 定 习 的 值 后 , 在 9 内 满足 拉 普 拉 斯 方程 Av = 0 的 解 必定 是 唯一 的 ， 


习题 4334 证 明 平面 上 的 格林 第 二 恒等式 (也 称 为 格林 第 二 公式 ): 


OU ”0V 

Au 和 0 
| “人 |azdy= 中 7 3 | ds， (8.16) 

检 2 人 


式 中 光滑 围 线 C 是 有 界 区域 8 的 边界 ，- 3 为 治 C 的 外 法 线 方向 的 导数 ， 


提示 “至少 有 两 个 证 明 方 法 . (1) 写 出 格林 第 一 恒等式 , 又 将 其 中 的 凡 v 对 换 , 两 式 
相 减 即 得 . 
(2) 对 本 题 的 右边 用 格林 公式 的 第 二 形式 即 得 . 
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习题 4335 利用 格林 第 二 恒等式 证 明 : 若 = w(z,y) 是 有 界 闭 区 域 3 内 的 调和 函 
数 , 则 


(DZ， 由 = 二 Se 7 ) ds， 
式 中 C 为 区 域 8 的 边界 , ” 为 围 线 C 的 外 法 回 量 , (z,y) 为 区 域 3S 的 内 点 ， 


rr 一 V 人 一 z 十 八 一 细 
为 点 (zy) 与 围 线 C 上 的 动 点 (,7) 之 间 的 距离 . 


解 由 86.2.4 的 习题 3307 知道 m 寺 在 3 内 除了 奇 点 (z,g) 之 外 为 调和 函数 (参见 
习题 4327 的 解 ). 为 克服 奇 点 带 来 的 问题 , 采用 前 面 已 多 次 使 用 过 的 挖 洞 方法 . 
取 < > 0 充分 小 , 使 得 以 (z, 切 为 圆心 和 以 = 为 半径 的 圆 落 在 区 域 8 的 内 部 . 将 该 
司 周 取 顺 时 针 方向 记 为 C。, 又 将 其 反 向 圆周 记 为 C*， 然后 在 区 域 9 挖 去 以 Ce 为 边界 
的 圆 后 的 区 域 上 对 于 忌 和 ~ 一 茵 寺 用 格林 第 二 恒等式 , 这 时 (8.16) 的 左边 为 0, 而 右边 
是 在 C 和 C。 上 的 积分 之 和 . 利用 在 Cx* 上 的 积分 与 在 C。 上 的 积分 相反 , 因此 就 得 到 


页 (Ge 吕 -r 问 Jo- 南下 人 束 -ar 如 ja 


余下 的 问题 只 ,是 对 于 右边 力 积 分 的 简单 计算 . 
于 在 Cx* 上 应 用 习题 4331 就 知道 上 式 右 边 括 号 内 的 第 二 项 的 积分 等 
于 0. 又 从 2 = 二 ,而 在 圆周 上 的 外 法 线 方向 与 从 圆心 出 发 的 矢 径 方向 一 致 ， 


上 3 


因此 3 = 1. 于 是 就 可 计算 得 到 


1 9ln7 OU | 
和 员 ( 3 一 Iar3 ) ds 5 wemaes 


2 
站 | u(Z 十 scos0,y 十 ssin0)d0. 
0 


最 后 令 s 一 0, 利用 含 参 变量 常 义 积 分 的 连续 性 , 此 极限 可 以 通过 积分 号 , 于 是 就 得 到 极 
限 值 为 w(z, z). 
注 “ 上 述 证 明 的 最 后 一 步 也 可 以 用 下 一 题 的 平均 人 


局 


定理 得 到 . 


习题 4336 (平均 值 定理 ) 证 明 对 于 调和 函数 w(CM) = v(z,y) 有 
ud) 三 丈 志 中 人 6,7) ds， 
其 中 C 是 以 点 M 为 圆心 以 己 为 半径 的 圆周 . 


解 ” 由 题 意 可 见 , 若 将 尺 > 0 变 小 , 则 结论 仍然 成 立 . 因此 只 需要 证 明 函 数 
TD)= 过 -中 wm)ds 
和 


2TL7 
在 re (0, 局 上 恒 等 于 v(CM) 即 可 , 其 中 国 线 Cr 是 以 点 M4 为 圆心 以 为 半径 的 圆周 . 
将 Cr 参数 化 为 


《= 和 +7rcos0，7=7 十 7sinb0， 
则 就 有 ds = ”db, 于 是 得 到 
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下 


0 
人 参 变量 的 常 义 积分 的 性 质 (参见 87.1), 可 见 T(r) 在 re [0,BR 上 连续 , 在 (0, 已) 


7(r) = 去 到 cos0 二 sing0)db. 
于 在 圆周 Cr 上 单位 外 法 向 量 就 是 (cos0,sin 0), 因此 上 式 右 边 括号 内 就 是 方向 导数 
3 .于 是 可 以 将 上 式 右边 的 积分 改写 为 第 一 型 曲线 积分 并 得 到 
/ 1 OU 

一 5 nm 人 

其 中 最 后 一 步 利 用 为 调和 函数 以 及 习题 4331 的 结论 . 
此 可 见 T(r) 在 [0, 邵 上 是 常 值 函数 , 从 而 得 到 7T(B) = 7T(0) = v(AZ). 
注 1 利用 习题 4335 的 结论 也 可 给 出 本 题 的 平均 值 定理 的 一 个 证 明 . 为 此 只 要 在 


这 
于 


该 题 中 取 C 为 以 点 M(z, 作 为 圆心 以 五 为 半径 的 道 时 针 方向 的 圆周 , 并 利用 习题 4331 


的 结论 即 可 计算 得 到 . 

注 2 平均 值 定理 之 首 也 正确 . 换言之 , 若 函 数 w(z,g) 在 区 域 9 上 连续 , 且 在 区 域 
内 的 任何 一 个 圆 的 圆心 处 的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 值 的 平均 值 , 则 w(z,y) 为 调和 函数 ， 
这 有 多 种 证 明 方法 , 例如 见 [21] 的 例 200 之 2). 


习题 4337 ( 极 大 值 原 理 ) 证 明 : 有 界 闭 区 域内 的 非常 数 调和 函数 w(z,y) 在 此 区 
域 的 内 点 处 不 能 达到 其 最 大 值 和 最 小 值 . 


解 不妨 只 对 最 大 值 作 出 证 明 . 设 非常 数 的 w(z,y) 于 有 界 闭 区 域 9S 上 为 调和 函数 . 
利用 有 界 闭 区 域 上 的 连续 丽 数 的 最 值 定理, 在 在 M = ,maxsutz, 人 ) 
了 反 证 法 . 设 于 区 域 的 某 个 内 点 书 (zo,V0) 处 有 
u( BE) = M, 则 因 习 不 是 常 值 函数 , 存在 点 妃 (zi) E 
3, 使 得 v( 局 ) < M. 由 团 区 域 为 开 区 域 的 闭 包 的 定义 可 


知 , 不 妨 设 点 已 也 是 8 的 内 点 . CN 


所 


SC 


如 附 图 所 示 , 在 区 域 9 内 作 连 接点 和 琅 的 一 条 总 国 
连续 曲线 T, 要 求 其 上 的 所 有 点 都 是 区 域 8 的 内 点 , 其 参 
数 方程 为 
工 :Z=2Z( 轨 三 V 坟 ;0 乏 寺 所 也 ， 习题 4337 的 附 图 


且 有 X0 2(0)， 2o0 一 V(0)， 必 1 一 Z(T)， JU1 一 (IT 
考虑 函数 v(z,y) 在 曲线 下 上 的 取 值 . 因 v(P) = M 是 wz,g 轨 在 3 上 的 最 大 值 , 令 
( 


则 有 0 苹 世 < 了 将 参数 tz 对 应 的 点 记 为 Ps(z(t*),g(ts)) 由 于 P* 是 9 的 内 点 , 存在 
以 已 * 为 圆心 以 s > 0 为 半径 的 充分 小 的 圆周 Ce, 它 完 全 落 在 区 域 9 内 . 
这 时 圆周 Ce 与 曲线 段 
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{(z(yG)| 芒 < 和 人 
至 少 有 一 个 交点 . 将 它 记 为 已 , 则 v(P') < AM 
u(zZ;2) 的 连续 性 可 见 , 在 圆周 Cx 上 邻近 点 已 的 一 段 圆 弧 上 , 不 等 式 w(z,y) < 
AM 成 立 . 由 此 可 见 有 下 列 不 等 式 成 立 : 
1 
27e ] 了 c 


可 是 根据 平均 值 定理 , 左边 的 积分 应 当 等 于 调和 函数 v(z,y) 在 圆心 妃 " 处 的 值 
U(Z( 巧 ))g( 基 )). 而 根据 点 芒 的 定义 , 这 个 值 等 于 MA, 引出 矛盾 . 


u(Z,V) ds < AI. 


习题 4338 证 明 歼 曼 公式 : 


也 ZI 
虽 dzdy = 中 一 dz 十 Qdy， 
亿 世 C 
9 
式 ] 
0 ou OU ， 020 0OV OU ， 
了 [= 1 4 H cu， MI] = 0 4 了 上 CV 


(o 2D, c 为 常数 ), 已 和 @ 为 某 些 确定 的 函数 , 围 线 C 是 有 界 区 域 9 的 边界 . 


雪 


提示 “设法 将 左边 的 被 积 函数 凑 成 3 ,然后 用 格林 公式 (还 可 看 出 满足 
这 个 要 求 的 己 @ 不 是 唯一 的 .) 
注 ， 本 题 的 黎 曼 公式 是 偏 微分 方程 中 求解 一 类 双 曲 线 方程 的 黎 曼 方法 的 基础 


习题 4339 设 风 = utz, 几 和。 = oz, 切 为 定常 流 的 速度 分 量 , C 为 有 界 区 域 3 的 
边界 , 求 区 域 9 内 的 流体 质量 的 变化 率 . 若 流 体 是 不 可 压缩 的 , 且 在 区 域 9 内 没有 源 与 


解 ”对 于 定常 流 来 说 , 在 点 (z,y) 处 的 流体 速度 和 密度 都 与 时 间 二 无 关 . 记 密 度 为 
p= p(2,g, 速度 向 量 头 


也 二 LV 和 十 ULZ 2)I， 
则 通过 曲线 C 的 绝 长 元 素 ds 在 单位 时 间 内 流出 区 域 8 的 流体 质量 为 
pp: 了 ds 一 Du(zV)cos(m,Z) 十 vU(z;Vy) cos(m o)] ds. 
将 上 式 求 和 (也 就 是 求 积 ) 并 应 用 格林 公式 的 第 二 形式 (8.13), 即 可 得 到 区 域 9 内 的 流 
体质 量 的 变化 率 为 
OU .ds 一 中 0(2,V)[uw(z,V) cos(mZ) 十 v(Z,V) cos(m,y)] ds 


-aaw 


如 
在 流体 不 可 压缩 时 , 在 区 域 S 内 没有 源 与 汇 的 条 件 表 明 通 过 边界 C 流入 3S 和 流出 
3 的 流体 体积 相等 , 即 流体 体积 的 变化 率 为 0. 这 样 就 可 与 上 面 的 推导 类 似 地 得 到 


二 [fo 9 一 
中 nds= | ( 果 十 入 )dzdy 一 0 
号 
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于 这 对 任何 围 线 C 包围 的 区 域 8 都 成 立 , 因此 速度 向 量 w 的 分 量 尽 和 Yv 必须 满足 的 
微分 方程 为 


9 十 9 一 0 

oz ”0V 

注 “由 于 在 流体 力学 中 的 不 可 压缩 流体 有 均匀 与 非 均匀 两 类 , 因此 我 们 是 从 体积 
守恒 原理 导出 上 述 微分 方程 的 ， 这 与 后 面 88.17.4 的 习题 4451 的 注 一 致 (参见 [83] 的 


814.4 的 应 用 例子 2). 


习题 4340 根据 毕 奥 - 萨 瓦尔 定律 , 通过 导线 微 元 ds 的 电流 ;在 空间 的 点 M(z;,y 2 
处 所 对 应 的 磁场 强度 为 


.7 X ds 
d 开 一 庆 一 3 


其 中 7 为 连接 导线 微 元 ds 与 点 M 的 向 量 , K 为 比例 系数 . 
对 于 封闭 导线 C 的 情形 , 求 点 M 的 磁场 强度 五 的 投影 瓦 ，, 媚 ; 和 丈 :. 


< 


解 ” 按 题 意 即 是 计算 环 路 电流 在 空间 的 点 M 处 所 生成 的 磁场 强度 . 记 曲 线 C 上 的 
动 点 为 (6 7; 0), 则 可 先 计 算出 向 量 
了 开 


二 
| 


de dj dc 
= 总 {ln-J4-(《-adni+[C-a 生 -人 -md 
F[ 作 一 2)dy 一 人 一切 dR， 


然后 按照 三 个 分 量 分 别 积分 就 得 到 所 求 的 磁场 强度 五 的 三 个 分 量 为 
到 =h 外 一 切 生 一 他 一 直 罗 
人 各 


及 =ki 中 (C 一 2)d46 一 (一 Z)d6 
C 


亿 


d 万 = 


.ff -2Z)d7 一 (7 一 2)d6 
瑟 =ki 可 


交 
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88.14 曲面 积分 (习题 4341-4366 


) 


内 容 简介 “本 节 的 习题 分 为 三 个 小 节 . 前 两 个 小 节 是 第 一 型 曲面 积分 的 计算 和 应 


,第 三 小 节 则 是 按照 定义 对 第 二 型 曲面 积分 的 计算 . 


8.14.1 ”第 一 型 曲面 积分 (习题 4341-4351) 


3 
相似 之 处 . 另 一 方面 , 第 一 型 曲面 积分 的 积分 元 就 是 88.4 的 
了 恒 等 于 工时 就 是 曲面 9 的 面积 , 因此 在 计算 方法 方面 与 88.4 的 


第 型 曲面 积分 的 形式 为 || Fe, 裤 d5, 它 与 88.11.1 的 第 一 型 由 线 积分 有 许多 
和 面 积 元 45, 当 被 积 函数 


曲面 面积 计算 相 类 似 ， 


即 首先 要 取 定 曲面 的 表示 方法 , 并 由 此 求 出 d5. 这 样 就 可 以 将 第 一 型 曲面 积分 转化 为 


二 重 积分 求 积 . 


习题 4341 若 9 为 球面 z2 十 2 十 22 = a2, 已 为 其 内 接 八 面体 
oa, 则 两 个 积分 


的 表面 |z| 十 | 吕 十 |z| = 


万 = 镍 (Z2 十 2 十 22)d9， 万 = 伸 (Z2 十 久 2 十 22)dP 
避 己 


相差 多 少 ? 
解 ”对 于 积分 五 , 用 球面 坐标 


2 一 asinocos0，Vy=awsnosn0， 之 一 0QcoSs0， 


则 5 就 是 Vz2 十 2 十 22 = oa 积分 元 为 49 = a2 sin o dp dq0,， 这 检 
2 
五 = | 四 | sedp = 4rot 
0 0 
对 于 积分 五 , 利用 对 称 性 , 只 需 计 算 第 一 卦 限 中 的 部 分 再 
2 一 4 一 2 一 沁 因 此 面积 元 为 


d5=VI+ 交 十 浆 dzdy = V3 dz dy 
于 是 即 可 计算 得 到 


万 一 sv5|， dz|， 巴 十 好 +(ao-z 一 臣 3 dy 
0 0 


= 8V3 | 性 外 + 着 +G-e-0d 


即 可 计算 得 到 


乘 以 8. 这 时 方程 为 


到 sv3o | (= 本 6 十 362 一 2 十 了 de = 2V3a4 


于 
0 
于 是 得 到 两 者 之 差 为 
万 一 万 =4ra4 一 2V3a4 9.102a4. 


习题 4342 计算 ||zas 式 中 5 为 曲面 z2 十 2 = 2az 
3 


VzZ2 十 92 所 割 下 的 部 分 


(a > 0) 被 曲面 > = 
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解 ”曲面 3 是 柱 面 z2 +(z- ao)2 = a2 被 锥 面 z = Vz2 十 好 所 割 下 的 部 分 , 它 处 于 
柱 面 的 上 半 部 分 , 因此 可 解 得 
乞 一 妈 ( 仿 2 


以 zy 为 自 变量 , 求 出 忒 = -天 芋 ，z = 0, 即 可 计算 得 到 此 面 面 积 元 为 
Q 化 
QW 


将 z = z(z, 切 代入 锥 面 方程 2 = 碾 _ z2 中 消去 > 就 得 到 曲面 8 的 边界 在 坐标 面 
zOy 上 的 投影 曲线 为 


内 一 2(a2 -7z2) 十 2aVa2 -22. 
利用 对 称 性 , 只 需 在 第 一 象限 中 的 区 域 (参见 附 图 ) 

万 = {(z 人 |0 和 zz 和 0w0 和 所 V ) = V2(a 2 一 Z2) 十 2aVa2 一 22} 
上 积分 再 乘 以 4 即 可 . 


以 下 先 将 第 一 型 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 : 本 2 
加 QQ 十 Va2 一 24 
as=4|| 2 人 ， 
3 万 
dz d 
一 4a2 中 下 ||a dy， 
2 和 
万 万 O Q 
将 上 式 右边 的 两 项 记 为 石 和 研 , 先 计 算 厂 如 下 . 习题 4342 的 附 图 
万 = 4a? 中 Edge 一 4a2 | 二 dz 属 dy/ 
骨 0 二 7 6 二 遍 2 三 22 0 


ji 


二 4V53a2 | ， dt 一 4V3a2 站 (一 坟 立 di ( 理 作 代 换 直 = au) 
3\ wy 1 
二 4V5a3 B( 生 二) 一 4V2a3 [( 号 )T( 读 ) 
一 4V2a3 . 训 直 = 2V37a3. 
然后 用 完全 相同 的 方法 可 计算 得 到 
万 关 3V2T 总 


最 后 即 得 到 || >d8 = 五 十 且 = 了 5 亚 o 
入 


习题 4347 计算 第 一 型 曲面 和 8 人 仙剑 ， 式 中 5 为 椭 球面 , 刀 为 椭 球 中 心 到 与 李 


球面 微 元 d9 相 切 的 平面 的 距离 . 
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2 2 2 
解 1 设 椭 球 面 9 的 方程 为 本 十 十 一 1. 对 于 SS 上 的 点 M(z,y 2 只 要 
将 上 述 方程 求全 微分 得 到 
-2 d7 认 dy 三 dz 一 0， 
然后 将 dz, dy, dz 分 别 换 为 和 -Zi 一 四 2-> 就 可 整理 得 到 5 在 点 M(z,yz) 处 的 
切 平面 方 和 
4 | 
二 1 吉 = |， 
其 中 (X, 到 2) 是 切 平面 上 的 流动 点 的 坐标 (参见 86.5.2 的 习题 3545). 
此 切 平面 方程 即 可 得 到 林 球 中 心 ( 即 原 点 ) 到 切 平 面 的 距离 /为 
= 一 天 寺 一， 
2 
0 
利用 对 称 性 ,只 要 计算 曲面 在 第 一 卦 限 部 分 上 的 积分 再 乘 以 8， 这 部 分 曲面 
2 一 2(zZ;y) 的 定义 域 为 
2 22 
Q 
-22 2 2 、 / c27Z c29 得 二 \ 元 、 
从 方程 :十 2 十 全 三 1 计算 z' = 本 ，2o 二 了 后 可 得 到 曲 二 的 积分 为 
Q 0 C 02z 
2 | 2 2 
2 上 | 
d4S=V1I+ 次 + 丈 dzdy= 福 \ 和 dz dy 
然后 即 可 用 户 的 表达 式 代 入 将 第 一 型 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 : 
Qd9 _82f 人 1L122 多 
利 交 一 8c | 有 | 全 | 生 ] dzdy 
避 万 
为 计算 右边 的 二 重 积分 , 可 用 广义 极 坐标 代 换 
2 一 arcogsD，V 三 brsinw， 
其中 变量 的 范围 为 0 p < 亚 , 0<r < 而: = cVI 二 二 这 时 的 雅 可 比 行列 式 等 于 
abr. 于 是 得 到 
开 
d9 1 7 2 17r2cos2p ，72sin2p ， 1 一 r2 
利 下 sobc|， En dr| ( 人 | 砚 十 杞 ) ap 
总 
1 和 1 
一 8apcf 区 7” dy7 呈 | 7 d7 | /二 724 
ooc( 五 | VI 一 72 402 jj VI 二 72 2c: 太 中 
区 区 区 
szc( 二 |. sin30db 十- | ”sin30bd0 十 |。 singcos20d0) 
Q”Jo 六 Jo 0 
汪 2 丰 2， 工 
soic 人 42 3 4 号 3 2c 国 
全 
3 ao 2 2 
解 2 为 计算 第 一 型 曲面 积分 , 用 广义 球面 坐标 将 椭 球 面 9 参数 化 为 
2 一 Qwsinwpcos0，4=bsinosnO0， 2 一 ccos. 
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然后 求 出 
2Zp 二 0cogpcos0，%p =bcospsin0，2 = 一 csin wp， 
2 二 一 asinwpsin0，2Wp = 三 bsinwpcos0， 2 三 0， 
计算 出 


书 王 人 十 内 十 这 于 cos pcos 0 十 万 cos psin0 二 csin2 op， 


G=z# 上 + 史上 + 交 =o2sin2psin20 十 吧 sin2pcos20， 
已 一 202 十 网 及 十 2 节 为 =( 巡 一 o)sinpcospsingcosb， 
2 
二 
二 Va2b2 cos2 p 十 b2c2 sin2 pocos20 十 cz2a2sin2osin20.sinodo db. 
同时 在 $ 参数 化 之 后 又 可 从 前 述 的 刀 的 表达 式 得 到 


太一 abcsine 
VECGC 一 FF2 
于 是 可 计算 得 到 
2 
d2 -1 [dg (@22cos2p 十 2c sin2 pcos20 上 ca2sin2psin20) sinp dp 
玉 abc j0 0 
2 
一 工 (2ro2 人 cos2pgsinp do 十 轨 c? | cos20 qd0 | sin3 op dp 
abc 0 0 0 
2 
十 c202 | sin20 dg | sin3 ( dp】 
0 0 


呈 了 (a282 FF p2c2 c202)， 


习题 4351 ( 泊 松 公式 ) 证 明 : 
昨 jaz 十 by 十 cz)d9 = | juUVa2 十 刀 十 c2)du， 
六 


一 荆 


式 中 9 是 球面 z2 + yo2 十 22 = 1 


解 将 坐标 系 Ozyz 保持 原点 不 动 而 旋转 得 到 新 坐标 系 Ouvw， 其 中 将 平面 
az 十 几 十 cz =0 作 为 坐标 面 vOuw, 而 Ov 轴 与 之 垂直 . 这 时 空间 中 的 点 (www) 的 飞 
坐标 就 是 该 点 到 平面 wz 十 如 十 cz=0 的 距离 , 因此 得 到 

QZ 十 pb 十 cz 
在 新 坐标 系 中 的 球面 8 的 方程 为 2 + o2 + u2 = 1 因此 就 得 到 
利 Aez+g+eads= 和 uvVa2 十 2 十 c2 )d9. 
避 


42 十 2 十 山 2 一 1 


用 柱 坐 标 将 球面 9 参数 化 为 
4 一 MU， 0 一 V1-- 妇 cosp， 册 =V1 一 22sinw， 
变量 的 变化 范围 为 -1 入 和 1 0 入 pp 世 27, 则 有 


4 
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=1，U = 一 -cosp，U =-- 上 sin 
也 也 V 二 2 他 V 2 2 
WU 一 0，U 三 -V1 一 snp， wo=V1 一 AM cosw， 
于 是 得 到 
二 
下 -内 + 内 + 内- 了 
G= 十 o 十 2 王 1 一 2， 
下 二 Wue 二 Woo 十 Wuwe = 一 0， 
这 样 就 求 出 了 面积 元 为 
d9 ==VEG 一 dudop = dudwp. 
从 而 就 得 到 所 要 求证 的 泊 松 公式 : 
利 7ez+ 四 +ecads= juwVa2 十 刀 十 c2)d9 
总 42 十 2 十 岂 2 一 | 
2 于 
=| de| juUVa2 十 刀 十 c2 )dvw 
0 0 
1 
一 2x| juUVa2 十 2 十 c2 )du. 
0 
8.14.2 ”第 一 型 曲面 积分 的 应 用 (习题 4352-4361) 
本 节 主 要 是 第 一 型 曲面 积分 在 力学 上 的 应 用 , 此 外 还 有 含 参 变量 的 第 一 型 曲面 积 
分 的 计算 . 
习题 4354 求 密度 为 oo 的 均 质 锥 面 壳 
22 2 2 
对 直线 
2 7 2 一 0 
1-0= 0 
的 转动 惯量 . 
解 ” 记 题 设 的 曲面 为 9. 由 于 空间 中 的 点 (z,y >) 到 直线 
= 0, := 疙 的 距离 平方 为 内 十 (z 一 包 2 因此 所 求 的 转动 惯量 
可 用 积分 表示 为 
T=m 中 [只 +(z 一 Dad5. 
癌 
5 2 22 、 和 必 
5 的 方程 驰 + 殷 - 乞 = 0 可 求 导 得 到 允 = 名， 
2 
2 = 密 ， 因 此 可 计算 得 到 面积 元 为 
QZ 习题 4351 的 附 图 
/ /2 | >12 dz2 
d9 = 三 VI+ 闪 十 闪 dzdy = 十 2 中 站 2 dz dy 


/TFT7 
苦 Ye 二 dzdy 
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因 3 在 坐标 面 z2y 上 的 投影 即 是 圆 22 + 刀 和 o, 于 是 就 有 


了 二 2 中 [二 (z 一 切 ] dzdy. 
22 十 2 乏 a2 
用 z= 之 V 殉 十 到 代入 , 并 用 极 坐标 代 换 计算 7 以 下 从 略 . 
习题 4355 (b) 求 均 质 曲面 >= Va2 -2z2-2(z>0y> 关 0z+y 和 oa) 的 质心 坐 


解 “ 不 妨 设 密度 常数 为 1， 记 曲 面 为 5， 这 时 的 质量 
AM 在 数值 上 等 于 曲面 9 的 面积 . 如 附 图 所 示 ，53 是 球面 
22 十 2 十 刀 =a2 在 第 一 卦 限 的 部 分 用 平面 zy = a 截 去 
半 个 球 冠 而 得 到 的 .由 于 球 冠 的 底 圆 半径 为 2 因此 其 
看 积 与 球面 坐标 中 疙 从 0 到 T/4 时 所 得 到 的 球 》 冠 面 积 相同 . 
于 是 即 可 得 到 

AI 一 :4zo2 一 | ao| Q 2 sin p dp 


二 V2 一 1 2 习题 4355(b) 的 附 图 
2 


Q . 
而 3 的 方程 x = V 吧 一 到 一 多 可 计算 得 到 


工 


将 质心 坐标 记 为 (zeye; ze), 按照 


立 过 三 证- aa 
ec 一 玄 ||*as= 17 中 十 本 一 dz dy 
2/ 
他 Z0,y 过 0 
ZTYy 入 Q 
六 2 2 dZ Q “人 ( 呈 
Se d 一 此 吕 生 d 
2 | 小 a2 一 22 一 212 4 ea xz 一 0 7 
= 全 | vty-v5| vw 到 dy 
性 、jo 0 
2 


和音 BevRV(E) -到 思 
-和音 [mv 3 =- 直 2sm- 
对 称 性 有 ze = ye. 对 于 xz 则 有 


注 “ 若 按照 方程 >= Vo2 一 zZ2 一 好 求 曲面 9 的 面积 ( 即 质 量 M), 则 可 计算 如 下 : 


Q 


& 的 Q 一 民 
三 滋 (人 这 )a 2 一 Qw| arcsin dz 
Va2 一 22 0 QT 十 2 
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二 2 
作 代 换 志 = /人 二 二 ， 则 有 2 = 人 二 的 当 z 从 0 到 wa 时 , 才 从 1 到 0, 于 是 可 计算 
得 到 
0 全 二 2 全 2 10 | 工 和 三 2 d 
M=?| asinvd( 王 抱 ) 一 a2 arcsinv . 1 |， | ?| 让 ， 计 

2 1- 刀 du 人 区 

| 1 二 2 VI 一 人 好 人 

2 也 cos20 2 也 d(tan0) 二 加 

| 人 (LTtan2z0)(T 十 2tanzg) 人 

人 2 1 二 光 02 二 

-2?| Ca WE 5 tu 一 2 CY2 寺 

习题 4359-4361 均 为 含 参 变量 的 第 一 型 曲面 积分 , 举 一 个 例子 . 

习题 4359 计算 

下 从 = jy z) d9， 
直 赴 下 十 入 一 二 
式 中 
了 | 
jz 2 = ae 
0， 2Z2 十 2 十 2 >1 
作出 函数 ， = 天 (GO 的 图 像 ， 

解 为 简化 计算 , 将 坐标 系 Ozyz 保持 原点 不 动 而 旋转 得 到 新 坐标 系 0676, 其 中 
将 平面 z+Y 十 := 0 作为 坐标 面 706, 而 05 轴 与 之 垂直 . 这 时 空间 中 的 点 (6 5) 满 
足 乱 十 妇 十 竺 =22 十 2 十 妆 , 因此 被 积 函 数 卫 仍然 不 变 , 而 平面 z 二 y 十 > 一 二 变 为 
& 二 - 启 (这 里 利用 旋转 变换 下 距离 不 变 , 该 式 右边 就 是 平面 z 十 y 十 z = 与 原点 的 距 
离 .) 由 上 的 定义 可 见 , 当 贞 >V3 时 天 = 0, 而 当 目 乏 V3 时 可 计算 如 下 . 

这 时 9 是 平行 于 上 = 0 的 平面 , 因此 即 有 d5 = d7 d6, 于 是 得 到 

尺 
下 ( 则 = 有 | jd5 = (=- 生 一天- 扣 ) andc. 


6=t/V3 m2 十 62 入 1 一 妇 /3 
用 极 坐 标 代 换 九 = rcos 0C = rsin0, 则 得 到 
FO=[a 人 (每 - 问 电 
0 0 
一 妈 \r2 4]IVI-e/3 1 
= 于 =) 小 = 于 (1- 和 与 ). 
综合 以 上 就 得 到 4 一 下 介 
2 
区 直 三 才 世 去 3， 
0， H 人 V3， _v 了 O 、 语 引 
并 在 右边 的 附 图 中 作出 其 图 像 . 


习题 4359 的 附 图 
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8.14.3 ”第 二 型 曲面 积分 (习题 4362-4366) 
第 二 型 曲面 积分 的 定义 和 计算 都 比 第 一 型 曲面 积分 复杂 . 从 定义 来 看 , 与 曲线 总 有 
两 个 方向 的 情况 不 同 , 曲面 有 单 侧 和 双 侧 两 种 , 而 第 二 型 曲面 积分 上 只 考虑 在 双 侧 曲面 上 
的 积分 . 其 次 , 与 第 二 型 曲线 积分 类 似 , 在 给 出 积分 时 必须 说 清楚 在 哪 一 侧 上 积分 . 
对 于 封 困 曲面 上 的 第 二 型 曲面 积分 , 一 般 将 曲面 的 外 侧 称 为 正 侧 . 
第 二 型 曲面 积分 有 多 种 形式 , 较 常 见 的 形式 之 一 是 
||Paydz+re@dzdz+Rdzdy 


忆 


若 引 入 向 量 记号 了 = (PQ,R) 和 dS = (dydz,dzdz,dzdy), 则 在 第 二 型 曲面 积 4 
的 定义 中 知道 有 dS = 即 d45, 其 中 吧 是 双 侧 曲面 的 指定 一 侧 的 单位 法 向 量 . 于 是 就 有 
| 丰 .d5 = 直 太 .m) d5， (8.17) 
入 S 
注意 上 式 右 边 为 第 一 型 曲面 积分 , 因此 公式 (8.17) 已 经 建立 了 将 第 二 型 曲面 积分 转化 
为 第 一 型 曲面 积分 的 计算 方法 . 
若 指定 一 侧 的 m = (cos a, cos 6, cosy), 则 公式 (8.17) 变 成 
中 7as=| (Pcosaw 二 Qcos8 十 尺 cos7)d9. (8.18) 
S S 


< 


以 下 给 出 从 第 二 型 曲面 积分 到 二 重 积分 的 转化 公式 
对 于 由 双 参 数 给 出 的 光滑 曲面 或 分 片 光 滑 曲 面 r = r(wu)， (wo) < Do, 由 公式 
(8.17) 的 右边 即 可 转化 得 到 
||; .dS = 土 || [P 了 | (8.19) 
2 V 


人 


站 一 一 


其 中 右边 的 积分 号 前 的 正 负 号 由 曲面 的 指定 侧 来 决定 
若 曲面 方程 为 = zx(z,g, (zz 人) es Dow 则 (8.19) 成 为 


||; .d5 = 土 中 (一 Pz-Qz + 下 dzdy (8.20) 
局 Dazy 
其 中 右边 积分 号 前 当 曲 面 取 上 侧 时 为 正 , 取 下 侧 时 为 负 . 
对 于 用 直角 坐标 变量 表示 的 曲面 , 还 有 一 种 更 简便 的 方法 , 但 要 分 三 种 情况 处 理 . 
人 当 曲 面 为 5:7z=zZ( 2 (六 2) E Doz 时 ， 
了 三 | Pu 芒 dydz= 土 || PtzG 起 岂 坊 qydz， (8.21) 
Iceowe 
其 中 当 8 取 前 侧 时 右边 取 “+?” 号 , 当 3 取 后 侧 时 右边 取 “ 一 ”号 . 这 里 前 侧 指 余弦 cos a > 
0, 后 侧 指 cos a < 0. 
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(i 当 | 面 为 S:y = (zz,2)， (2Z,2) E 站 nz 时 ， 
加 中 Q@Q(z;,y(Z;2),2) dz dz (8.22) 


王 三 eeya dzdz 一 了 
9 


厂 zz 


| 


0, 左 侧 指 cos 6 < 0. 


4 .9 取 右 侧 时 右边 取 “ 二 "号 , 当 3 取 左 侧 时 右边 取 “ 一 "号 . 这 里 右 


(这 ) 当 曲 面 为 83 :> = 2z(2z;,y， (2Z,9) 二 Daoy 时 ， 有 


了 一 | 惰 TV 过) 


埋 儿 尽 (z, yz(Z,V)) dz dy， 


ae 


kt 中 当 3 取 上 侧 时 右边 取 “ 二 ”号 


0, 下 侧 指 cosy < 0. 
注意 以 上 的 三 
, 但 也 有 缺点 . 这 就 是 对 于 已 @, 尺 要 分 别处 理 
成 若干 片 后 才能 用 这 些 公 式 . 
习题 4362 计算 第 二 型 


2Z2 十 2 十 22 =a2 的 外 侧 . 


解 1 这 时 球面 z 十 好 2 十 妈 =o2 的 外 侧 


型 


公式 (8.18) 将 第 


掉 积 分 转化 为 第 


当 3 取 下 侧 时 右边 


力 取 “ 一 2 号 . 这 日 


上 


个 公式 的 左边 为 第 二 型 曲面 积分 , 右边 为 二 重 积 分 它 
的 曲面 往往 可 能 要 分 


具体 问题 ， 


而 


的 单位 法 向 


型 


看 积分 如 下 : 


和 2Zdydz 十 ydzdz 十 2dz dy 王 二 外 ( 友 2 十 只 十 2 d53 
如 如 


竺 


其 中 利用 了 被 积 函数 恒 
积 等 于 4ra2. 


于 了 


AN 


解 2 利用 对 称 性 ， 
形式 较为 熟悉 , 以 下 用 


Z2 十 2 雯 a2 


四 人 人 


计算 三 个 积分 之 
.23) 计算 第 三 个 积分 . 
正 号 的 为 


型 昌 面 积分 即 


量 为 (全 ， 人 过)， 
QQ 4 


侧 指 余弦 cos 6 > 


(8.23) 


则 指 余 弱 cos y > 


门 都 比较 简 


面积 分 和 Zzdydz 二 ydzdz 十 zdzdy, 其 中 9 为 球面 


因此 即 可 


中 dS 一 a.4ra2 一 47ra3， 


看 的 面 


避 ， 而 半径 


=| 
生 


上 半球 


再 乘 以 3. 


为 au 的 球面 面 


由 于 对 曲面 的 > = z(z, 切 


看 取 上 侧 , 取 负 号 的 为 下 


本 Va2 一 22 一 2dzdy 一 


(一 
Z2 十 2 过 a2 


j 极 坐标 代 换 ) 


这 时 要 将 球面 分 成 两 个 半球 面 


球面 取 下 侧 ， 


a2 一 22 一 好 )dzdy 
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解 3 利用 88.16 中 的 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 , 将 9 所 围 的 球体 记 为 , 就 有 


人 ， 
和 2Zdydz 十 ydzdz 十 2dzdy 三 川 32 1 5 育 z) d2z dy dz 
忆 认 


3 
一 3 maydz 王 3. 2 一 4ra3， 


六 
其 中 利用 了 被 积 函 数 恒 等 于 1IL 的 三 重 积 分 等 于 积分 区 域 的 体积 , 而 半径 为 au 的 球体 体积 
和 刀 二 47a3 
本 机 9 


习题 4363 计算 第 二 型 曲 5 积分 昌 fle)dydz + go)dzdz + az)dzdy， 式 中 
| 
面体 0 入 z 和 ou 0 入 世 凡 0 芝 : 世 ce 的 外 侧 ， 


jz),9(0),R(z) 为 连续 函数 ,9 为 平行 六 

解 1 记 5 的 外 侧面 的 单位 法 向 量 为 (cos a, cos 8B, cos7), 则 即 可 用 公式 (8.18) 转 
化 为 第 一 型 曲面 积分 如 下 : 
由 六 ZJ)dydz 十 g(V)dzdz 十 六 (z) dz dy 三 利 5 2Z)cogsaw 十 g(y)cosB 十 几 (z) cos7]d5. 


对 右边 被 各 函数 的 第 一 项 的 积分 ,由 于 在 侧面 > 0 时 cosa 二 _L sa 时 cosa 1 
而 在 其 他 四 个 侧面 上 都 有 cos a = 0, 因此 就 可 将 上 述 第 一 型 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 


利 reaydz=- 帅 Flz)dydz 十 和 Flzjdydz 
3 


z=0,O<2yXbO<Sz<c z=a0<yShOsz<sc 


= [一 帮 0) + /alpc. 
对 于 其 他 两 项 的 计算 是 类 似 的 . 最 后 得 到 所 要 求 的 积分 
7T=[fol 一 Ac+[loo 一 9(00)ljca +[P(c) 一 7O)jab. 
解 2 用 公式 (8.21) 于 第 一 项 的 积分 , 则 只 有 >z = 0, z = a 两 个 侧面 上 的 积分 需要 
计算 . 根据 前 侧 z=a 取 正 后 侧 z=0 取 负 的 符号 规则 , 就 得 到 与 解 1 相同 的 结果 : 
jz)dydz = 一 jz) dy dz 十 jzZ) dy dz 
由 


z=0,O<2XbO<Sz<sc z=awO<ySAOszsc 


三 [ 放 0) 二 ojpc. 


以 下 从 略 . 
解 3 若 对 函数 Faz),9g(y),A(z) 的 条 件 加 强 为 连续 可 微 , 则 可 以 用 奥 斯 特 罗 格 拉 欧 
基 公 式 得 到 
昨 jz)dydz+og(dzdz 十 几 (z) dzdy = 咱 [Pz) 二 9 ( 轨 十 (2)] dzdydz， 

记 


3 

1 为 83 所 围 的 平行 六 面体 . 

不 妨 只 看 被 积 图 数 的 第 一 项 的 积分 , 则 有 
中 7aarayaz= raaz| wa=bao-7ole 
记 0 0 0 


其 余 两 项 也 可 类 似 处 理 . 可 见 在 加 强 条 件 之 后 得 到 了 相同 的 结论 . 


颂 
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习题 4364 计算 第 二 型 曲面 积分 中 (一 刀 dydz 十 (z 一 ZJ)dzdz 二 (一 2 人 dzdv， 


吕 
式 中 9 是 圆锥 面 巡 十 只 = 和 (0 入 :乏力 的 外 侧 ， 
解 1 将 3 的 方程 写 为 >= Vz2 十 妇 (z2 十 妇 2 芯 2), 用 公式 (8.20), 这 时 锥 面 外 


侧 即 是 S 的 下 侧 . 记 积 分 为 有 罗 2 计 ! , 因此 就 有 
[一 a 区 二 (一 四 坟 一 (人 一 臣 dzdy 
2Z2 十 2 扩 2 
呈 [一 az+(z 一 zy 一 (zz 一切 dzdy 
2Z2 十 y2 斥 2 
三 2(y 一 Z)dz dy = 0. 
Z2 十 2 扫 几 2 


这 里 最 后 一 步 是 利用 被 积 函数 y 和 z 关于 积分 区 域 忆 十 好 入 岂 分 别 为 奇 函数 , 而 且 
积分 区 域 关 于 z 和 yY 又 对 称 , 因此 积分 等 于 0. 

解 2 题 设 的 锥 面 不 是 封闭 的 , 但 可 以 加 一 个 盖子 成 为 封闭 曲面 , 然后 即 可 用 奥 斯 
特 罗 格 拉 菊 基 公式 . 

设 9 为 妇 十 内 科大 ,>z= 几 取 上 侧 . 于 是 SU 591 就 成 为 封闭 曲面 , 对 于 所 围 的 立 
体 Y 为 外 侧 , 因此 就 有 

(一 2)dydz 二 (2 一 Z)dzdz 十 (Z 一 妇 dzdy 
SUS1 


一 (由 二 (一 2)dydz 二 (2 一 zz)dzdz 二 (一 人 dzdy 


= 川 仿 (7 一 2)1+ (z 一 2Z)- 也 (一 切 | dzdydz = 0. 
认 


下 面 将 证 明 在 9 上 的 积分 等 于 0, 从 而 就 知道 在 9 上 的 积分 也 等 于 0. 
在 9 的 上 侧 , 由 于 > = 刀 因此 积分 元 为 dydz 和 dzdz 的 第 二 型 曲面 积分 均 为 0， 
从 而 就 得 到 
中 (一 2)dydz 二 (z 一 Z)dzdz 十 (2 一 V)dzdy = 中 (一 V)dzdy 
91 91 
二 (Z 一 V)dzdy = 0. 


Z2 十 2 二 用 2 


最 后 一 个 二 重 积分 等 于 0 与 解 1 最 后 的 说 明 相 同 ， 
习题 4365 计算 第 二 型 利 面 积分 必 “如 二 + 至 42 + 5 史 ， 式 中 5 为 本 球面 
六 


2 之 
2 2 2 
全 十 熏 上 + 乞 =1 的 外 侧 . 
QW C 


解 1 (概要 ) 用 直角 坐标 变量 的 转化 公式 (8.20), 或 者 分 别 用 转化 公式 (8.21)- 
(8.23) 都 可 以 . 
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解 2 记 所 求 积 分 为 万 从 椭 球 面 方程 求 出 单位 外 法 向 量 m = (cos a, cos B, cos7) 


2 
确 2 


> 十 4 
a4 1 c 
于 是 可 用 公式 (8.18) 将 所 求 积 分 转化 为 第 一 型 明 面 积分 
1 1 


1 d.9 
Q2 市 12 c2 有 2 殉 


于 在 椭 球 面 9 上 有 


人 4 c 
第 二 型 曲面 积分 并 接着 再 用 奥 斯 特 风格 拉 茨 基 公 式 得 到 


因此 可 以 倒 用 公式 二 型 
三 人 
T= ( 启 太 嘉 ) 和 = 2Zdydz 十 ydzdz 十 2dzdy 
总 
村 本 
和 ( 训 本 嘉 )| sazdyd: (二 二 态 法 羔 ) 4T7aQbc， 
记 


其 中 六 是 S 所 围 的 本 球体 , 其 体积 为 4zebe 


习题 4366 计算 第 二 型 曲面 积分 4 zZ2dydz 十 2dzdz 十 22dzdy, 式 中 9 为 球面 


总 
(一 oz 上 + 一 史上 +(z 一 oo = 忌 2 的 外 侧 . 


j 直 角 坐 标 变量 的 转化 公式 (8.20)， 或 者 分 别 用 转化 公式 (8.21)- 


解 1 (概要 ) 
(8.23) 都 可 以 . 
解 2 记 积 分 为 卫 球面 9 所 围 的 球体 为 , 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 


了 一 ?||e+yaardyd 
认 


| [(z 一 go 二 (一 外 十 (2 一 吕 本 


这 时 在 最 后 一 式 的 第 一 个 积分 中 , 由 于 zx 一 oa y 一 六 z 一 c 在 区 域 Y 中 分 别 为 奇 函数 , 而 
且 闷 关于 点 (ooc) 为 中 心 对 称 , 因此 积分 值 等 于 0, 于 是 即 可 得 到 


了 = 村 (o 二 b+ ojR2. 


公式 可 计算 如 下 : 
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88.15 斯 托 克 斯 公式 (习题 4367-4375 ) 


内 容 简 介 斯 托 殉 斯 公式 建立 了 第 二 型 曲线 积分 与 曲面 积分 之 间 的 联系 , 本 节 为 
这 方面 的 基本 练习 题 与 应 用 . 

下 面 先 列 出 斯 托 克 斯 公式 的 两 种 形式 : 
第 一 种 形式 建立 了 第 二 型 曲线 积分 与 第 二 型 曲面 积分 之 间 的 联系 : 
中 Pdz+@dy+Rdz 


(8.24) 
-| 从- 剖 )aa+ (可 -可 Jea+( 强 - 盖 )aar 


人 
其 中 C 的 取向 与 8 的 取 侧 相 容 , 也 就 是 满足 右手 法 则 . 为 便于 记忆 , 可 用 行列 式 记 号 将 
公式 (8.24) 写成 为 


dydz dzdzZ dzdy 


0 0 0 
中 Pdz+ody+Rdz=|| 大 有 3 
3 | 己 Q 尺 


斯 托 克 斯 公式 的 第 二 种 形式 建立 了 第 二 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲面 积分 之 间 的 联系 ， 


它 可 用 行列 式 记号 写 出 为 
coSQ cosD cos7y 
人 (8.25) 
C 以 92 9V 92z 


2 | 己 Q 尺 
其 中 曲线 C 的 取 加 与 曲面 9 的 单位 法 癌 量 m = (cos a, cos B, cosy) 的 取向 相 容 , 即 满足 
手法 则 ， 
8$8.14.3 的 公式 (8.18) 即 可 知道 公式 (8.24) 与 (8.25) 的 右边 相等 . 
斯 托 克 斯 公式 是 格林 公式 的 推广 . 这 可 以 从 公式 (8.24) 直接 看 出 . 知已 Q 与 变量 > 
无 关 , 届 三 0, 曲面 8 为 坐标 面 zOy 上 的 区 域 , 取 上 侧 , 从 而 C = 95 为 坐标 面 zxOy 上 
取 正 向 的 平面 曲线 , 则 就 得 到 格林 公式 
9 
中 Pdz+@dy 国人 一 | d2z dy/. 


荆 ) 


习题 4367 应 用 斯 托 克 斯 公式 , 计算 曲线 积 4 
dz 十 2dy 十 Zdz， 
C 


1C 为 圆周 z2 十 好 十 冯 = 王 oz 二:=0, 并 且 从 Ox 轴 的 正 向 看 去 , C 的 取向 为 
逆 时 针 方 向 . 用 直接 计算 法 检验 结果 . 


人 


解 1 记 .59 为 平面 z 二 十 z=0 上 为 圆周 C 所 包围 的 圆 , 则 与 题 设 中 C 的 取向 相 
容 的 9 的 单位 法 向 量 为 


Vv3011)， 


9 
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于 是 从 斯 托 殉 斯 公式 (8.25) 就 得 到 


1 1 
_V3 9 9 9 
中 ydz+zdy+zdz= 了 中 二 d9 
3 | 7 
=-v3||as= -vsre， 


其 中 利用 了 C 为 球面 吗 十 只 十 妈 = o 上 的 大 圆 , 因此 半径 为 %, 所 包围 的 圆 面 积 为 


解 2 本 题 的 曲线 积分 也 可 以 不 用 斯 托 殉 斯 公式 而 直接 计算 . 先 将 C 参数 化 如 下 : 
得 af 遍 cost 二 人 sint)， 伏 三 海 cost :=al - - 司 cost+ - 方 各 外 
0 入 上 入 2T, 就 能 同时 满足 z2 上 +2 十 2=ao2 和 z+y+z=0 及 其 取向 的 要 求 一 . 
记 所 求 积 分 为 厂 则 从 对 称 性 就 有 
了 三 3 dz 
低 


2 
二 v6o | oos 区 - Sint 一 本 cosi) dt 一 一 V3ra2. 
0 


解 3 直接 计算 的 另 一 种 方法 是 除了 利用 对 称 性 之 外 , 再 将 C 向 坐标 面 zxOy 投影 
得 到 封闭 曲线 C', 于 是 就 有 
三 we 2 d2 一 3 2 dz. 


88.12.2 的 公式 (8.10) 可 见 上 式 右 边 等 于 曲线 C' 所 围 区 域 的 面积 的 三 倍 乘 以 一 1. 
曲线 C' 显然 是 一 个 覃 圆 , 它 的 方程 可 从 zZ2 十 妇 十 和 = 与 zy 二 2 一 0 消去 > 
得 到 


2 
2 十 多 十 四 = 与 


利用 8$4.5 的 习题 2406, 即 可 求 出 C' 所 围 椭圆 区 域 的 面积 为 ， 因此 就 得 到 了 = 
一 3 . 一 一 V3ra2. 


习题 4368 计算 积分 
中 (Z2 一 gg2)dZz 二 (2 一 27Z)dy 十 (22 一 ZV)dz， 
4 和 mn 玉 


此 积分 是 从 点 4(a,0,0) 至 点 Bfa,0, 门 沿 着 螺旋 线 z = acosp y = asino z= 几 
进行 的 . 
加 将 C 参数 化 的 方法 很 多 .这 里 的 做 法 是 先 从 z2 +%2 十 2 = az+oy+z=0 消 到 


Q2 
42 十 z2 十 yz 一 然后 将 左边 配方 得 到 (参见 84.5 的 习题 2406 的 解 7): 


2 7AV3 AN 2 

+ 划 + 由 =( 谢 ) 
后 令 y = cost) :- 多 万 sin 坊 并 由 此 得 到 z = z 人 办 . 可 以 验证 当 上 从 0 到 2r 时 , 从 Orx 轴 的 
向 看 去 , 点 (yb, > 的 ) 在 坐标 面 VD2z 上 以 逆 时 针 方 向 描 出 一 个 椭 


缠 
RS 

辜 
虹 


知 


六] 


| 
[W 
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提示 “这 里 可 以 添加 直线 段 4, 得 到 封闭 曲线 4mB4, 然后 设 9 为 该 曲线 张 成 的 
曲面 , 用 斯 托 克 斯 公式 即 可 . (这 种 方法 在 格林 公式 的 应 用 中 已 用 过 , 见 88.12.1 的 习题 
4303.) 


习题 4369 设 C 为 平面 zcosaw 十 ycosB 十 zcosy 一 D=0 (cos acos B,cos7y 为 平 
面 之 法 线 的 方向 余弦 ) 上 的 封闭 围 线 , 所 围 面 积 为 9, 求 
dz dy/ dz 
cosQ cos 有 cos7|， 
C 


化 2 改 


积分 治 围 线 的 正方 向 进行 . 


解 (概要 ) ”将 所 给 的 积分 中 的 被 积 表达 式 写 为 Pdz +Qdy 二 丸 dz, 然后 用 斯 托 克 
注 “所 得 结果 为 29, 联系 到 88.12.2 中 用 格林 公式 求 平面 图 形 面积 的 公式 (8.10)， 


得 
可 看 出 本 题 是 该 公式 的 推广 . 


习题 4372 用 斯 托 克 斯 公式 计算 积 4 中 (2 十 好 )dz 十 (2 十 Z2) dy 十 (Z2 十 22) qz， 
C 
式 中 C 是 曲线 z2 十 刀 二 22=2Rzz22+2=2r7z(0<7< 尺 zz>0), 并且 在 治 此 曲线 
进行 积分 时 , 球面 z2 十 好 十 关 =2Rz 外 侧 被 该 曲线 所 围 的 最 小 区 域 始 终 位 于 左边 . 


解 1 如 附 图 所 示 , 曲线 C 是 上 半球 面 z2 十 
好 2 十 2 =2PR2z 与 柱 面 z2 二 2 = 2rz 的 交 线 (在 
27 = 尺 时 就 是 维 维 亚 尼 体 的 曲 顶 的 边界 曲线 ). C 
的 方向 是 由 它 所 围 的 球面 部 分 3 取 外 侧 而 确定 的 . 


球面 方程 求 出 单位 外 法 癌 量 为 
至 (2Z 一 及 2V 2 
nm 一 (cosacosb,cos)=( 亏 , 充 , 克 外 
记 所 求 积分 为 坟 即 可 用 斯 托 克 斯 公式 (8.25) 得 到 En 
Z 一 尽 2 之 
| OZ 097/ 09z 


| zz 本 +( 人 -zy+(z JadS=2|| ed5 
3 


cos 了 do9 一 


于 坐标 面 zOz 对 称 , 因此 有 ||zas = 0. 由 于 cos7y == 


2 
尺 》 


六 
dz dy, 而 曲面 9 对 于 变量 z,y 为 上 侧 , 这 样 就 可 得 到 
7 二 2||>as 本 2R||dazdy = 2R 中 dz dy = 27rr2 尽 . 
3 
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解 2 不 用 斯 托 克 斯 公式 也 可 以 直接 计算 第 二 型 曲线 积分 . 利用 曲线 C 在 坐标 面 
ZO% 上 的 投影 为 圆周 Z2 二 92 = 2rz, 即 可 参数 化 为 
2 一 7r(1+cosp)，Vy=7rsnp，2z = V2( 尽 一 mr(1+coso)， 


参数 从 0 递增 到 2x 与 题 设 的 曲线 取向 一 致 . 由 对 称 性 可 见 本 题 的 积分 中 与 积分 元 dz 
和 dz 有 关 的 项 的 积分 均 为 09, 因此 就 有 


2 
了 = (2 十 22) dy = | “CR 一 mr(1+coso) 二 r2(1+coso)3rcospdo 
C 0 


一 2( 尽 一 mr 十 2737 一 27R72. 
解 3 用 投影 法 计算 也 是 方便 的 . 将 有 向 曲 线 C 在 坐标 面 zO9y 上 的 投影 曲线 记 为 
Cay : 22 十 2 =2r7, 取 正 向 , 于 是 有 


T= 中 (2Rz 一 2z2)dz 十 (2Rz 一 好)dy 二 (z2 十 扫 P) (2 dz 十 2 d9) 
Cazy 


= 中 [2Rz 一 zz2+(z2 二 oz]dz+[2Rz 一 姑 二 (2 十 2)2] dy. 


对 上 式 的 最 后 一 个 积分 用 格林 公式 就 得 到 
7 一 中 2R(1 至 了 ) dzdy = 2 尺 中 dz dy = 2rr2 尺 


TZ2 十 V2 和 277 2Z2 十 y2 甩 277 


习题 4373 应 用 新 托 克 斯 公式 计算 积分 中 2 一 25) dz 十 (22 一 Z2) dy 十 (2Z2 一 %2) qz， 


式 中 C 为 用 平面 z+y 十 z 一 号 截 立方 体 0 和 z 和 oa 0<y 和 0 0 和 :入 4 所 得 截面 
的 边界 , 并 且 若 从 Oz 轴 的 正 向 看 去 , 积分 是 沿 C 依 逆 时 针 方向 进行 的 . 


解 1 如 附 图 所 示 , C 是 平面 z+y 二 > 一 将 上 上 
的 一 个 正六 边 形 的 边界 . 将 该 正六 边 形 记 为 8, 根据 
题 设 关于 C 的 取向 , 可 知 8 的 取 侧 方 向 的 单位 法 向 


量 为 - 方 41D) 记 积 分 为 二 根据 斯 托 克 斯 公式 就 
有 
TI 
3 3 3 
-有 川 室 宣 宣 |a 
8 97 09V 9z 


2 一 2 2 2 一 仿 
4 


匡 |c Hzy 二 2)dS = -2V3al53|， 
吕 


工 中 15| 为 正六 边 形 8 的 面积 . 由 于 该 正六 边 形 的 边 长 为 2 o, 因此 就 有 


v3 ao2 9 3 


@ 这 来 自 于 第 二 型 曲线 积分 的 定义 , 对 于 解 1 和 解 3 也 适用 . 
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解 2 直接 计算 可 如 下 进行 . 利用 对 称 性 , 只 需要 计算 附 图 所 示 的 带 有 方向 的 直线 
段 4 和 BC 上 的 积分 之 和 再 乘 以 3. 于 是 有 
5 下 人 
T=3(| +| ( 久 -一 六 )dZ 十 (2 一 入 )dy 十 (一 久 )dqz 
=3| dz 一 22dy+3 上 (o 一 22)dz 二 (z2 一 ao2)dz. 
4 刀 
将 直线 段 4B 参数 化 为 z = 吾 -y (等 y Sa), 将 直线 段 BC 参数 化 为 z = 


Q 忆 ) 则 有 
7 2 (0 芯 2 反 元 ), 则 有 


过 
2 


一 有 册 ， 2 风 ”十 3ay 只-)dy+3| (2-oz- 婚 ds 


0 


习题 4374 应 用 斯 托 克 斯 公式 计算 分 中 22z2dz 十 2272dy 十 Z272 qz, 式 中 C 
C 
为 封闭 曲线 z = acost yy = acos2t > 一 acos3t 并 且 以 参数 上 增加 所 对 应 的 方向 为 积 
分 时 的 正方 向 . 


分 析 ”本题 似 有 误 . 取 wa = 1, 则 从 所 给 的 参数 方程 可 见 有 y = 27z2 一 1, > = 473 一 37， 
-1 入 zz 和 1, 因此 C 不 是 封闭 曲线 . 如 果 参 数 寺 从 0 递增 至 2r, 则 点 (z, yz) 确实 从 点 
(aa;a) 出 发 后 回 到 自身 , 但 这 只 是 “ 原 路 返回 ”, 不 可 能 张 成 什么 曲面 , 因此 谈 不 上 用 斯 
托 殉 斯 公式 . 若 给 定 参 数 上 的 变化 范围 , 对 题 设 的 曲线 积分 作 直 接 计 算是 容易 的 . 


习题 4375 设 有 函数 
mcaa= 居 | Cos md5 (k 一 常数 )， 


雪 


人 
其 中 曲面 9 的 边界 为 围 线 C, m 为 曲面 3 的 法 向 量 , ” 为 连接 空间 的 点 M(z,y, z) 与 对 
线 C 上 的 动 点 4(6, mm 6) 所 成 的 径 向 量 . 证 明 : 此 函数 为 通过 围 线 C 的 电流 宇 所 产生 磁 
场 妃 的 势 (参阅 88.13 的 习题 4340). 


解 ”在 习题 4340 已 求 出 磁场 强度 五 的 三 个 分 量 头 
ff 一 力 44 一 (一 2)dn 
万 5 三 ii 启 


两 = 有 人 385-ad 


六 3 


入 : 二 hi 人 
人 
本 题 的 目的 是 要 证 明 包 
@ 在 8$8.11.3 已 引入 关于 平面 上 的 第 二 型 曲线 积分 的 全 微分 与 原 函数 的 概念 . 原 函数 也 称 为 势 函数 . 
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d 了 = 瓦 dz+ 刀 dy 十 瑟 dz. 
这 相当 于 成 立 三 个 等 式 : 号 5 一 及 ,号 = 函 和 号。 = 下 .利用 对 称 性 , 只 需要 先 
看 第 一 式 如 何 证 明 . 
记 兄 = (cos aycos pg,cos7), 则 方向 的 单位 向 量 为 
mr (SS 一 Z 了 7 一 一“ 
7 和 ” ,) 
因此 就 可 将 环 (z,y,2) 写 为 
栈 (z,yz) 三 订 ||( 人 人 cosB 1 区 cos7) dg 
和 洲 六 
避 : 


于 


函数 矿 (z,y >) 对 参 变量 z,y * 的 求 导 可 以 通过 积分 号 进行 , 即 有 
9 了 [TS 9 (TVysp 9 1 一 2 
= 好 | | ( 语 ) cosa+ ( 5 ) cos8+ 人 人 ( 有 ) cos?| d.9. 


07 OZz OZ7 
六 
对 玖 zx 的 第 二 型 曲线 积分 的 表达 式 用 斯 托 克 斯 公式 , 即 得 到 
COS Q cosOC COS 了 
. 7 一 Vy)dC 一 (6 一 2)d77 2 9 ) 0 
万 = 人 ) 人 ) 好 || 55 57 25 d9 
0 一 马 7 一 J/ 
3 8 


一 人 (2 | 人 ) cos Q 一 [| cos B 

到 上 和 ) cos7】 d.9. 
人 6- 太志 一 咏 "十 (5 一 2 满足 关于 &, 7,5 的 拉 普 拉 斯 方程 , 即 有 
参见 86.2.4 的 习题 3311), 而 这 就 是 


^() = 区 |[ 训 ( 人 让 | | 
一 人 2 


之 


于 是 焉 得 到 


又 可 以 看 出 有 


(人 | 

4 (人 六 ( 和 全)， 

2 信 信 
这 样 就 得 到 了 S- =- 责 。. 同样 可 以 得 到 2 = 且 和 9 = 瓦 . 
1/ 忆 
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88.16 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 (习题 4376-4400 ) 


内 容 简介 “ 奥 斯 特 罗 格 拉 欧 基 公式 建立 了 曲面 积分 与 三 重 积分 之 间 的 联系 , 是 计 
算 第 二 型 曲面 积分 和 物体 体积 的 有 效 工 具 . 本 节 为 这 方面 的 基本 练习 题 与 应 用 . 
奥 斯 特 罗 格 拉 欧 基 公式 在 英美 等 文献 中 一 般 称 为 高 斯 公式 , 在 1, 33] 中 称 为 高 
斯 - 奥 斯 特 罗 格 拉 欧 基 公式 , 在 我 国 的 部 分 教科 书 中 简称 为 奥 -高 公式 . 

下 面 先 列 出 奥 斯 特 罗 格 拉 欧 基 公 式 的 两 种 形式 : 
第 一 种 形式 建立 了 第 二 型 曙 面 积分 与 三 重 积分 之 间 的 联系 : 


TIfrap 99 9 
利 Pdydz+Q@dxdz+Rdzdy = 中 0 ) dzdydz (8.26) 
9 人 


中 3 = 97, 取 外 侧 . 
奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 的 第 二 种 形式 建立 了 第 一 型 曲面 积分 与 三 重 积 分 之 间 的 联 


半 | 
上 


入 已 4 人 记 
系 : 
oP oo 0oR 
和 (Pcosaw+Q@cos6 十 尺 cos7) das=|| 5 十 上 ) dz dy dz， (8.27) 
总 认 
其 中 的 方向 余弦 是 曲面 8 的 单位 外 法 向 量 m = (cos a, cos B, cosy) 的 各 个 分 量 . 


习题 4378 应 用 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 公式 变换 曲面 积分 
利 ZCcosQ 十 Wcos 有 十 zcos 了 了 d9 
忆 


122 十 02 十 22 


解 ”计算 得 到 


| (RE)( | 


人 2 十 22 22 十 22 2Z2 十 72 
本 十 可 1 可 
(z2 十 只 十 22)3 (z2 十 只 十 22)3 (z2 十 只 十 22)3 
和 2 
/2 十 好 十 好 


于 被 积 函 数 有 奇 点 O(0,0,0), 因此 在 该 点 位 于 封 困 曲面 $ 之 外 的 条 件 下 , 可 用 公式 
(8.27) 得 到 


利 cosQ 十 cosD 十 zcos 直 ds= ?| dz dy dz 
/z2 十 好 十 季 Vz2 十 邮 十 好 


人 


习题 4380 应 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 变换 曲面 积分 
贱 [给 - 剖 )mer (各 -可 Jor( 剖 - 融 )eas 


解 “计算 得 到 
人 


340 第 八 章 “ 重 积分 、 曲线 积分 和 曲面 积分 
可 见 从 公式 (8.27) 得 到 
oR 900 LoP _ 9R (0 0P 
利 | 全 ( So jcos0 [ 5 ) cos?| d5 
=|| 0dzdydz = 0. 
人 
注 “ 学 过 场 论 之 后 可 以 知道 , 本 题 的 结论 表明 , 由 于 旋 度 场 必定 是 无 源 场 , 因此 经 
过 封闭 曲面 的 通 量 必 定 等 于 0. 
面 而 ;7 为 任意 的 固定 方向 , 则 


[ 


习题 4381 证 明 : 若 9 为 封闭 的 简单 
和 cos(m,1)d9 = 0， 
人 


十 


式 中 冯 为 曲面 5 的 外 法 向 
本 题 是 88.12.3 的 习题 4323 在 空 


间 的 推广 , 也 有 相同 的 物理 意义 . 


提示 


以 曲面 8 为 边界 的 物体 的 体积 等 于 


习题 4382 证 明 : 
= 序 儿 (Zcosaw 十 VcosD 十 zcos7)d9， 


了 
1 cos oa cos B, cos7 为 曲面 8 的 外 法 线 的 方向 余 弱 . 


式 
注 直接 用 公式 (8.27) 即 得 . 类 似 地 还 有 求 体积 的 其 他 几 个 公式 : 
TY 三 引 2Zdydz 十 Vdzdz 十 2dzdy 
业 ca 人 dd 人 2 dz dy/， 
若 其 中 最 后 一 式 的 3 所 围 的 立体 是 具有 曲 顶 zx(z,y) ((z,y) s Day 的 曲 顶 柱 体 , 则 就 可 
导出 88.3 中 用 二 重 积分 求 体积 的 公式 


到 :二 中 2(Z;V) dzZ dy/. 


2 


忆 


平面 4z + By+Cz = 0 为 界 的 锥 


习题 4383 证 明 : 以 光滑 曲面 已 (zy 2) = 0 和 3 


体 的 体积 等 
了 = 记 5 鼠 


中 


看 的 锥 底 之 面积 , 互 为 锥 体 的 高 . 


式 中 9 为 位 于 该 : 


砷 体 的 


< 


入 记 为 9>, 于 是 


解 ” 设 锥 体 的 顶点 为 (zo,yo, 20), 将 锥 体 的 侧面 记 为 5, 底 
边界 为 54; U 5。 并 假设 取 外 侧 . 由 习题 4382 知道 有 
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愉 主 于 利 [(z -- zo) cos a 十 (yV 一 yo)cosB 十 (z 一 20) cos 了 |] d9 


9S1U92> 
至 | [(z 一 Zo)cosaw 十 (一 yo)cosB 十 (z 一 20) cos 了 | d59 
91 
十 | [z 一 zojcosaw+( 志 一 go)cos6+(z 一 20)cos7] d5， 
32 


以 下 分 别 计 算 最 后 一 式 的 两 个 积分 . 
在 锥 体 的 侧面 S; 上 , 由 于 上 > 0 时 满足 方程 
F(zo+tzZz 一 zZo))yo+ty 一 ozo 二 tz 一 20))=0， 
对 上 上 求 导 并 令 上 = 工 代 入 , 就 得 到 
FeZ 一 Z0) 十 1 一 20) 十 玫 (z 一 20)=0. 
于 曲面 P(z,y 2) = 0 的 法 线 方向 即 是 (开本 ,及 ) ( 见 8$6.5.2 之 (2)), 因此 在 侧面 3 
上 的 积分 中 被 积 函 数 恒 等 于 0, 即 知 积分 等 于 0. 
在 锥 体 底面 S。 上 , 方向 余弦 由 平面 方程 4z + By 二 Cz = 万 确定 . 由 于 .52 的 取 侧 
指向 与 顶点 (zo,yo, z0) 相反 的 方向 , 因此 被 积 表达 式 就 是 顶点 到 该 平面 的 距离 , 也 就 是 
锥 体 的 高 五 . 由 于 锥 体 底 面 52 的 面积 为 9, 这 样 就 得 到 所 要 求证 的 公式 
T= 到 员 [(z 一 zoj)cosaw 二 (一 yo)cos6 二 (z 一 20)cos7|d5 
S> 


习题 4384 求 以 曲面 > = 士 c 及 


和 一 QwcosWcosu 十 bsSinWSin， 
4 一 Qwcossinw 一 bsin2cosV， 
之 一 CSin 人 


为 界 的 物体 的 体积 . 


解 ”按照 惯例 , 取 ec > 0. 对 于 ze [-ccl, 有 
22 十 只 一 a2cos2 十 妃 sin2 信 
D2 oo 
5 
此 本 题 可 通过 对 截面 面积 求 积分 的 体积 计算 方法 ( 见 84.7.1) 简单 地 求 出 答案 为 
人 矿 =z| (@ 十 上 一 呈 到 | dz 


2 
二 C 


三 洛 2 平 


际 


本 二 放生 
2 区 2 “ 林 5 


= 笃 c ( 妇 二 209) 


一 27ra2c :+ 
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习题 4385.1 求 以 曲 
平面 z = 0,z = 0 为 边界 的 物体 的 体积 . 


而 Z 一 WwWcosu yy 一 sinvoz 一 一 二 acosu ( 关 0a>0) 及 


提示 “将 必 v 看 成 为 坐标 面 zOy 上 的 极 坐 标 变量 , 用 柱 


而 坐标 ww v, z 来 观察 曲 


从 曲面 与 > = 0 的 交 线 为 = acosv, 可 见 从 飞 >0 可 确 
后 又 可 确定 的 变化 范 
出 所 要 物体 的 体积 . 条 件 z = 0 似 不 起 作用 . 


习题 4385 .2 求 环 面 


2 一 (十 Qcos 幼 ) cos w， 


4 三 (十 acos 示 ) sin %p， 


2 一 QSsin 人 


所 围 区 域 的 体积 . 


定 
围 为 0 入 和 甩 acosu. 这 样 就 可 直接 通 i 


的 变化 范围 |v| 芯 然 
过 对 于 wu 的 二 重 积 分 求 


(0<a 乞 中 


解 ”这 是 环 面 的 双 参 数 方程 , 在 88.4.1 的 习题 2404 已 经 
根据 习题 4382, 现在 可 以 用 曲面 积分 来 计算 曲面 所 围 的 
(8.19), 即 双 参数 表示 的 曲面 积分 计算 公式 , 可 以 计算 如 下 . 


记 双 参数 的 变化 范围 Duo = {(w,p) | 0 乏 录 芝 270 芯 P 芯 27}, 环 面 为 9, 则 有 


TY = 寺 儿 (ZcosQw 十 VcosD 十 zcos7T)d9 
避 


j 它 来 计算 环 面 的 面积 
体积 . 利用 88.14.1 


二 寺 90(,z) ， 9(2,Z) ， 9(Z,9) 
3 吕 (六 从 亲本 从 亲 二 7 训 六 休 ) aydy 
了 仇 % 
2 
本 中 2 纺 动 | apdy 
Duoe 2 2 
=- 下 dp| 四 + (@2 十 刀 ) cos 切 十 abcos2 基 db 
0 0 
一 272a27 


注 在 8$4.7.3 的 习题 2477 中 已 经 


习题 4390 计算 


举 出 了 圆 环 体积 的 4 种 计算 方法 . 


中 (z2cosaw 十 W2cosB 十 22cos7)d59， 


式 中 9 为 部 分 圆锥 面 22 十 妇 =22(0 芝 >z 芯 j, cosacosB,cosy 为 此 曲面 外 法 线 的 方 
避 余 弱 . 

提示 5 不 是 封 困 曲面 , 但 可 以 采取 添加 一 个 “盖子 ”的 方法 构成 封闭 曲面 , 然后 用 
奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 . 在 88.14.3 的 习题 4364 的 解 2 中 已 经 用 过 这 样 的 方法 . 
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习题 4391 证 明 公式 


[本 aa 必 全 了 镍 cos(7, 7) d9， 
认 


全 
1 封闭 曲面 3 为 区 域 Y 的 表面 , m 为 曲面 9 上 在 点 (7)6) 处 的 外 法 向 量 , ” = 
和 二 罗 二 (二 35 r 为 从 点 (om 力 区 到 点 (6 人 ) 的 径 向 量 


本 


解 ”不 妨 取 盖 为 单位 向 量 , 记 史 = (cos acos B,cosy), 则 有 
和 昨 ssemas= 利 (二 cos Q ] cosB 1 全 cos7】 d.59. 
相 


若 点 (z,V z) 在 封闭 曲面 8 之 外 , 则 可 对 上 述 积分 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 , 得 到 


由 咱 度 ( 生 2)+ 训 (人 52) 姆 (和 三 )] dsdnd 


TV 

= 川 仁 = 遍 医 - 畔 +O- 史 +(C-3} 攻 td 
TV 

_ [ff dsdnd 

区 


若 点 (z, 妨 3) 在 封闭 曲面 之 内 部 , 则 上 述 三 重 积分 的 被 积 函数 十 以 点 (z, 妃 汪 ) 为 
奇 点 , 即 为 广义 三 重 积分 . 这 时 不 能 直接 用 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 公式 ， 而 需要 采取 挖 洞 的 
方法 . 这 在 格林 公式 的 应 用 中 已 见 过 多 次 (例如 见于 8$8.12.1 的 习题 4307). 

取 = > 0 充分 小 , 使 得 以 点 (z;,y 2) 为 中 心 以 = 为 半径 的 球面 完全 处 于 封闭 
之 内 . 将 此 球面 的 内 侧记 为 5。. 

将 区 域 了 挖 去 球面 S。 所 包围 的 小 球体 公 , 则 所 余 的 区 域 下 一 人 以 SU Se 为 边界 ， 
而 3 取 外 侧 和 5S。 取 内 侧 相对 于 区 域 了 - 友 都 是 外 侧 . 这 样 就 可 以 用 奥 斯 特 罗 格 拉 次 


基 公 式 得 到 
2 咱 人 = 伸 cos(7 ;也 1 各 cos(7 ,也 ) d.9. 
太一 这 总 


于 上 式 的 第 二 个 积分 中 的 ” 与 Se 的 内 法 线 方向 恪 好 相反 因此 在 35- 上 处 处 有 
cos(7,m) = 一 1 从 而 该 积分 值 等 于 一 4re2. 


在 等 式 
dsSd7 dc 2 
2 一 (| cos(m,m)d9 一 47re 
由 
的 两 边 令 <s 一 0, 就 证 明了 当 点 (z,y z) 为 3 所 包围 时 , 题 中 提出 的 等 式 仍然 成 立 . 

对 于 点 (z,z) e 3 的 情况 , 可 参见 88.13 的 习题 4329 及 其 附 图 , 从 咯 . 


1] 面 9 
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习题 4392 (高 斯 积分 ) 计算 积分 
Toy 习 = 利 2 开 3 ds 
党 
式 中 9 为 简单 封闭 光滑 曲面 , 它 是 区 域 Y 的 边界 , m 为 曲面 9 上 在 点 (, 7 5) 处 的 外 法 
向 量 , ” 为 连接 点 (z,y >) 和 点 (上 7 6) 的 径 向 量 ， 
7 一 V( 人 GZ)2 十 (一 纪 2 十 (一 切 2. 


EN 


究 两 种 情况 : 
(al) 


解 (概要 ) 这 时 的 曲面 积分 的 被 积 函 数 与 88.15 的 习题 4375 相同 (不 过 那里 不 是 
在 封闭 曲面 上 积分 ). 利用 A 二 ) = 0, 在 情况 (a) 时 直接 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 就 
得 到 被 积 函 数 恒 等 于 0 的 三 重 积 分 , 从 而 知道 T(z,y >) = 0. 而 在 情况 (b) 时 可 以 用 上 
题 中 的 挖 洞 方 法 , 将 T(z,yz) 的 计算 归结 为 以 (z,y 2) 为 中 心 , 以 s > 0 为 半径 的 球面 
外 侧 上 的 积分 , 即 得 到 T(z,y >) = 4 

注 “本 题 与 88.13 的 习题 4329 相似 , 具有 明显 的 几何 意义 . 为 此 首先 回顾 在 88.4.2 
的 习题 4050 中 引入 的 立体 角 概 念 , 其 中 在 命题 8.4 中 已 经 给 出 了 度量 立体 角 的 公式 
(8.7), 其 中 的 积分 就 是 本 题 的 曲面 积分 , 只 是 那里 的 S 不 必 是 封闭 的 . 由 此 容易 理解 
本 题 的 T(z,yz) 就 是 自 点 (z,b 2 看 封闭 曲面 8 的 立体 角度 量 , 从 而 对 在 两 种 情况 时 
的 不 同 答案 可 作出 几何 解释 . 本 题 可 参看 [11] 第 三 卷 的 653 小 节 , 其 中 还 指出 , 当 点 
(zi 力 2ES 时 , 若 9 于 该 点 处 光滑 , 则 IT(z,y >) = 27. 


折 8 不 包围 点 (z,y, 2); (b) 曲面 8 包围 点 (z, 力 汪 . 


昌 运 


习题 4393 证 明 : 若 


Do Do 02 
0xz2 92 922， 
相 TY 的 边界 3 为 光滑 曲面 , 则 成 立 下 列 公式 : 


四 和 党 9u d5 = ee 
虽 作 癌 -有 [+ 


式 中 尾 及 其 一 阶 和 二 阶 偏 导数 是 在 区 域 也 + S 上 连 在 续 的 函数 ，9& 为 沿 曲 面 8 的 外 法 
线 的 导数 


| ( 3 ) dz dy dz 十 咱 & 上 Au dz dy dz， 
记 


解 ”这 两 个 公式 都 是 三 维 空间 的 格林 第 一 恒等式 (也 成 为 格林 第 一 公式 ) 的 特例 
(参见 88.13 的 习题 4332), 因此 不 妨 先 证 明 这 个 恒等式 . 
格林 第 一 恒等式 ” 设 v 具有 与 丸 相 同 的 光滑 性 条 件 , 则 就 成 立 


OU ( 蔚 ou ， 9 9v ou ov 
昌 " 吕 9 由 or or 0oy ovy oz 只) dzdydz 


十 咱 UAvw dz dy dz. 


人 


(8.28) 
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证 明 是 简单 的 .只 要 将 左边 积分 号 下 的 9 写 出 为 梯度 向 量 gradu = ( 3 ， | 
与 单位 外 法 向 量 (cos a, cos B, cos7y) 汪 积 , 然后 用 奥 斯 特 罗 格 拉 订 基 公式 即 可 得 到 : 
昨 “ d9 = 镍 | 3 COS Q: 0 cosD + 3 cos7】 d9 
9 人 
二 9 oOw\ ， 0 ovw\ ， 0 OU 
加 | 川 攻 人 7 @ | F 蓝 生 川 azpdydz 
信 

然后 将 右边 方 括号 内 的 表达 式 加 以 整理 并 分 成 两 个 积分 就 得 到 (8.28). 
容易 看 出 , 若 令 v 三 1, 就 得 到 公式 (a), 若 令 v = 避 即 可 得 到 公式 (b)， 


习题 4394 证 明 三 维 空间 的 格林 第 二 恒等式 (也 称 为 格林 第 二 公式 ): 


9uL 9v 
咱 人 = 伸 27 537 | d5， 


阳 


式 中 区 域 Y 以 曲面 8 为 边界 , m 是 曲面 8 的 外 法 向 量 , 而 函数 wz zu(z;y z) 在 区 
域 辽 + 3 上 二 阶 连续 可 微 . 


解 ” 写 出 格林 第 一 恒等式 (8.28), 又 将 其 中 的 wv 对 换 , 两 式 相 减 即 得 . 


习题 4395 设 函 数 = v(z,y 2) 在 某 区 域内 具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 , 若 
Do oo 

二 oz2 02 922 号 

则 称 w(z,y >) 为 此 区 域内 的 调和 函数 . 

证 明 : 和 若 有 界 区 域 V 以 光滑 曲面 8 为 边界 , 是 此 区 域内 的 调和 函数 , 则 成 立 下 列 


中介 芝 9u d5 = 0; 
中 几 ( (器 ) + (各 ) azaod= 利 "器 a5 


避 
式 中 双 为 曲面 9 的 外 法 向 量 . 
j 公 式 (b) 证 明 : 区 域 Y 内 的 调和 函数 由 它 在 边界 9 上 的 值 唯一 确定 . 


S 


解 公式 (al) 和 (b) 显然 可 从 习题 4393 的 两 个 公式 得 到 ， 

为 证 明 区 域 Y 内 的 调和 函数 由 其 在 边界 3 上 的 值 唯一 确定 , 只 需要 对 于 在 9 上 恒 
等 于 0 的 调和 函数 尺 证 明 它 在 整个 区 域 V 上 也 恒 等 于 0. 由 公式 (b) 可 见 这 时 三 重 积分 
中 的 被 积 函 数 必须 恒 等 于 0, 这 就 导出 飞 在 站 内 的 所 有 侦 导 数 处 处 恒 等 于 0, 因此 只 能 
是 常 值 函数 . 由 于 在 边界 9S 上 为 0, 因此 在 了 内 处 处 为 0， 
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习题 4396 证 明 : 若 函 数 = vw(z,y2) 是 以 光滑 曲面 3 为 边界 的 有 界 闭 区 域 六 
内 的 调和 函数 , 则 
必 [esae 由 1 邓 ] aa 
信 7 1 


(DZ 2) 至 4 本 


避 

式 中 m 是 从 区 域 V 的 内 点 (z,y z) 引 至 曲面 上 的 点 (6 7 5) 的 径 向 量 ， 
7 一 VE 一 2)2 二 (一 急 十 (一 22， 

7 为 曲面 9 在 点 〈,7;6) 处 的 外 法 向 量 . 


提示 “本 题 与 88.13 的 习题 4335 类 似 , 其 差别 在 于 , 在 该 题 中 Inr 为 二 维 的 调和 函 
数 ( 见 86.2.4 的 习题 3307), 而 在 本 题 中 二 为 三 维 的 调和 函数 (见习 题 3311). 具体 来 说 ， 
即 在 习题 4394 提供 的 格林 第 二 恒等式 中 用 vw = 地 代入 . 又 由 于 ， 在 内 点 (z, 思 纹 处 有 
奇 点 , 因此 需要 从 六 中 控 去 以 点 (z, 和 z 为 心 而 半径 = > 0 充分 小 的 一 个 球 仅 , 使 得 它 
在 区 域 Y 的 内 部 . 然后 对 于 区 域 了 -- 公 用 上 述 恒等式 即 可 . 


局 


习题 4397 (平均 值 定理 ) 证 明 : 若 习 二 ul, 2 为 一 个 球 内 的 调和 函数 , 此 球 的 
半径 为 忆 ， 球 心 位 于 点 (Zo, yo， 20)， 则 


&(Z0, yo, 20) 三 二 作 V(D, UV 2) Q.9. 
总 


提示 “可 参考 88.13 的 习题 4336 的 证 明 及 其 注 1 


习题 4398 ( 极 大 值 原理 ) 证 明 : 若 有 界 闭 区 域 了 内 的 连续 函数 v = ww(z,yz) 在 
此 区 域内 部 是 调和 函数 , 并 且 它 不 是 常数 , 则 此 函数 在 区 域内 的 点 处 不 能 达到 最 大 值 和 
最 小 值 . 


贞 


提示 8$8.13 的 习题 4337 中 的 证 明 只 依赖 于 相应 维 数 的 平均 值 定 理 , 在 其 他 方 印 
维 数 无 关 . 


习题 4399 ( 阿 基 米 德 原理 ) 设 物体 六 全 部 衣 没 于 液体 
液体 的 浮力 等 于 物体 所 排 开 的 液体 的 重量 , 其 方向 是 竖 直 向 上 . 


解 如 附 图 所 示 , 问题 就 是 求 浸没 在 静止 液体 中 的 物体 了 


, 利用 帕斯卡 定律 证 明 : 


的 表面 8$ 上 所 受 压力 的 合力 , 这 正 是 一 个 曲面 积分 问题 . 
将 液体 的 自由 表面 取 为 坐标 面 zOyw 使 0z 轴 垂 直 向 下 . 情 

设 液体 密度 为 六 重力 加 速度 为 , 则 在 深度 为 > 的 曲面 面积 元 “有 

d5 上 所 受 的 压力 的 大 小 为 pgzd5, 其 方向 为 曲面 的 内 法 线 方 马 

向 . 若 记 曲 面 的 外 法 线 方 向 的 方向 余弦 为 cos as cos 8, cosy, 则 

所 受 的 压力 为 习题 4399 的 附 图 


(一 0gzcosaz 一 pgzcosD7 一 0qzcosy 开 ) d9. 
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评 


1 面 9 上 积分 后 就 得 到 物体 所 受 的 合力 为 
五 三 一 (094 站 zcosawd9jz 一 (pgdhzcos6d9j17 一 (1p9 人 hzcos7ydo9 |) 
人 
对 每 个 分 量 用 奥 斯 特 罗 格 拉 菊 基 公 式 , 就 得 到 


=0i+07 一 (oo||azeyd) K 
信 


= 一 0g|Y|R， 

其 中 |7| 为 物体 的 体积 . 这 就 是 阿 基 米 德 原理 . 
注 1 本 题 可 参考 [11] 第 三 卷 的 654 小 节 的 例题 89), 其 中 还 进一步 证 明 , 竖 直 向 上 
的 合力 的 作用 线 通 过 物体 的 几何 重心 . 
注 2 考虑 到 液体 自由 表面 所 受 的 压强 zo (通常 这 就 是 地 球 大 气 所 施加 的 压强 ), 在 
下 积 元 dS 上 所 受 的 压力 大 小 应 修改 为 (po + pgz)d5. 这 里 用 到 帕斯卡 定律 , 即 外 加 压 
强 将 按照 原来 的 大 小 传递 到 液体 的 所 有 部 分 . 但 从 上 述 计算 可 见 , 这 对 于 最 后 的 结论 
( 即 阿 基 米 德 原理 ) 没有 影响 . 

注 3 阿 基 米 德 原 理 对 于 没有 自由 面 的 情况 仍然 成 立 . 这 时 对 上 述 解法 需 作 如 下 修 
改 , 即将 坐标 面 z9y 取 在 物体 之 上 液体 的 任何 水 平面 上 , 假定 这 里 的 压强 为 po, 然后 再 
进行 计算 即 可 . 注意 这 时 的 压强 仍然 是 坐标 > 的 线性 函数 . 


习题 4400 (波动 方程 的 基 尔 霍 夫 公式 ) 设 9 是 动 球面 (CE 一 z)2 上 (7 一 人 败 2 二 (( 
22 = 万, 而 函数 /em 0) 为 二 阶 连续 可 微 也 , 证 明 : 函数 


4 
tt 
满足 波动 方程 
Do ov 092 
0z2 9092 92 0 
和 初始 条 件 直 = 0 怠 | = joy 全 


解 ”在 球面 9 上 用 以 点 (z,y 2) 为 中 心 的 球面 坐标 , 将 vw(z,y >, 思 的 基 尔 霍 夫 公 
式 改 写 为 


2 
oa 有 = 和 | 8| A++ 吉 + 志 z+ 雹 ) 有 mpdp， 29) 


全 中 为 简明 起 见 记 记 和 Sin % COS 0， Oo 和 Sin Sin 0， 03 二 CO8 %， 而 (91, 2, 03) 二 筷 即 
是 3 的 单位 外 法 向 量 . 
等 式 (8.29) 即 可 见 满足 条 件 |，。 = 0. 又 将 此 等 式 对 上 求 导 得 到 


Q@ 在 《习题 集 》 中 对 本 题 具 假设 三 连 续 , 这 个 条 件 是 不 够 的 , 除非 要 在 广义 解 的 意义 上 来 理解 . 为 保持 本 
题 的 初等 性 质 , 这 里 将 的 条 件 增强 为 二 阶 连续 可 微 . 
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ou zt 1 Pr 
3 | ye+ 二 + 雹 ,>+ 志 )smedy 
+ 查 |@| mi + 六 各 +Np)smpade 
0 代入 即 可 见 满足 条 件 WA (zh 2) 呈 . 
~2 2 
将 拉 普 拉 斯 算 子 A = -9 2 作用 于 (8.29) 的 两 边 , 就 得 到 
^Av= 去 | dg| ( 扣 jj3) sin p dp 
8.31 
ee as 和 
9t 
为 求 习 对 于 的 二 阶 偏 导数 , 先 将 等 式 (8.30) 改写 成 曲面 积分 的 形式 , 并 对 其 右边 
的 曲面 积分 用 奥 竺 罗 格 拉 区 基 公 式 这 样 就 得 到 
和 = 人 + 二 人 (PP 十 肪 ba 十 疙 8] dS， 
1 
于 二 二 


T(b = | | | (下 十 网 十 隐 )4dnd5， 


右边 的 积分 区 域 友 是 球 


然后 即 可 对 二 求 导 得 到 


全 


看 3, 所 包围 的 球体 . 


雪 


让 


D2u 二 (全 1 


9 一 1\ 志 ”4 


最 后 将 TO 的 三 重 积 分 用 球 多 
2 
dr | db | (出 十 隐 十 拘 )r2sinpdp， 


TO = 


油水 


亿 1 
0 万 人 4 2 4 天 


| 


呈 


0 


1 右边 的 变量 上 只 出 现在 对 


标 写 为 三 次 积分 , 就 有 


积分 的 上 限 中 , 因此 即 可 求 出 


了 仁 
演 上 人 人 十 克 十 的) 丰 snepdop 


-种 人士 态 jss) d5t， 


将 此 式 代入 孔 汪 的 表达 式 中 , 并 与 (8.31) 作 比较 , 即 可 看 出 用 基 


引 | 
LA 


uw(z;2; 2 区 满足 波动 方程 . 


@ 由 于 基 尔 霍 夫 公式 在 上 = 0 时 没有 定义 , 因此 初始 条 件 应 理解 为 在 上 一 0 的 意义 上 满足 . 
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88.17 场 论 初步 (习题 4401.1-4462 ) 


内 容 简介 本 节 的 习题 按照 场 论 中 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 、 通 量 、 环 量 和 有 势 场 等 基 
本 概念 分 成 小 节 , 并 在 补 注 小 节 中 讨论 最 后 两 个 较为 困难 的 习题 . 
场 论 的 参考 材料 除了 [11] 的 818.4 之 外 , 可 看 [33] 的 第 十 四 章 和 [20] 的 第 六 章 . 


8.17.1 ”梯度 计算 (习题 4401.1-4419) 


梯度 是 对 于 标量 场 (也 称 为 数量 场 ) 的 一 种 刻画 . 从 场 论 的 角度 看 , 对 于 给 定 的 连续 
可 微 的 标量 场 凡 = w(z,y 2), 定义 其 梯度 向 量 为 


gradu 一 9ui+ 9ui+9uK 


o7 ay 7 0z 
在 场 论 中 也 经 常 使 用 微分 算 卫 


4 
OZ 9 


于 是 梯度 就 可 记 为 VuQ 
在 连续 可 微 的 标量 场 v 的 定义 域 的 每 一 点 处 有 梯度 向 量 , 这 样 就 得 到 一 个 向 量 场 
即 梯度 场 . 根据 定义 , 梯度 场 是 有 势 场 ,v 就 是 该 向 量 场 的 一 个 势 函 数 . 


习题 4401.2 设 允 = zy 一 2 求 gradqv 在 点 M(-9,12,10) 的 大 小 和 方向 . 沿 坐 标 
角 zOy 的 等 分 线 方向 的 导数 Gy 等 于 什么 ? 


解 ”根据 定义 求 导 得 到 
gradv = (2 一 22)， 
在 点 M 处 则 为 gradw(M) = (12, -9,-20). 它 的 模 长 为 
lgradw(aO| = VI144 二 81 十 400 = 25， 


方向 余 弱 为 
cosa= 荔 ， cos6= 一 匣 ， cos7 一 一 二. 
为 了 求 点 M 处 沿 坐 标 角 zOy 的 等 分 线 方向 的 导数 , 先 求 该 方向 的 单位 向 量 
(私交 
然后 就 有 
全 | ， -gradul0) :11 位- 和 


习题 4404 作 标 量 场 
了 Vz2 十 92 十 (z 一 8)2 
的 等 值 面 . 求 通过 点 M(9,12, 28) 的 等 值 面 . 在 区 域 2 十 内 十 刀 芝 36 内 maxv 等 于 什 
人 入 ? 
外 与 方向 导数 相 联系 , 在 86.2.6 已 经 引入 梯度 的 概念 . 建议 初学 者 复习 该 小 节 的 前 言 和 习题 , 其 中 包括 梯 
度 的 基本 性 质 和 它 与 方向 导数 的 关系 . 


350 第 作 章 “” 重 积分 、 曲线 积分 和 曲面 积分 


解 ”用 一 点 中 学 数学 的 平面 解析 几何 知识 已 经 足够 解决 本 题 . 

uw(z,y; 2 的 值 就 是 点 (zy 2 到 点 (0,0, -8) 和 (0,0,8) 的 距离 之 和 . 由 于 这 两 点 的 
距离 为 16, 根据 距离 的 三 点 不 等 式 , 可 见 v > 16. 

对 于 炎 = 16, 则 只 有 连接 上 述 两 个 点 的 直线 段 上 的 点 满足 这 个 要 求 . 因此 等 值 面 退 
化 为 直线 段 . 


对 于 vw > 16 的 等 值 面 , 可 先 求 坐标 面 zz 与 该 等 值 面 
的 交 线 (参见 附 图 )， 由 于 它 是 焦点 已 给 定 的 情 加 线 , 就 
可 按照 v 的 定义 求 出 棋 圆 的 长 半 轴 为 c = 和 华 , 短 半 轴 为 
5 = \/ 所 - -64, 因此 就 得 到 顶 圆 的 标准 方程 为 
-5 人 =1 (w > 16) 
0 ee 
将 上 式 中 的 z2 换 为 z2 十 她 , 就 得 到 的 等 值 面 为 旋转 酉 球面: 和 404 的 几 
0 =1 (> 16) 
人 -64 
4 4 
为 求 经 过 点 M(9,12,28) 的 等 值 面 , 只 要 求 出 v(9,12,28) = 25 + 39 = 64, 然后 代 


入 上 式 就 得 到 所 求 的 等 值 面 为 
2Z2+2 2 1 
960 1024 


在 满足 条 件 妇 十 内 二 2 冯 世 36 时 , 根据 上 述 等 值 面 即 可 看 出 的 最 大 值 一 定 在 此 
不 等 式 成 立 等 号 时 达到 . 下 面 对 此 给 出 计算 和 证 明 . 

先 看 出 取 z2 + = 36, > = 0, 就 得 到 v = 20. 下 面 将 证 明 它 就 是 在 约束 条 件 
zZ2 十 %2 十 22 和 及 36 下 尽 的 最 大 值 . 

为 此 可 利用 前 述 等 值 面 方程 , 即 有 


442 2 2 2 ， 2、 (fa22 2 
上 ) 人 全 的 下 ( 雪 64) > 
2 
人 36 
两 边 约 去 妇 - 并 加 以 整理 就 得 到 to 甩 400, 即 习 过 20. 还 可 以 看 出 当 且 仅 当 > = 0 时 
公 一 20. 


习题 4407 精确 到 高 阶 无 穷 小 量 , 求 在 点 Mo(zo, yo, z0) 处 之 两 个 无 限 接近 的 等 什 


| 


u 人 (zc 及 up2) 三 c 二 Ac 
之 间 的 距离 , 其 中 vw(zo,yo,zo) = c (gradvw(zo,yo,zo) 夭 0). 
解 点 Mo(zo,yo,zo) 到 等 值 面 wz, 思 2 = c++ Ac 的 距离 就 是 点 Mo 到 该 等 值 面 
上 的 点 M(z,yz) 的 距离 之 最 小 值 . 记 r = V(z 一 2z0)2 十 侯 二 加 十 (z 一 20)2, 则 需要 
求 2 在 约束 条 件 wu(z,y z) = c++ Ac 下 的 最 小 值 点 . 
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简单 的 点 集 拓 扑 概 念 知道 , 等 值 面 上 的 点 全 体 成 为 一 个 闭 集 , 而 点 到 闭 集 的 最 小 
值 必 可 达到 , 因此 上 述 最 小 值 点 存在 马 . 

函数 v 的 连续 可 微 性 可 知 , 最 小 值 点 将 随 着 Ac 一 0 而 趋 于 点 Mo0. 于 是 当 Ac 的 
绝对 值 充 分 小 时 , 根据 gradvw(Mo) 不 是 零 向 量 的 条 件 , 在 最 小 值 点 处 的 梯度 向 量 也 不 会 
零 向 量 , 因此 可 以 用 8$6.7.2 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 于 上 述 条 件 极 值 问题 (参看 命题 6.6 和 
6.7). 


计 


作 拉 格 朗 日 函数 
厂 王 人 一 和 (人 力 2 一 c 一 Ac)， 
则 得 到 驻 点 方程 为 
2(Z 一 Z0) 一 和 uz 三 2 一 g0) 一 和 ay 王 20z 一 20) 一 和 ul 
这 个 方程 组 表明 , 从 Wo 到 最 小 值 点 的 径 向 量 
(Z 一 2Z029 一 00;z 一 20) 
在 相差 高 阶 无 穷 小 量 的 意义 上 与 点 Mo 处 的 梯度 向 量 共 线 . 由 于 梯度 的 模 就 是 在 梯度 方 
向 上 的 方向 导数 的 绝对 值 , 因此 从 方向 导数 的 定义 可 见 , 在 点 Mo 处 所 求 的 等 值 面 之 间 
的 距离 在 相差 高 阶 无 穷 小 量 的 意义 上 等 于 
Ac| 
gradw(o 
习题 4414.2 证 明 : 若 函 数 v = vw(z;,yz) 在 凸 区 域 内 可 微 , 且 | gradzv| 入 M 
其 中 M 为 常数 , 则 对 于 9 中 任意 两 点 4, 巨 有 : 
ML) 一 wwB)S MPp04 ,DB)， 
式 中 p(4,B) 为 4 与 已 两 点 之 间 的 距 


亚 


解 将 点 4, 忆 分 别 记 为 (zo,yo,z0) 和 (zih,2), 定义 从 点 4 到 点 互 的 直线 方程 
Z( 雪 三 Z0 十 丰 Z1 一 2Z0)， yy 的 三 加 十 丰 说 一 90)， 2z 夫 三 20 十 不 和 一 20) (0 忒 二 和 甩 1)， 
然后 定义 复合 函数 正人 罗 = wz 人 yb,z(G) (0 和 过 1 则 4) = 开 (0), uv(B) = ()， 
且 知 道 环 人 在 [0,1 上 连续 , 在 (0,1) 上 可 微 , 因此 根据 拉 格 朗 日 微分 中 值 定 理 , 存在 
0 < 上 < 1 使 得 


wu 人 (B) 一 ww4) = 一 OO)= 忆 (9 

利用 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 , 就 有 

下 ( 人 (9 三 风 (Z1 一 2Zo0+t( 一 9) 十 (2 一 20)， 

其 中 v 的 三 个 偏 导 数 是 在 点 (z(6),y(5),z(5)) 处 取 值 . 
最 后 | 


Me(B) 一 w 人 4 = 本 和 V 二 你 十 内:V(a 一 zoj2 二 (由 一 加 )2 十 (2 一 20) 


入 Mop(4, 也 )， 


@ 在 引入 空间 点 集 的 开 和 闭 的 概念 之 后 , 即 可 证 明 点 到 闭 集 的 距离 , 无 论 该 闭 集 有 界 还 是 无 界 , 都 一 定 可 
以 达到 ， 
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注 将 本 题 与 86.2.1 的 习题 3254 作 比 较 , 差别 上 只 在 于 本 题 对 “加 上 可 微 条 件 , 从 
而 可 以 用 复合 函数 的 链 式 法 则 , 所 得 的 结论 比 那 里 好 , 而 证 明 还 比 那里 简单 得 多 . 


E 圆 柱 坐 标 系 中 的 表达 式 . 


习题 4415 (a) 对 于 函数 妨 = wz 2 写 出 gradqv 和 


解 ” 先 要 求 出 在 空间 的 点 (z,y, >) 处 按 柱 坐 标 系 生 成 的 单位 向 量 er, ee 和 ez:. 
以 e; 为 例 , 它 是 当 P 和 > 固定 而 > 变化 时 得 到 的 坐标 线 的 单位 切 向 量 . 从 柱 坐 标 


代 换 


议 


2 一 cogD，0 一 7SinpD，， 之 一 2 
对 了 求 导 , 即 可 求 出 er = (cos ,sin p, 0). 
同样 可 求 出 es = (- sin p,cosp,0), ez = (0,0, 1). 
然后 需要 将 gradu = ( 必 ,u 邮 ) 投影 到 上 述 三 个 单位 向 量 上 去 . 由 于 它们 相互 正 
交 , 为 此 上 只 要 分 别 作 标量 积 即 可 . 作 如 下 计算 : 


/ 1 天 多 / 志 1 
2 本 


一 cosD 十 则 Sinp 一 外 adu er， 
关 ，、a 类 大 天 弟 < 尖 关 
2o 二 2z 2 十 2 Wo 2 
一 人 巡 (-rsinp) 十 rcosop 一 rrgradw e 
0 2 2 一 8 %) 


/ 
2 一 gradez， 


就 可 得 到 
gradu = (gradu :er)er 十 (gradu'eo)eo 二 (gradu ez)ez 


了 1 1 并 
二 WUrer 十 元 Upewp 十 岂 zez. 


E 交 坐标 的 特例 .仿照 88.17.2 的 习题 


注 ， 柱 坐标 以 及 球 坐 标 都 是 更 为 一 般 的 ] 
4434, 可 以 考虑 用 正 交 坐标 如 ww 表示 梯度 向 量 grad 玉 的 更 为 一 般 的 问题 , 其 中 环 为 
连续 可 微 的 标量 场 . 
, 只 需要 求 出 grad 环 与 


引用 习题 4434 的 记号 , 在 得 到 eu ev ew 和 了 工 ,M, N 之 后 
这 些 单位 向 量 的 标量 积 . 

根据 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 , 就 可 以 得 到 

天王 天 : 帮 十 页: 人 十 形 : 克 三 gad 下 . 多 一 卫 grad 忆 .euw， 


.2 一 grad 瑟 . 科 一 Mgrad 亚 .ew 


天 二 央企 有 :化 下 有 


胞 = 慌 : 鸣 十 为 : 约 二 形 : 鸭 =gradF 和 NeradP eu， 


于 是 就 有 


_ 工 mr ， 工 mv 1 
grad 厂 三 元 Zouev | 订 如 ev F 六 


此 就 得 到 前 面 的 结果 . 


芝 
下 weEi 


六 


对 于 柱 坐 标 有 五 = N =1 AM = 
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习题 4416 求 场 = 妃 十 三 十 务 在 已 知 点 M(z,yp 2) 处 滑 此 点 的 径 向 量 之 
方向 的 导数 . 在 怎样 的 情况 下 , 此 导数 等 于 梯度 的 模 . 


然后 写 出 了 = (z, 钞 3) 的 方向 余弦 (全 , 艺 , 立 ), 就 可 以 得 到 所 要 的 方向 导数 
ou _ 2 7 2 2 22 2 2 
or ao27r 1 江 7 ec 7 大 “ 
要 使 得 方向 导数 等 于 梯度 的 模 , 也 就 是 达到 最 大 值 , 只 有 当 该 方向 为 梯度 方向 时 才 
可 能 , 这 就 是 以 下 两 个 向 量 平行 : 
(等 , 尝 , 笃 ) (cy 
0 2 cc 
此 可 见 , 若 a = 了 = c ( 按 惯例 它们 均 取 正 数 ), 则 任何 点 的 径 向 量 方向 的 导数 都 达 
到 最 大 值 . 
对 于 此 条 件 不 成 立 的 情况 , 则 当 w 忆 c 中 只 有 两 个 相等 时 , 例如 o = 关 c, 则 在 
z = 0 的 平面 上 的 点 , 沿 径 向 量 方向 的 导数 达到 最 大 值 
对 于 we 全 不 相等 的 情况 (此 时 v = 常数 为 三 轴 焕 球面 ), 在 三 个 坐标 轴 上 的 点 沿 
径 向 量 方向 的 导数 达到 最 大 值 
解 2 在 解 1 中 利用 了 梯度 与 方向 导数 的 关系 , 但 这 并 非 必要 . 如 解 1 中 求 出 的 梯 
量 可 计算 得 到 其 模 为 


度 向 
2 2 2 
lgradl= 2 切 十 让 十 妇 ， 
因此 当 季 = 她 = || grad al 时 就 得 到 等 式 
02 22 2 02 2 2 
本 一 VzZ2 十 凶 2 十 22. 二 证 人 
然而 将 上 式 左 边 写 成 两 组 数 的 乘积 之 和 , 然后 用 柯 西 不 等 式 即 可 得 到 
02 2 22 邦 2 之 
人 


< V 现 + 砚 责 .于 + 寻 十 要 
这 表明 目前 的 柯 西 不 等 式 以 等 号 成 立 , 而 这 具有 当 两 组 数 成 比例 时 才 可 能 发 生 . 于 是 就 
导致 与 解 1 相同 的 等 式 与 结论 (参见 8$2.7.2 的 习题 1293 及 其 注 ). 


8.17.2 ” 散 度 计算 (习题 4420-4434) 


散 度 是 对 于 向 量 场 的 一 种 刻画 . 对 于 连续 可 微 的 向 量 场 o = (az,ay,az) 定义 其 散 
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oaz | 9ay | oOaz 

or 0 oz 

在 场 论 中 也 经 常用 微分 算 子 V 将 散 度 记 为 Ya. 

在 连续 可 微 的 向 量 场 a 的 定义 域 中 考虑 每 一 个 点 处 的 散 度 , 就 得 到 散 度 场 . 它 是 一 


div a 一 


在 88.16 中 的 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 在 场 论 中 经 常 写成 为 


利 ad5 = 中 divadzdydz， 
总 肖 . 


其 中 an = a . 即 是 向 量 aw 在 .9 的 外 法 线 方 向 上 的 投影 . 


这 


& 标 系 的 选择 无 关 . 


习题 4421 用 直接 计算 的 方法 证 明 : 向 量 场 a 的 散 度 与 直角 


解 为 记号 简单 且 便 于 用 线性 代数 知识 起 见 , 这 里 对 一 般 的 ” 维 空 间 中 作出 证 明 . 
设 原来 的 直角 坐标 系 中 相互 正 交 的 单位 向 量 系 为 ei (= 1 ,7 空间 中 点 的 坐 
标 为 (21，… ， 这 史 ) 向 量 场 a = to ,an )， 其 Qi 一 ai(Z1 | ( 7 下 ;72) 为 


连续 可 微 函 数 , 散 度 为 diva = 》、 au 
先 


DZ 
3 一 讲 
见 在 选用 新 的 直角 坐标 系 @, 其 中 相互 正 交 的 单位 向 量 系 为 e' (= 1 ,m), 空间 
中 点 的 新 坐标 为 (中 ，…… ,2). 坐标 变换 公式 为 


人 (一 1 7)， 


向 量 场 Q 一 (a4，， 这 ,am )， 其 中 


于 是 在 新 坐标 局 


于 上 述 变换 中 的 系数 组 成 的 矩阵 4 = (GE ,7 为 实 正 交 阵 , 因此 4-1 = 双关 二 河 
是 逆 变 换 公 式 为 


0; 一 >》 oji2 (一 1 7) 
J=1 
这 样 网 本人 和 全 人 尖 的 向 量 场 a 的 散 度 如 下 : 


0 一 0 
一 池 - 3 (oo -二 路 0 
?一 4E 2 当 
关 ， 


人 


二 


上 


户 


一 
也 


四 和 (有 | 


J=1K=1 =1 


@ 由 于 在 平移 变换 下 的 不 变性 是 平凡 的 , 这 里 的 原点 不 作 变 动 . 
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于 矩阵 4 为 正 交 阵 , 各 行 相互 正 交 , 而 模 均 等 于 1, 因此 上 式 中 的 》 aijaik 仅 当 


)》 


放 1 
了 一 天 时 为 1, 而 当 了 却 天 时 为 0. 这 样 就 得 到 所 要 求证 明 的 等 式 : 

oo 亡 oai 

一 0 < 一 0zj 

Se 了 == 坟 


即 散 度 的 定义 与 直角 坐标 系 的 选择 无 关 . 
注 对 于 = 3 的 情况 , 又 可 将 本 题 看 成 为 后 面 的 习题 4434 的 特例 . 按照 那里 的 
记号 , 由 于 ds? = dz2 十 dy 十 dz2 = dz 到 十 dz 汉 十 dz 因此 二 =M = N=1 从 而 就 


史 Du/ 
得 到 diva == 天 


2 


习题 4422 证 明 : 


0 
diva(AM) = 省 呈 1 坟 出 an d.9， 


中 9 表示 包围 点 M 的 封闭 曲面 , Y 是 该 曲面 所 围 区 域 的 体积 , m 为 曲面 3 的 外 法 向 
, d(5) 为 曲面 9 的 直径 . 


本 人 


解 ” 题 中 的 on 是 向 量 a 在 双方 向 的 投影 . 将 封闭 曲面 3 所 围 区 域 记 为 0, 用 奥 斯 


特 罗 格拉 菊 基 公式 就 得 到 
利 an d9 一 | 川 ar Q dz dy dz2， 
总 避 
然后 对 右边 的 三 重 积分 用 


家 定 理 , 即 存 在 点 Ce 9, 使 得 上 式 右 边 等 于 

div a(C) .7. 两 边 除 以 站, 令 d(5S) 一 0, 则 点 C 趋 于 点 M, 即 得 所 求 的 公式 . 
注 _ 本 题 的 结论 表明 散 度 与 直角 坐标 系 的 选择 无 关 , 因此 相当 于 对 习题 4421 所 要 

的 结论 给 出 一 个 新 的 证 明 , 但 不 是 通过 直接 计算 的 方法 . 


| 
光 

让 
闻 
记 > 
LIUT 


习题 4423 .2 求 


让 

dv 9 -| 
oO7Z 0 oz 
wz wy ws 


解 ”直接 计算 得 到 
IC 
， ( 富 学 】 四 1 (等 3 5 人 人 六) 

D2w。 Du D2w。 D2w。 Du D2w。 


0roy orzoz 0y0z ”9yoz 二 57 909z0V/ 


一 0， 


RS 


其 中 利用 了 向 量 场 w 为 二 阶 连 续 可 微 的 条 件 , 因此 它 的 所 有 二 阶 混合 侦 导 数 均 与 求 导 


页 序 无 关 . 
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注 _ 利 用 旋 度 概念 , 题 中 的 行列 式 就 是 向 量 场 w 的 旋 度 场 rot w, 因此 本 题 证 明了 
div(rotw) = 0, 即 旋 度 场 必定 是 无 源 场 . 这 在 88.16 的 习题 4381 的 注 中 已 经 提 到 过 , 又 
见于 后 面 的 习题 4439(b). 


习题 4425 求 div(grad v). 


解 ”直接 计算 得 到 
。 Do Droy aroy oo ov ov 
0 07 ( 0y (有 0z ( oz2 92 
注 “ 本 题 的 结论 是 一 个 常用 的 公式 , 也 可 记 为 Y.(Vu) = Auw, 或 者 按照 算 子 符号 
记 为 V2 =V.Y = 和 . 


习题 4431 设 流体 充满 空间 并 以 恒定 角速度 w 治 逆 时 针 方 向 绕 Oz 轴 旋 转 , 求 速 
度 向 量 w 和 加 速度 向 量 w 在 给 定时 刻 在 空间 点 M(z,y >) 处 的 散 度 . 


解 ”在 旋转 轴 上 取 某 点 为 原点 O, 将 角速度 用 向 量 w = 0 十 07 十 2 
wj 表 六 一 1 十 9 十 5 表示 从 O 到 空间 点 M(z,y z) 的 径 丫 、 


泵 ， 有 全 
量 , 则 在 该 点 的 速度 向 量 与 w 和 > 都 正 交 (参见 附 图 ) 记 它 们 的 夹 《十 
角 为 9, 则 速度 的 大 小 为 |>|| .wsing, 因此 就 有 


b 
1 7 开 
2 O 
=wx7yr=|0 0 w| = 一 wV2 十 w7ZI， 
人 1 2 习题 4431 的 附 图 


此 即 可 求 出 速度 向 量 v 的 散 度 为 


divw = 0. 

于 径 向 量 ” 的 端点 M 作 和 匀速 圆 周 运动 , 即 可 知 其 (向 心 ) 加 速度 向 量 为 指向 Ox 
轴 上 且 大 小 等 于 w2 Vz2 十 y2, 因此 用 向 量 表 出 为 

10 一 一 0228 一 277， 


于 是 就 可 求 出 其 散 度 为 divtw = 一 2w2. 


习题 4433 求 由 极 坐 标 ” 与 p 表示 的 平面 癌 量 a = a(r,p) 之 散 度 的 表达 式 . 


解 1 利用 z=rcosp,y=rsnoep 对 7 求人 往 导 , 可 求 出 在 p 不 变 时 的 向 量 线 ( 即 矢 
径 方 向 ) 的 单位 向 量 er = cospoz + sino7, 又 将 上 述 两 式 对 p 求 偏 导 , 可 求 出 在 ” 不 变 
时 的 向 量 线 ( 即 以 原点 为 中 心 的 圆周 ) 的 单位 向 量 e。 = 一 sin oz 十 cos p7. 

将 给 定 的 平面 向 量 场 a(>, p) 向 上 述 两 个 方向 投影 , 得 到 

aoO) =arp)er 十 app)ee， 
问题 就 是 如 何 用 ur 和 ae 来 计算 散 度 div a. 将 er 和 ee 的 表达 式 代 入 a(r,e2) 的 上 述 等 
式 的 右边 , 即 可 得 到 它 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 为 


Q 一 az 十 ay7 =(arcosp 一 aosinwo) 十 (arsinop 十 aocoswp)I7. 
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为 了 计算 上 述 两 个 方向 的 分 量 对 z 和 Y 的 信 导 数 , 需要 先 写 出 以 下 等 式 : 


， 1 sn 大 
7 二 下 二 co80， 人 二 元 二 Siny， 0 一 六 ， Yoy 一 了 5 六 
然后 即 可 计算 如 下 : 


diva == 刀 (orcosp 一 ao sin %p) 十 六 (Cr sin % 十 ao cos %p) 
0 0 
一 于 (or cogsp 一 aosinwp)r4 十 atw cogsp 一 aosinwp)p4 


十 呈 (o sinp 十 ap cosp)ry 十 语 @w sinP 十 ap cos%)9g 


人 cogs 9oe 交 ) cos CoS Si 9oe Si cos 】 9 
一 一 一 一 Sin 人 一 QWrSlD 二 一 QQ ES 
oar 5 oa oao cogs m 
| ( Sin 2 才 cosgpjsinp+ (Sr simnp+arcosp 十 Se cosp 一 apsinp) 一 人 
97 07 0 90O 六 
ou 1 1 oao 
or 7 7 op 


解 2 用 格林 公式 可 给 出 一 个 计算 较 简 单 的 证 明 . 
其 中 er ee ar ap, az 和 ay 与 解 工 相同 . 

取 极 坐标 系 的 点 (ro,po), 如 附 图 所 示 作 出 等 值 线 
7 一 ro7r=ro+Ane2=o%oo2=9po 二 Ap, 其 中 增 
Ar > 0, Ap > 0. 这 样 就 围 成 图 中 的 灰色 区 域 , 在 相 
高 阶 无 穷 小 量 时 可 以 作为 矩形 来 看 竺 . 将 该 区 域 记 为 9 
其 边界 的 正方 向 围 线 记 为 C, 则 可 以 用 格林 公式 的 第 二 
形式 ( 见 88.12.3 的 命题 8.6 的 公式 (8.13)) 得 到 习题 4433 的 附 图 

外 2 十 2 dz dy 王 az cos(m; DZ) 十 ay cos( mV)] ds. 

在 相差 高 阶 无 穷 小 量 的 意义 上 , 上 式 左 边 等 于 在 点 (ro,po) 的 散 度 乘 以 区 域 9 的 面积 . 
将 3 看 成 矩形 , 其 两 边 长 为 rrAp 和 Ar, 面积 就 是 rArAp. 

右边 则 是 在 四 段 边 界 曲线 上 的 积分 . 先 看 > = ro 十 Ar 上 的 一 段 边 界 . 在 相差 高 
阶 无 穷 小 量 的 意义 上 这 时 的 外 法 向 量 可 看 成 为 曲线 段 上 某 个 点 的 er, 而 积分 表达 式 
az cos(ma;zZ) 十 ay cos(m,y) 就 是 向 量 a 在 此 单位 向 量 上 的 投影 cu, 也 就 是 ur, 其 中 变量 
7 一 70 十 Ar. 由 于 曲线 段 长 度 可 用 (ro 十 Ar)Ap 来 代替 , 因此 积分 为 (rar-Ap) 多 
对 于 7 = ro 上 的 一 段 边 界 , 其 外 法 向 量 为 -er, 相应 的 积分 为 -roApl . 将 这 两 段 


必 民 


曲线 上 的 积分 相 加 , 就 可 将 其 主 部 写 为 
9(rar 
2 和 Ap. 
对 2=wo 和 wp:=w% 十 Ap 上 的 两 段 曲线 的 积分 作 类 似 的 讨论 , 就 得 到 
人 Aray 
等 置 以 上 结果 , 除 以 ArAp 并 令 Ar + Ap2 一 0, 又 利用 (ro, po) 的 任意 性 , 就 有 
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go(rar) ，o9ao 
or op | 上 


div a 一 > | 


习题 4434 设 uv,u 为 正 交 曲线 坐标 , 且 
2Z=jUU)，2V=g0vw)， 2 一)， 
坐标 ww v, w 表示 div a(z, 2. 
作为 特殊 情形 , 求 div a 在 柱 坐 标 和 球 坐标 下 的 表达 式 . 


SA 


解 ” 如 习题 4433 所 示 , 以 下 将 采用 该 题 的 解 2 中 的 方法 . 
仿照 习题 4433 以 及 8$8.17.1 的 习题 4415(a), 先 求 出 在 空间 的 点 (z,y, 2) 按照 新 的 
坐标 系 生 成 的 单位 向 量 eu，ev，evw、 
记 径 向 量 为 > = (jw ghj) 则 就 可 得 到 沿 坐 标 线 的 切 向 量 


Om Om Om 
OoL” ou ” ouw” 
将 它们 的 模 分 别 记 为 二 M, N, 于 是 就 得 到 
_ 工 om 1 or _ 19r 
2 


根据 题 设 条 件 , 它们 相互 正 区. 
将 向 量 a(z,y, 2) 通过 标量 积 计 算 投 影 到 上 述 三 个 方向 上 得 到 
Q 一 Quevu 十 Quveuo 十 Queuw) 
以 下 的 问题 是 如 何 计算 散 度 div a. 
任意 取 定 参数 值 wuo,vo,to, 并 取 充 分 小 的 增 量 Av > 0, Av > 0, Aw > 0, 作出 等 
值 面 业 = uo, 必 =uw 二 Auu=vou=vo 上 +Auowu=auwo 邮 = 十 Aw, 则 在 相差 高 阶 
无 穷 小 的 意义 上 围 成 一 个 小 的 平行 六 面体 了 . 将 它 的 外 侧 边 界面 记 为 9, 根据 奥 斯 特 罗 


格拉 菊 基 公式 得 到 


T 


| 川 avaaz dydz = 镍 an d5. (8.32) 
人 


这 时 左边 在 相差 高 阶 无 穷 小 量 的 意义 上 就 是 体积 CAMNAuwAuAu 与 diva(uo,vo,2z0) 
的 乘积 . 右边 则 需要 分 别 考察 6 个 面 上 的 通 量 . 

先 观察 在 = wo + Au 的 等 值 面 上 的 通 量 . 在 相差 高 阶 无 穷 小 量 的 意义 上 , 这 时 
的 外 侧 单位 法 向 量 即 就 是 eu, 因此 ou = a :7 = av 曲面 面积 为 MINAvwAw. 于 是 通 
量 就 是 MNauAvuAuw, 其 中 的 自 变量 v = wo 十 Avw. 而 在 = ?wo 的 等 值 面 上 的 通 量 为 


-MINauAuvAw, 其 中 的 自 变 量 v = vo. 这 两 个 面 上 的 通 量 之 和 就 是 


0 
CNau) AvAv Auw. 


对 于 其 余 四 个 面 的 通 量 作 类 似 的 计算 , 这 样 就 求 出 了 流 过 封闭 曲面 8 的 总 通 量 . 
将 以 上 计算 结果 代入 (8.32) 的 两 边 , 约 去 AvAuwAuw, 并 令 (Au 上 (Au)? 十 (Auw)? 一 


9 
Nao) 十 37CUMouw) 
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有 了 这 个 一 般 公 式 之 后 , 对 于 具体 的 正 交 曲线 坐标 ww, w, 只 需要 求 出 卫 , M, N. 这 
时 利用 ” = ( 户 9, 刀 可 得 到 


_ 97 Or 0r 
dr 一 dv 521 3 duw， 


又 利用 正 交 性 条 件 , 就 有 
ds2 一 dzZ2 十 dy%2 十 qz2 = dr 上 三 2dui2 十 M2dvo2 十 N2dw2， 
即 有 可 能 提供 一 个 较为 方便 的 计算 方法 . 
对 于 柱 坐 标 系 (mo, 2, 由 z =7rcoso)y=rsino),z=: 即 可 求 得 
ds2 一 dz2 十 dy%2 十 dz2 一 dr2 十 72 dp2 十 dz2， 
因此 工 = N = 1 AM = 7, 这 样 就 有 
1 9(rar) 


div a 一 
六 


1 oao Oa: 
or rop oz 
对 于 球 坐 标 系 (ro,g), 由 z = rsinpcosby =rsnpsinb,z=rcosp 即 可 求 得 
ds2 一 dz2 十 dy2 十 dz2 一 dr2 十 r2dop2 十 7r2sin2 opd02， 
因此 艺 =1 M = N=7rsinw, 这 样 就 有 
上 1 asam 同 am 
7r2 07r 7Sin 0 rsinO 00 


注 “ 关 于 曲线 坐标 下 的 向 量 运算 可 以 参考 [33] 的 814.1 之 5 和 [20] 的 86.17. 


8.17.3” 旋 度 计 算 (习题 4435-4441.2) 


旋 度 是 对 向 量 场 在 散 度 之 外 的 又 一 种 刻画 . 对 于 连续 可 微 的 向 量 场 o = (az, av,az) 


并 
9 


Tot a 一 9 : 
oO7 0 0z 
ar ay az 
在 场 论 中 也 经 常用 微分 算 子 V 将 旋 度 记 为 V_ x a. 
在 连续 可 微 的 向 量 场 a 的 定义 域 的 每 一 个 点 处 有 旋 度 , 这 样 就 得 到 旋 度 场 . 它 是 一 
量 场 . 


在 88.15 


人 
可 


的 斯 托 死 斯 公式 在 场 论 中 经 常 写成 为 


中 Q.: dr 一 中 (rota)n d9 


吕 
其 中 堪 边 积分 的 被 积 表达 式 即 是 oz dz + ay dy + az dz, 右边 积分 的 被 积 函 数 是 旋 度 在 


3 的 指定 一 侧 的 法 线 方向 上 的 投影 . 如 88.15 所 示 , 3 的 指定 侧 的 法 向 量 与 其 边界 曲线 
C 的 取向 满足 右手 法 则 . 


习题 4439 求 : (a) rot(gradz); (b) div(rot aw). 


分 析 ”本题 的 计算 是 容易 的 , 但 要 重视 它们 的 意义 . 题 (a) 的 答案 是 0 ( 零 向 量 ), 它 
表明 有 势 场 必 定 是 无 旋 场 . 题 (b) 的 答案 也 是 0, 它 表 明 旋 度 场 一 定 是 无 源 场 . 可 以 证 
明 , 在 空间 区 域 为 单 连通 的 条 件 下 , 上 述 两 个 结论 的 逆 也 是 正确 的 . 
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习题 4440 设 流 体 充满 空间 并 以 恒定 角速度 w 绕 轴 1(cos a, cos 8B, cos7y) 旋转 . 求 
速度 向 量 ， 在 给 定时 刻 在 空间 点 M(z,y 2) 处 的 旋 度 . 


解 (概要 ) 


将 本 题 与 88.17.2 的 习题 4431 比较 , 同时 参考 


其 附 图 


地 


, 可 见 上 只 要 将 那里 


的 角速度 向 量 w 修改 为 本 题 的 wl, 就 仍然 可 以 按照 公式 v = w xz7 求 出 它 的 各 个 分 量 . 


以 下 从 略 . 


习题 4441.1 求 


提示 “本 题 与 88.17.2 的 习题 4433 类 似 , 建议 


极 坐 标 > 和 2 表示 的 平面 向 量 场 o = a(m p) 的 旋 度 的 表达 式 . 


该 题 的 解 2 : 


图 ). 对 于 平面 


向 量 场 e = aziz 十 ay7，, 其 
「9(ay) 
[ oz 


rot a 一 


然后 仿照 习题 4433 的 解 2 用 格林 公式 即 可 . 


习题 4441.2 写 出 rot a(z,y 2z) 在 下 列 坐标 系 
(b) 球 坐 标 系 . 


(a) 圆柱 坐标 系 : 


解 (概要 ) 
交 曲 线 坐 标 系 的 特例 . 


天 


Qzy Qy 与 包 无 关 ， 大 
上 0o(az) 


开 


907/ 3 


,的 表达 式 : 


如 在 88.17.1 的 习题 4415(a) 的 注 ! 
此 这 里 将 如 该 题 的 注 和 


的 方法 (参考 其 附 


此 按照 旋 度 定 义 即 可 得 到 


所 示 , 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 都 是 正 
88.17.2 的 习题 4434 中 局 


p 样 , 直接 对 一 


般 的 正 交 曲线 坐标 系 求 出 解答 , 然后 本 题 的 两 种 情况 就 只 是 它 的 推论 了 . 


设 有 > 


(VD)， 2 ss 9g(U)， 馆 一 屎 (VD)， 
引用 习题 4434 的 记号 , 在 得 到 eu eu ew 和 二 ,M, N 之 后 , 将 向 量 场 a 


且 已 知 wu 为 正 交 


1 线 坐 标 . 


Q 三 Quev 十 Qveu 十 Quweu， 


五 


值 wo,zo, wo, 并 取 充 分 小 的 增 量 ， 
4 三 20 十 Au 也 三 Wo 也 三 0 十 Au 轩 
线 与 二 


题 是 如 何 计 算 旋 度 向 量 rot a 在 坐标 系 eu ev, euw 
于 对 于 三 个 分 量 的 计算 方法 相同 , 上 只 叙述 如 何 求 在 ev 上 的 分 
Au > 0, Auw > 0, 在 等 值 
成 在 相差 高 阶 无 穷 小 的 意义 上 的 矩形 
1 某 个 点 的 方向 ev 也 只 相差 高 阶 无 穷 小 量 . 将 8 的 边界 记 为 C, 其 取 


上 的 各 个 分 量 . 


示 为 


量 . 任意 取 定 参数 


合 右手 法 则 . 然后 


斯 托 死 


斯 公式 进行 计算 即 可 (参看 习题 4433 的 附 图 ). 


最 后 可 将 三 个 分 量 的 结果 用 行列 式 综合 如 下 : 
rot a 一 吗 5 要 | 
OU 0V 9 
上 au Ia au 
8.17.4 通 量 计 算 (习题 4442.1-4451) 
设 有 连续 可 微 的 向 量 场 a = (az, av az), 则 将 积分 


下 = v0 上 由 等 值 面 v = vo， 


S, 它 的 法 
向 与 eu 符 
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外 an d9 一 中 (az cosaQ 十 ay cosG 十 azcosT)d9 
S S 


7 一 (cos ao, cos B, cos7) 方向 上 通过 曲面 8 的 通 量 (也 


称 为 向 量 场 @ 在 8 的 单位 法 向 上 


秃 斯 特 罗 格拉 茨 基 公 式 的 向 量 形式 头 
和 an d9 一 | divadz dy dz， 


症 
NS 
壕 


它 可 用 于 3 为 封闭 曲面 的 情况 的 通 量 计算 (前 提 是 3 所 包围 的 区 域 了 完全 落 在 向 量 场 
a 的 定义 域内 ), 同时 这 个 公式 揭示 了 通 量 与 散 度 之 间 的 关系 . 


习题 4442.1 求 径 向 量 ” 的 通 量 : (a) 通过 圆锥 体 z2 十 妇科 2 刀 (0 芯 > 世 六 的 侧 
; (b) 通过 此 圆锥 面 的 底面 . 


避 


解 这 里 的 向 量 场 为 = (zy 2 
(a) 记 所 说 的 圆锥 体 的 侧 表 面 为 51, 取 相 对 于 圆锥 体 的 外 侧 , 则 通 量 计 算 公式 为 
中 rn d9 一 | (zcosaw 十 VcosB 十 zcosT)d59. 


1 31 


于 锥 面 上 从 顶点 到 任何 一 点 的 径 向 量 ( 对 本 题 即 ”) 与 法 向 量 m = (cos a, cos B, cos7) 


ee 
信 放 


正 交 (参见 88.16 的 习题 4383 中 对 于 一 般 锥 面 的 讨论 ), 因此 上 述 积分 的 被 积 函数 恒 等 

于 0, 通 量 当然 等 于 0. 

(b) 将 圆锥 体 的 底面 记 为 5, 则 对 = (0,0,1). 在 底面 z2 十 2 入 12, > = 亡 上 处 处 
帮 


有 77m 一 儿 ， 各 此 通 量 为 
mdS = 矿 [1das = mha. 
Je 
注 ， 顺 便 介 绍 题 (b) 的 另 一 个 计算 方法 . 
在 已 求 出 通过 51 的 通 量 时 , 也 可 以 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 求 出 通过 圆锥 体 全 表 
抽 外 侧 的 通 量 , 然后 减 去 通过 5; 的 通 量 , 即 可 得 到 通过 52 的 通 量 . 作为 验证 , 将 圆锥 体 
记 为 了, 其 体积 记 为 | 太 , 则 可 计算 通过 全 表面 外 侧 的 通 量 如 下 : 
中 mdS=- 咱 divrdzdydz=3 引 浊 | 一 3 二 几 . Th2 一 Ti. 
9S1U92> 及 


习题 4446 证 明 : 向 量 场 a 通过 由 方程 = (wo) (wz ceo 给 出 的 曲面 9 的 通 


呈 gr gm 
中 ww d5 =|| (a 和 ) du dv， 
9) 
式 中 an = a.m 7 为 曲面 S 的 单位 法 向 量 呈 . 


@ 三 个 向 量 a, be 的 混合 积 (ax bj :ce=a:(b xc) 可 记 为 (ab,c) 或 (abc). 
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解 于 在 曲面 的 双 参 数 方程 的 表示 中 ,9 和 入 与 法 向 量 垂直 , 因此 它们 的 向 
量 积 与 法 向 量 共 线 . 又 由 于 d9 = V 瑟 G 二 形 dudo (参看 88.4 的 前 言 ), 而 VCG 二 殉 
即 是 上 述 向 量 积 的 模 , 因此 就 得 到 

全 作 0 
一 V 有 二 元 \ 0 ”Du /)， 


从 而 就 得 到 所 要 求证 的 等 式 : 
中 二 8 三 有 | a.mPnvVEG 二 到 dudv 
河 人 


| (a- 和 X 人) d2 dvw， 


其 中 积分 前 的 正 负 号 需要 根据 3 的 指定 侧 和 具体 的 双 参 数 方程 来 选取 . 


习题 4447 求 向 量 场 w = mn- (mm 为 常数 ) 通过 包围 坐标 原点 的 封闭 曲面 9 的 通 


解 取 ? 为 封 财 曲面 $ 外 侧 的 单位 法 向 量 , 由 于 


mm =amn= 他 ( 工 :nm = 节 cos(r， 7 )， 
亿 


信 


因此 已 将 本 题 归结 为 88.16 的 习题 4392 的 高 斯 积分 之 情况 (b)， 可 见 所 求 的 通 量 
CQ = 4r77m. 


几 


习题 4448 已 知 向 量 场 


-二 和 全 。 )， 


其 中 为 常数 mi 为 点 11 (点 源 ) 距 动 点 Mr(r) 的 距离 ， 求 此 向 量 场 通过 包 转 上 
MG = 1 ,m) 的 封闭 曙 面 8 的 通 量 . 


提示 “利用 88.17.2 的 习题 4425, 有 div(grad in) = Auw, 而 已 知 二 是 以 MX 为 奇 点 
的 调和 函数 , 因此 在 封闭 曲面 9 内 部 除了 ?mm 个 奇 点 Mi G = 1 人 之 外 , 向 量 场 a 的 
散 度 处 处 为 0. 利用 挖 洞 法 , 在 9 包围 的 区 域 中 将 以 Mi 0 = 1 ,m) 为 中 心 半径 充 
分 小 的 半 个 球 挖 去 . 在 所 余 的 区 域 上 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 \ 式 可 知 通 量 为 0, 从 而 通 
过 封闭 曲面 S 的 通 量 等 于 通过 上 述 ”个 小 球 的 边界 面 的 通 量 之 和 , 而 后 者 是 不 难 计算 
的 . 


习题 4449 证 明 : 


烛 公 9u d5 = 用 


式 中 曲面 S 是 区 域 了 的 过 界面 


提示 由 8$8.17.2 的 习题 4425, 有 V2 = 和 A, 因此 本 题 与 8$8.16 的 习题 4393(a) 相 


同 . 
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习题 4450 (热传导 方程 ) 在 温度 场 v 内 , 在 单位 时 间 内 通过 面 微 元 d3 的 热量 为 
dQ = 一 5 .gradud9， 
其 中 下 为 热 导 率 ,mm 为 曲面 9 的 单位 法 向 量 , 求 在 单位 时 间 内 物体 了 所 吸收 的 热量 . 研 
究 温度 上 升 的 速度 , 从 而 推出 物体 温度 所 满足 的 方程 . 
解 在 dg 的 表达 式 中 的 负 号 代表 热量 的 传递 是 从 温度 高 处 向 温度 低 处 进行 . 由 题 
设 可 知 , 在 单位 时 间 内 通过 边界 面 的 热量 为 
@ 三 一 (人 Kgradv 人 dd9， 
岂 


将 它 改变 符号 就 得 到 通过 边界 面 进入 物体 的 热量 , 即 物体 _ 所 吸收 的 热量 . 
对 -Q@ 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 得 到 
和 gradv :md9 王 咱 div(KE gradvw) dz dy dz. 
总 记 


另 一 方面 , 物体 中 的 体积 元 dzdy dz 在 时 间 dt 内 吸收 的 热量 与 其 质量 和 上 升 的 温度 du 
成 正比 , 即 有 


cduw .ppdzdydz = 三 cp 3 dz dy dz dt 


其 中 c 为 物体 的 比 热 (质量 热 容 ), p 为 密度 . 于 是 在 单位 时 间 内 物体 吸收 的 热量 为 
咱 cp 3 d2 dy dz. 
人 

在 物体 内 部 没有 热源 时 , 等 置 以 上 两 个 三 重 积分 就 得 到 

册 oo 全 一 qiv(Egrad 加 dzdydz = 0. 


于 这 个 积分 的 被 积 函数 在 Y 的 任何 子 区 域 上 的 积分 都 等 于 0, 因此 该 被 积 函数 恒 等 
于 0( 见 88.6 的 习题 4097), 这 样 就 得 到 没有 热源 和 热 汇 条 件 下 的 热传导 方程 
co 3 一 qiv(Egradv) = 0. 


在 Pi 大 均 为 常数 时 ， 令 o2 = 上古， 并 利用 div(gradu) = Au (习题 4425), 就 得 到 最 党 
见 的 热传导 方程 


注 “ 关 于 一 维 热传导 方程 见 前 面 86.2.4 的 习题 3308 和 8$7.3.3 的 习题 3840 等 . 
习题 4451 (流体 的 连续 性 方程 ) 处 于 运动 状态 的 流体 充满 区 域 V. 假定 在 
Y 内 没有 源 和 汇 , 试 推出 连续 性 方程 
= 十 div(ov) = 0， 
式 中 p = pz 2 为 为 流体 密度 , wy 为 速度 问 量 ,二 为 时 间 . 
解 1 想象 区 域 了 中 的 任意 封闭 曲面 9 ( 它 不 妨碍 流体 运动 ), 将 它 所 包围 的 区 域 记 
为 页 六 在 页 内 的 流体 质量 为 || | Pdzdydz, 它 随时 间 的 增加 速率 为 


人 


义 | 
这 


雪 
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另 一 方面 , 根据 质量 守恒 定律 , 妃 内 流体 的 质量 增加 能 来 自 于 


的 流入 . 在 时 间 dt 中 通过 


面 面 积 元 d9 流出 的 流体 质量 为 pu . 


闭 曲面 8 的 单位 外 法 向 量 , | 


-和 OU :也 d9 一 人 dz dy dz. 


其 中 右边 是 用 奥 白 特 罗 格 拉 获 基 公 Y 式 得 到 9 三 重 积分 . 


几 [ 芝 十 div(pu)| dzdydz = 0. 


最 后 利用 全 CT 的 任意 性 ， 


4097), 这 就 是 所 要 证 明 的 连 


解 2[20] 向 量 Q = pov 的 方向 为 vw, 其 大 小 @ 是 流体 通过 


质量 变化 率 . 将 向 量 Q 写 为 


同时 考虑 以 点 P(z,y 2) 为 顶点 之 一 的 体积 元 QV = dzdydz, 它 


可 见 其 被 积 函 数 在 区 域 了 内 必定 恒 等 于 0 


90 
9 


十 div(pv) = 0. 


通过 边界 面 3 的 流体 
md9dt, 其 中 史 是 封 


因此 通过 曲面 9 流入 的 流体 质量 的 速率 为 


于 假设 在 区 域 Y 内 无 源 无 汇 , 等 置 前 面 写 出 的 区 域 Y 的 流体 质量 的 增加 速率 与 
通过 曲面 9 流入 的 流体 质量 的 速率 , 就 得 到 


( 见 $8.6 的 习题 


得 让 于 v 的 单位 面积 的 


GO=Qz+QI 二 CQzK， 


是 各 边 平行 于 坐标 轴 的 平行 六 面体 , 边 长 为 dz, dy，dz. 
面 的 外 侧 , 则 通过 以 一 K 为 外 法 向 量 的 边界 和 
@. (一 Rdz dy) = 一 Qz dz dy， 
通过 以 及 为 外 法 癌 量 的 边界 面 的 流体 质量 变化 率 为 (参见 附 图 


引 


(Q@Q)>:+adz ? (R dz dy) (Qz) 


以 相同 的 方式 考虑 其 余 


-tdadzdy 一 (@:+ 


这 里 略 去 了 高 阶 的 无 穷 小 量 . 


就 得 到 从 体积 元 dV = dz dy dz 流出 的 流体 质量 变化 率 为 


人 9Qz 


07 
根据 假设 , 在 体积 元 dY 内 没 
守恒 定律 只 可 能 是 成 立 等 式 


而 这 就 是 连续 性 方程 


0 
人 也 没有 使 流体 渗 漏 的 汇 , 因此 根据 质量 
div Q == 到 
3 十 div(pv) =0 


其 边界 
的 流体 质量 变化 率 为 


Q(z;y;z 十 dz) 


) PP 


9 全 dz) dz dzy/， 


习题 4451 的 附 图 


个 面 , 并 将 所 得 的 六 个 面 上 流出 的 流体 质量 变化 率 相 加 ， 


竺 ]dzdydz= (divQ)dr 


注 在 《习题 集 》 的 原文 中 对 本 题 还 假设 流体 不 可 压缩 , 这 对 于 导出 连续 性 方程 
是 多 余 的 . 实际 上 , 在 流体 为 不 可 压缩 时 , 在 区 域 9 内 没有 源 与 


[的 条 件 表明 通过 边界 
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看 9 流入 页 和 流出 厂 的 流体 体积 相等 . 如 解 1 中 那样 用 奥 斯 特 罗 格 拉 菊 基 公 式 就 得 
到 divo = 0. 这 与 88.13 的 习题 4339 的 后 半 题 对 平面 流 的 处 理 相 同 . 此 外 可 以 参考 [33 
的 814.4 之 应 用 例子 2, 其 中 给 出 了 变 密度 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 . 


8.17.5“ 环 量 计算 (习题 4452.1-4456) 


设 有 连 


连续 可 微 的 向 量 场 o = (az,aya 


>), 则 将 在 封闭 曲线 C 上 的 积分 


中 oa dr= 中 az dz 十 ay dy 十 az dz 
C 区 
称 为 向 量 场 沿 围 线 C 的 环 量 (或 环流 量 


斯 托 区 斯 公式 的 向 量 形式 为 


中 Q .dr 一 | (rot and9， 


8 环 量 与 旋 度 之 间 的 关系 . 


Na 


习题 4454.1(a) 求 门 量 场 aQ = -只 十 ZI 十 cp (ec 为 名 


氏 数 ) 的 环 量 : 沿 着 圆周 
2Z2 十 2 一 1)z=0. 
(本 题 应 当 


选 定 C 的 方向 . 以 下 取 C 为 坐标 1 
解 1 将 围 线 C 参数 


四 := 0 上 的 逆 时 针 方向 . ) 


化 为 zZ = costy 一 sintz= 一 0 从 0 到 2r, 则 有 
中 -ydz 十 Zdy 十 cdz 三 罗 sin 过. ( 
C 0 
解 2 将 C 在 >=0 上 包围 的 区 域 2 十 好 科 1 工 记 为 9, 取 上 侧 , 其 面 
可 用 斯 托 克 斯 公式 得 到 


sint 十 cost.cost 十 c.0]dt=27. 


职 15| = T, 则 
dydz dzdz dzdy 
9 9 9 人 
中 -ydaz+zrdy+edz=|| 本 和 5 =2||azdy=。 15| = 27. 
S S 


一 和 / 代 C 


解 3 将 积分 拆 开 为 两 个 积分 : 


中 -ydz+zdy+edz= 中 -ydz+zdy+ 中 Cdz， 
对 其 中 第 一 个 积分 可 以 用 格林 公式 导出 的 面积 公式 得 于 


租 到 27 ( 见 88.12.2 的 (8.10)), 而 第 
二 个 积分 存在 原 函 数 cz, 因此 在 封闭 曲线 上 的 积分 等 于 0. 


习题 4454.2 求 下 列 情况 下 向 量 场 wa = grad (arctan ) 沿 着 围 线 C 的 环 量 工 ; 
(a) C 不 围绕 Oz 轴 ; (b) C 围绕 Oz 轴 ，. 


解 ”从 向 量 场 a 的 定义 可 见 它 有 原 函 数 


即 势 函数 ) arctan 乞 ,其 中 的 反正 切 函数 
应 当 理 解 为 Arctan 业 ， 也 就 是 极 坐 标 系 中 的 极 角 , 或 者 复数 平面 上 点 z 二 这 的 幅 角 . 它 
是 一 个 具有 无 限 多 个 值 的 多 值 函数 , 当 路 径 以 逆 时 针 方 向 


韦 绕 原 上 点 三 一 周 时 增加 2T， 而 以 
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顺 时 针 方 向 围绕 原点 一 周 时 减少 2r. 因此 对 于 (a) 的 环 量 了 = 0, 而 对 于 (b) 则 环 量 
于 C 0 Oz 轴 的 圈 数 减 去 以 顺 时 针 方向 围绕 Oz 轴 的 圈 数 乘 以 27. 
注 _， 这 个 原 函 数 在 前 面 已 多 次 见 到 , 例如 88.11 的 习题 4254, 88.12.1 的 习题 4307， 
4321, 8$8.13 的 习题 4329 (参见 其 注 2) 等 . 由 于 在 平面 情况 只 要 限制 封闭 曲线 C 为 简单 
曲线 , 即 无 自 交 点 , 从 而 只 可 能 有 三 种 情况 : 不 围绕 原点 ,以 逆 时 针 方向 围绕 原点 一 周 ， 
以 顺 时 针 方向 围绕 原点 一 周 . 本 题 则 是 在 空间 的 封闭 曲线 , 因此 在 没有 自 交 点 的 前 提 下 
仍然 可 以 围绕 Oz 轴 任 意 旋 转 , 从 而 会 得 到 多 种 答案 . 其 中 (b) 的 答案 中 也 包含 了 0 的 
可 能 性 . 


等 


思 


习题 4455 已 知 向 量 场 


二 一 < 十 VZVZK. 
计算 rot a 在 点 M(1LI1) 的 表达 式 , 然后 近似 地 求 出 该 向 量 场 治 无 穷 小 圆周 
(一 二 人 一] 十 (一 = 人 
| 1l)cosaw 十 (yy 一 1l)cos8+(z 一 1)cosy=0 


(其 中 cos2 a + cos28 + cos2y = 了) 的 环 量 工 . 


解 ”按照 旋 度 的 定义 得 到 


2 了 开 
罗 | 
rot Q 一 了 2 3z 2 有 2v 豆 7 人 | 二 儿 


对 


此 在 点 M(L1L,1) 处 有 rot a(M) = -- 记 了 2 

对 于 题 设 的 小 圆周 , 将 它 记 为 C, 其 方向 与 m_ = (cos a,cos 6, cos7) 符合 右手 法 则 ， 
又 将 C 在 平面 (z -lcosa+( 一 Dicos8+(z--1)cosy=0 上 围绕 的 圆 记 为 9S, 则 可 
以 用 斯 托 克 斯 公式 得 到 环 量 的 表达 式 为 


[= 中 a dr=|| rotw .7 d9. 
C 
S 


当 <s > 0 充分 小 时 用 rota(M) 代替 rota, 而 5 的 面积 为 re2, 这 样 就 得 到 


工 之 -zx( 寺 cos8 + 2cos7)e 


到 


红 


总 


掉 定 常 流 由 速度 向 量 
也 二 VD 二 (DVI 

描述 , 试 确定 : (1) 通过 区 域 8 的 边界 (封闭 围 线 ) C 流出 的 流体 的 质量 C (流量 ); (2) 速 
度 向 量 沿 着 围 线 C 的 环 量 工 . 若 流体 是 不 可 压缩 的 , 在 9 内 无 源 无 汇 且 流 场 无 旋 , 则 函 
数 和 v 满足 怎样 的 方程 ? 


习题 4456 


解 ” 由 于 是 定常 流 , 于 点 (z,y) 处 的 速度 w 和 密度 p = p(z;,y) 都 与 时 间 寺 无 关 . 
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(1) 如 8$8.17.4 的 习题 4451 的 分 析 表 明 , 通过 封闭 曲线 C 的 流量 的 速率 为 
_ 本 _ (fo9ud ，9(Ou) 
Q = 中 ww inds = 中 Le(-odz+udg) 一 由 十 dz dy/， 


中 利用 了 格林 公式 的 第 二 形式 ( 见 88.12.3 的 公式 (8.13)). 
(2) 速度 场 由 沿 围 线 C 的 环 量 关 


到 2 - [ff(92 到 
= 中 Ra 3 入) dz dy 


中 利用 了 格林 公式 的 常见 形式 . 

若 流体 不 可 压缩 , 又 在 8 内 无 源 无 汇 , 则 从 88.13 的 习题 4339 的 后 半 题 (又 见习 题 
4451 (连续 性 方程 ) 的 注 ) 已 知 有 散 度 div w = 0, 于 是 得 到 方程 
OU OV) 


半 | 
上 


半 | 
上 


二 
oz ”0V 
又 由 于 无 旋 , 环 量 对 任何 围 线 C 等 于 0, 因此 还 满足 方程 
au _ au _0 
or 0 
注 “_ 由 所 得 的 方程 可 见 有 


| js | 让 
2 2 
人 = 六 ( 吕 ) 二 二 (3 = 坝 党 ) = 


即 有 Av = 0, Av = 0, 因此 无 源 无 旋 的 不 可 压缩 流体 的 速度 向 量 的 分 量 都 是 调和 函数 . 
若 场 wp 的 定义 域 为 单 连通 区 域 , 则 从 ww 无 旋 可 知 它 是 有 势 场 ( 见 下 一 小 节 ), 即 存 
在 标量 函数 o, 使 得 gradp = 由. 又 由 于 ww 无 源 , 因此 就 得 到 

divztw = div(gradp) =Aop = 0， 
即 势 函数 p 也 是 调和 函数 . 


8.17.6 ”有 势 场 的 计算 (习题 4457.1-4460) 


本 小 节 的 内 容 与 88.11.3 实际 上 是 相同 的 , 只 是 在 那里 没有 用 场 论 的 语言 来 说 , 而 
问题 的 提 法 也 是 从 第 二 型 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 问题 出 发 的 . 那里 的 原 函 数 在 场 论 中 
一 般 称 为 势 函数 ， 

若 对 于 向 量 场 a 存在 标量 场 w 使 得 gradv = a, 则 称 a 为 有 势 场 . 

从 88.17.4 的 习题 4439(a) 知道 有 势 场 必 定 是 无 旋 场 . 可 以 证 明 , 在 单 连通 区 域 上 的 
无 旋 场 a 也 一 定 是 有 势 场 . 对 于 二 维和 三 维 空间 的 向 量 场 , 无 旋 的 条 件 也 就 是 88.11.3 
的 条 件 (8.8) 和 (8.9). 


习题 4457.1 证 明 : 场 
Q 王 V2( 2 十 y 十 2 十 27(Z 十 2 十 2)7 十 ZV(Z 十 V 十 22) 有 
是 有 势 场 , 并 求 这 个 场 的 势 . 
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解 1 这 个 向 量 场 的 定义 域 为 全 空间 及 3, 满足 单 连通 的 条 件 , 因此 从 


1 了 
加 9 9 9 _ 
rot a 一 元 ay 0z 宇 
V2(27 十 十 2 27Z(Z 十 2 十 2) 2ZV(Z 十 十 22z) 
可 知 为 有 势 场 . 


设 色 = wz 2) 为 势 本 数 , 则 从 迪 = yz(2z2 十 y 十 轨 可 求 出 
由 一 2292 十 ZW2z 十 ZUV22 十 op(o 2 
代入 到 好 = zz(z 十 2 十 纪 中 , 得 到 
22z 十 27Vz 十 032 十 p0(0 2z) 一 Z2z 十 27Vyz 十 222， 
可 见 有 wy(yz) = 0 即 2o 与 无 关 . 将 它 改 记 为 p%(z)， 再 将 这 时 的 .代入 到 必 = 
zZg%(Z 十 y 十 2z) 中 , 得 到 
2Z20 十 20%2 十 27Vz 十 (2) 一 2Z27 十 ZU2 十 27V2， 

可 见 有 w(z) = 0, 即 2 与 > 也 无 关 , 所 以 p 为 常 值 函数 C. 这 样 就 得 到 所 求 的 势 函数 为 


公 一 2022 十 ZW22 十 ZU22 十 CC 


解 2 求 势 函数 的 第 二 个 方法 就 是 在 88.11.3 的 习题 4284 中 的 方法 二 , 即 利用 平行 
于 坐标 轴 的 折线 来 计算 . 对 于 本 题 可 以 用 从 原点 出 发 经 过 点 (z,0,0), 点 (z, 思 0) 到 点 
(z;,2 2 的 折线 来 得 到 所 要 的 势 函 数 : 


(z;0,0) 
ulz, 思 引 一 | 


(7z,V0) 
yz(2z+3+ 雪 dz+| 2Z(Z 十 27 十 2) dy 


(0;0,0) (z;0,0) 


(Z， 2) 
| 2V(Z 十 十 2z)dqz 十 C 
(zy0) 


=| oaz+| ouy+| 2ZV(Z 十 十 2z)dqz 十 C 
0 0 0 
2 


二 22402z 十 ZU2z 十 ZU22 十 C 


习题 4458 求 由 位 于 坐标 原点 的 质量 mm 所 产生 的 引力 场 a = 下 的 势 . 


解 向量 场 的 定义 域 为 去 掉 原 点 O(0,0,0) 后 的 全 空间 , 是 单 连通 区 域 . 计算 


大 
0 0 0 
rota 一 | 37 9V 0z 
7710 7722/ 7 之 
有 3 7 
加 32z 2 人 (2 .人 17( 5] 岂 | 三 
= 如 |( 7 过 7 2 7 六 本 到 关 寺 7 本 7 玉 一 0， 
可 见 是 有 势 场 


于 在 有 势 场 中 a 的 曲线 积分 只 与 端点 有 关 , 即 等 于 两 个 端点 处 的 势 函 数值 之 差 ， 
而 与 路 径 无 关 , 因此 即 有 
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(二 2) 
(cj 相 一 azoso,z)=| adr 
(zo,yo;zo) 
(zz) 产 
=| (= 号)(zdz+ydy+zdz) 
(zo,yo;zo) 7 


人 (zy 册 
= 一 -2 d(r2) = 一 | 
es 273? 0 ) 人 7 
0 
刀 70 
于 ro=Vz2 十 角 十 巡 的 任意 性 , 可 见 势 函 数 为 = 0 十 C. 
注 “ 如 将 本 题 的 向 量 场 理 解 为 引力 场 , 则 在 88.11.3 的 习题 4295 中 已 经 求 出 了 势 函 


数 ( 即 原 函 数 ). 


8.17.7 补 注 (习题 4461-4462) 

这 是 《习题 集 》 的 最 后 两 个 习题 . 由 于 在 这 两 题 中 除了 需要 场 论 的 知识 之 外 , 还 涉 
及 含 参 变量 的 广义 重 积分 等 概念 , 所 用 的 技巧 比较 多 样 , 证 明 过 程 也 较 长 , 因此 将 它们 
放 在 这 里 讨论 , 其 中 习题 4461 是 为 解 习 题 4462 所 做 的 准备 . 


习题 4461 证 明 公 式 : 


gradp {( 几 ve ) = -人 po(@OJnc 用 eeaevnos 


其 ,8 为 区 域 丰 的 边界 界面 , m 为 曲面 S 的 外 法 向 量 , 7 为 点 P(z,y z) 与 点 @(6 170) 之 


忌 


间 的 距离 . 


工 
解 积分 号 下 的 p(Q@) = p(79 二 = [作品 二 和 一 凡 二 (一 3 2， 
7 一 (cos a, cos B, cos 站 ). 设 函 数 p 连 纪 志 可 微 为 简明 起 见 将 体积 元 de dr dc 记 为 dY 
以 下 需要 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 点 P(z,y 2) 在 封 团 曲面 9 之 外 . 这 时 公式 左边 的 积分 为 含 参 变量 z, yz 的 党 
义 积 分 , 因此 对 参 变 量 求 导 可 在 积分 号 下 进行 . 
对 第 一 个 分 量 , 有 


训 上 [cer= 由 本 及 


人 人 


-Jer- 册 详 导 计 -多 


we 1 人 w 
和 人 


后 一 步 是 用 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 公式 得 到 的 . 


帮 
昌 
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与 所 欲求 证 的 等 式 比较 可 见 已 经 证 明了 两 边 的 第 一 个 分 量 相等 . 对 其 他 两 个 分 量 
的 证 明 完全 相同 , 不 再 重复 . 
(2) 点 P(z;,yz) 在 封闭 曲面 9 的 内 部 , 这 时 公式 左边 的 积分 是 含 参 变量 (z,y z) 的 
六 义 积 分 , 而 且 奇 点 已 的 坐标 就 是 这 些 参 变量 . 
首先 证 明 这 时 的 广义 积分 收 和 敛 . 为 此 考虑 以 点 P(z;, 思 2 为 中 心 , 以 s > 0 为 半径 
的 球体 B。. 取 s 充分 小 使 得 B- CTY. 取 M > 0 使 得 |p(676)| < M 在 区 域 了 上 成 立 ， 
则 对 于 球 刀 。 上 的 积分 用 球 坐 标 代 换 

《一 2 二 7rsnpcos0，7 = 二 7snwpsin0，6 王 2 之 十 7 coS 


就 可 得 到 
交 E 
册 由 dy| < 吕 必 > dy| 三 | dg| sede| rdr 一 27Me2， 
0 0 0 
忆 。 


0 在 以 了 国 XB| 和 ar te 


本 


现在 证 明 对 于 这 个 广义 积分 求 关于 参 变量 z 的 导数 时 仍然 可 以 通过 积分 号 ,为 此 
只 要 证 明 含 参 人 咱 汪 汪 由 一 致 收敛 . 同样 对 于 在 B 上 的 积分 


球 坐 标 代 换 作 估计 ， 就 可 得 到 
由 村 区 os 风 生 srsy 由 ww 


忆 - 
=- 人 Ra dr = 47Me， 
0 0 0 


J 见 关于 z 一 致 收 伍 ， 
以 下 可 重复 情况 (1) 中 的 推导 , 其 中 涉及 的 广义 三 重 积分 的 收敛 性 均 可 如 上 解决 
只 是 在 最 后 一 步 需要 注意 , 由 于 人 ay 的 被 积 函 数 在 点 Pa 办 


瑟 


处 有 奇 性 , 因此 不 能 f 接 用 奥 斯 特 罗 格拉 英 基 公式 , 
将 如。 的 边界 球面 记 为 5。, 取 其 内 侧 , 则 在 Y 中 挖 去 小 球 。 的 区 域 上 可 以 用 奥 斯 
特 罗 格拉 茨 基色 | 


由 )ar = 由， 必 cosad5 种? 一 cos Q d.9. 
T 一 3。 


汪 款 左 通 当 二 .0 全 的 砚 贫 种 训 前 面 下 不 产 叉 三 量 杞 办 一样 讨 这 其 税 克 上 
咱 Gf ) dY. 对 于 右边 第 二 个 曲面 积分 有 7 = <, 因此 即 可 估计 得 到 


利 4 cosad5| < “各 se 4rMe， 
从 


于 是 当 =s 一 0 时 极限 为 0. 这 习 就 得 到 了 所 要 求 的 人 式 . 
注 在 证 明 中 亡 用 的 方法 可 一 般 化 为 三 重 积 分 的 分 部 积分 公式 : 


IE dz dy dz = 镍 udzy dz 一 | 3 dz dy dz， 
认 记 


OT 
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见 [32] 的 例题 26.1.1. 


习题 4462 证 明 : 若 a = gradw, 其 中 
十 co 


ua 习 =- 直 由 到 2 aeandk 


4 


一 De 


7 一 V(E 一 2z)2+( 一 力 ? 十 (6 一 2 
则 
diva 三 DZ 2) 
(假设 相应 积分 有 意义 )， 


分 析 与 88.8 的 习题 4155, 4156 比较 , 可 见 除去 积分 号 前 的 常数 之 外 , 可 以 将 题 
给 定 的 函数 w(z,y >) 理解 为 在 整个 三 维 空间 尺 ? 中 无 限 分 布 的 质量 在 点 (z,y,2) 处 的 
牛顿 引力 势 . 
于 divgradv = Au, 因此 本 题 的 目的 就 是 要 证 明 这 样 给 出 的 势 函 数 w(z,y,>) 是 
泊 松 方程 


2 2 2 
= 3 


的 解 . 

注意 到 w(z,y >) 的 表达 式 中 的 广义 三 重 积分 既是 在 无 界 区 域 豚 : 上 的 积分 , 又 具有 
奇 点 P(z,y >z), 因此 要 证 明 它 二 阶 连续 可 微 就 比较 复杂 . 为 此 密度 函数 p 需要 满足 一 
定 的 条 件 , 既 需要 保证 积分 收敛 , 还 应 使 得 对 立 求 二 阶 偏 导 的 运算 能 够 通过 积分 号 . 以 
下 将 假设 p 连续 可 微 , 在 证 明 中 将 集中 注意 由 奇 点 P(z,yw z) 带 来 的 复杂 性 ,而 对 于 它 
在 点 (6 5) 离 原 点 充分 大 处 的 性 态 不 作 具 体 规定 . 

解 ” 作 以 奇 点 P(z,y2) 为 中 心 以 s > 0 为 半径 的 球体 巨 。, 将 它 的 边界 球面 记 为 
3e, 取 内 侧 . 这 样 就 可 以 将 三 维 空间 及 3? 分 解 为 球 Be。 和 挖 去 球 后 所 余 的 区 域 友之 并 ， 
从 而 将 v 分 拆 为 两 项 之 和 : 

U( 力 动 二 U(2 22) 十 2(D) 2 2 


二 


元 人 
Vs 
12(Z 2) > 去 | | 人 dT 
也。 


! 为 简明 起 见 将 体积 元 de d7 dC 记 为 dV 

假设 密度 函数 p 所 满足 的 条 件 使 得 (z, 刀 区 对 也 岂 z 求 二 阶 偏 导 数 时 能 够 通过 
积分 号 , 于 是 由 和 A( 二 ) = 0 (86.2.4 的 习题 3311) 在 关 0 时 处 处 成 立 , 而 区 域 公 
rs > 0, 因此 就 得 到 


颂 


池 


A2ui 一 0. 
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以 下 只 需要 考虑 对 wa 求 二 阶 偏 导 数 的 计算 . 
利用 习题 4461 中 的 公式 , 就 得 到 


Ou2 到 1 90 1 1 ] 
oz 4 川 906C 7 昌 3 4 人 9 


已 


其中 第 二 项 的 积分 前 取 正 号 , 因为 8。 是 取 内 侧 , cos a 是 指向 奇 点 P(z,y, 2) 的 法 线 方 
向 的 方向 余 弱 . 

上 式 右边 的 第 一 项 为 广义 的 三 重 积 分 , 按照 习题 4461 的 情况 (2) 中 的 同样 分 析 , 可 
知 对 z 求 导 仍 然 可 以 通过 积分 号 ， 0 人 

92 1 op 0 民 浊 加 

而 有 二 二 全 咱 二 时 ) 不 帅 oeme 训 人 


本 


人 
massn 人 玫 攻 , en an 


Au 一 -去 | 川 (saaov gradpP 工 ) ar+ 泵 人 人 gradP 寺 -) d5， 
也- 
其 中 用 下 标 已 表 示 对 z,y,z 的 梯度 , 用 下 标 Q 表示 对 &, ,5 的 梯度 
对 Av2 的 上 述 表 达 式 的 第 一 项 , 利用 p 连续 可 微 , 可 以 在 se =1 的 Bi 上 取 模 


Se 


1grado ol 的 上 界 MX, 同时 又 有 || gradP 十 || = -点 ,这样 就 可 以 得 到 估计 
去 川 (eaaov gradP 二 Jay|s 去 ||eraaool lerade 六 | 人 
方 2 
M TTT day :不 慰 代 

< 芋 | | z 纺 《用 球 坐标 代 换 ) 
五 < 

AZ 2T 人 

一 二 | dg| smeae| d7 三 Me， 


因此 当 = -0 时 这 一 项 的 极限 等 于 0 

对 Avs 的 前 述 表达 式 的 第 二 项 , 由 于 ‖| gradpP 二 | = - 喜 ， 而 梯度 向 量 gradP 二 指 

问 工 的 最 大 增加 方向 , 因此 与 指向 奇 点 PCe u 的 单位 法 向 量 的 方向 完全 政 而 

在 球面 5 上 = =s, 从 而 就 有 

遍 利 (gadap 芋 风 48= 寺 s 利 pas= om 
9- c 


其 中 最 后 一 步 用 了 积分 中 值 定 理 . 因此 当 s 一 0 时 这 一 项 的 极限 等 于 p(z,y, 2). 
综合 以 5 就 有 


Av = Auil 十 Au2 = 三 lim(Au 十 Au) 
< 一 


二 lim Auva 二 DZ 2 2 
注 “习题 4462 是 偏 微分 方程 中 有 关 槛 圆 型 方程 的 内 容 , 有 多 种 证 明 方法 . 关于 泊 
松 方程 的 讨论 可 参考 [6] 的 第 一 卷 第 五 章 和 第 二 卷 第 四 章 ， 


在 这 个 附录 
从 二 重 极限 存在 推出 二 次 极限 存在 的 充分 性 条 件 


hi 六 关上 Fo 人 员 必 Phi -中 必 oib 
io 上 避 


人 候 示人 对 个 示 人 对 个 示 人 起 圳 人吉 示 人 直 雹 寺 候 起 示 修了 示 示 修了 二 
次 谍 诡 次 训 让 次 交 商 记 交 商户 让 次 诡计 将 交 并 交 应 商户 应 问 民 
SO 


倍加 心包 


附录 


! 列 出 在 第 三 册 中 


命题 索引 


平面 曲线 奇 点 类 型 


多 元 函数 的 费 马 定理 


黑 塞 算 阵 判定 极 


判定 二 元 函数 的 极 


一 个 约束 条 件 下 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 
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有 99 
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让 105 

生生 2 王 生生 王 生 生 于 贡 全 区 下 106 
和 107 
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放 


在 完成 本 书 之 际 , 说 说 在 编写 过 程 中 的 一 些 想 法 也 许 对 读者 使 用 本 书 是 有 益 的 . 


本 书 的 宗旨 是 为 《吉米 多 维 


奇数 学 分 析 习 题 集 》( 简 称 《 习 题 集 》) 写 “ 指 引 ”，, 而 


不 是 “题解 "因此 对 于 其 中 的 习题 及 其 求解 的 考虑 就 与 学 生 完成 作业 大 不 相同 . 


就 一 道 习题 本 身 而 言 , 需要 


组 考 的 问题 很 多 , 例如 , 此 题 有 何 意 义 或 者 是 否 重 要 ? 它 


的 结论 有 用 吗 ? 它 与 《习题 集 》 中 的 其 他 习题 有 联系 吗 ? 它 在 数学 分 析 (甚至 更 广阔 的 


知识 范围 ) 


的 地 位 如 何 ? 解 出 了 这 道 题 对 解 其 他 题 有 帮助 吗 ? 对 于 证 明 题 , 还 需要 考 
虑 其 中 的 条 件 对 于 所 导出 的 结论 是 否 多 余 或 不 足 . 
就 习题 的 解法 而 言 , 需要 思考 的 问题 就 更 多 了 . 已 有 的 传统 解法 好 不 好 ? 其 


用 同一 种 方法 解 几 个 题 , 不 如 发 


么 规律 性 ? 它 有 普遍 意义 吗 ?” 其 思路 是 从 哪里 来 的 ? 为 什么 要 这 样 求解 (也 就 是 有 
没有 )? 这 个 解法 触及 了 问题 的 核心 没有 ? 还 有 更 好 的 方法 吗 ? 我 们 很 快 发 现 , 许 
统 的 解法 往往 存在 这 样 或 那样 的 不 足 , 而 “没有 最 好 , 但 有 更 好 ? 则 几乎 成 为 规律 ， 


加 儿 种 方法 解 一 个 题 的 收获 更 大 . 


在 如 此 思考 中 我 们 发 现 , 对 于 一 个 习题 本 身 的 认识 会 有 从 浅 到 深 的 过 程 , 而 往往 到 
最 后 也 不 能 说 已 经 达到 了 十 全 十 美的 境界 . 本 书 在 选择 解法 时 , 大 体 上 对 于 重要 的 或 者 
作为 示范 性 质 的 习题 举 出 多 种 解法 , 而 对 于 其 他 问题 则 选择 尽 可 能 简单 的 一 种 解法 . 希 


望 这 样 的 安排 有 益 于 读者 . 


通过 本 书 的 编写 , 我 们 对 于 《习题 集 》 的 经 典 性 有 了 新 的 理解 和 认识 . 首先 , 该 
《习题 集 》 所 包含 的 内 容 与 我 国 从 20 世纪 50 年 代 直 到 今天 的 数学 分 析 和 高 等 数学 的 
教学 实践 是 一 致 的 , 其 中 所 收入 的 习题 , 无 论 从 知识 范围 来 说 , 还 是 从 难 易 程 度 来 说 , 都 


具有 很 强 的 “稳定 性 > 《指引 》 中 的 习题 和 解法 的 选取 也 考虑 了 这 样 的 稳定 性 . 从 组 


织 结构 来 看 《习题 集 》 全 书 的 编排 和 每 一 章节 的 层次 安排 都 有 精心 的 考虑 , 在 将 几 
何 、 代 数 与 分 析 的 结合 方面 堪 称 楷模 . 如 前 言 所 说 , 《指引 》 在 揭示 其 丰富 内 容 方面 起 


了 一 定 程度 的 解构 作用 


这 样 就 有 可 能 对 于 读者 在 今后 使 用 该 《习题 集 》 提 供 一 点 帮 
助 . 勿 以 善 小 而 不 为 , 这 也 是 我 们 编写 本 书 时 的 一 个 指导 思想 . 
如 《指引 》 第 一 册 的 前 言 押 说 , 本 书 的 编写 得 到 了 许多 热心 人 的 多 方面 的 帮助 . 除 


了 在 前 言 中 已经 提 到 之 外 , 这 里 还 要 感谢 高 尚 华 老师 和 吉安 锋 老 师 对 《指引 》 的 ; 


阅 . 


此 外 , 还 要 感谢 北京 大 学 的 李 植 老师 对 本 书 提出 的 许多 改进 意见 , 特别 是 在 与 力学 和 物 


理 有 关 的 习题 方面 押 作 出 的 贡献 . 
《指引 》 的 主要 编写 工作 是 在 苏州 大 学 数学 科学 学 院 完成 的 , 对 于 该 学 院 的 领导 
和 许多 老师 对 此 项 工作 的 热情 文 持 和 帮助 在 此 一 并 致谢 这 里 还 特别 要 感谢 苏州 大 学 


的 资深 教师 汤 正 谊 , 他 对 于 《指引 》 的 第 二 册 和 第 三 册 的 稿件 提出 了 许多 改进 意见 , 还 


对 若干 习题 提供 了 高 质量 的 解法 . 


谢 惠 民 沐 定 夷 
2011 年 7 月 11 日 


